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PREFÁCIO 


Com o propósito de atender às necessidades atuais de alunos e professores, 
revisamos cuidadosamente esta edição de Cálculo. O resultado é um livro com uma 
variedade maior de exemplos, mais exercícios de nível médio, mais figuras e melhor 
fluxo conceitual, bem como mais clareza e precisão. Como nas edições anteriores, 
esta nova edição apresenta uma introdução moderna ao cálculo que apoia a compre- 
ensão conceitual e mantém os elementos essenciais de um curso tradicional. 

Nesta décima segunda edição, apresentamos as funções transcendentes 
básicas no Capítulo 1. Após revisar as funções trigonométricas básicas, apresen- 
tamos a família de funções exponenciais, utilizando abordagem algébrica e grá- 
fica, com a exponencial natural descrita como membro específico dessa família. 
Os logaritmos foram então definidos como funções inversas das exponenciais, 
e as funções trigonométricas inversas também foram discutidas. Essas funções 
foram plenamente incorporadas ao nosso desenvolvimento de limites, derivadas e 
integrais nos cinco capítulos seguintes do livro, incluindo exemplos e exercícios. 
Essa abordagem oferece aos alunos a oportunidade de trabalhar o quanto antes 
com funções exponenciais e logarítmicas juntamente com funções polinomiais, 
racionais e algébricas e funções trigonométricas, à medida que conceitos, opera- 
ções e aplicações do cálculo de variáveis únicas são aprendidos. Mais adiante, no 
Capítulo 7, revisitamos a definição de funções transcendentes, agora com uma 
apresentação mais acurada. Definimos a função logaritmo natural como uma inte- 
gral que tem exponencial natural como sua inversa. 

Muitos de nossos alunos estiveram em contato com a terminologia e com os 
aspectos computacionais do cálculo durante o ensino médio. Apesar dessa familia- 
ridade, a destreza do estudante em álgebra e trigonometria muitas vezes o impede 
de ser bem-sucedido na sequência de cálculo na faculdade. Nesta edição, procura- 
mos equilibrar a experiência prévia dos alunos em cálculo com o desenvolvimento 
da habilidade algébrica que ainda pode ser necessária, sem prejudicar ou arruinar 
a autoconfiança de cada um. Tomamos o cuidado de fornecer material de revisão 
suficiente, acrescido de soluções completas e exercícios que oferecessem suporte ao 
entendimento completo de alunos de todos os níveis. 

Incentivamos os alunos a raciocinar, em vez de memorizar fórmulas, e a ge- 
neralizar conceitos à medida que eles são apresentados. Esperamos que, depois de 
aprenderem cálculo, eles se sintam confiantes em resolver problemas e em sua habi- 
lidade de raciocínio. A recompensa é o domínio de um belo assunto, com aplicações 
práticas no mundo real, mas o verdadeiro presente são as capacidades de pensar e 
generalizar. Esperamos que este livro forneça apoio e incentivo a ambas. 


Inovações da décima segunda edição 


CONTEUDO Ao preparar esta edição, mantivemos a estrutura básica do conteúdo 
da décima primeira edição. Levamos em conta as solicitações dos leitores atuais e 
dos revisores em adiar a introdução de equações paramétricas até que as coordena- 
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das polares fossem apresentadas. Efetuamos várias revisões na maioria dos capítu- 
los, detalhadas a seguir: 

e Funções Resumimos o Capítulo 1, Volume 1, para que ele tivesse como foco 
a revisão dos conceitos de função e a apresentação das funções transcendentes. 
Nos Apêndices 1 a 3, apresentamos os pré-requisitos materiais que abrangem 
números reais, intervalos, incrementos, retas, distâncias, círculos e parábolas. 

e Limites Para melhorar o fluxo do capítulo, combinamos as ideias de limites 
que envolvem infinitude e as associações das assíntotas com gráficos de fun- 
ções, dispondo-os juntos na seção final do Capítulo 3, Volume 1. 

+ Derivadas Ao usar taxas de variação e tangentes ás curvas como motivação 
ao estudo do conceito de limite, fundimos o conceito de derivada em um único 
capítulo. Reorganizamos e aumentamos o número de exemplos relacionados a 
taxas e acrescentamos outros exemplos e exercícios sobre gráficos de funções 
racionais. A regra de LHôpital é apresentada como uma seção de aplicação, 
coerente com a abrangência anterior sobre funções transcendentes. 

e Primitivas e integração Mantivemos a organização da décima primeira edi- 
ção ao colocarmos as primitivas como o tópico final do Capítulo 4, Volume 1, 
passando pelas aplicações de derivadas. Nosso foco é a “recuperação de uma 
função a partir de sua derivada” como solução para o tipo mais simples de 
equação diferencial de primeira ordem. Um tema novo que compõe a essência 
do Capítulo 5, Volume 1, são as integrais como “somas dos limites de Rie- 
mann”, motivado a princípio pelo problema de determinar as áreas de regiões 
gerais com limites curvos. Após o desenvolvimento cuidadoso do conceito de 
integral, voltamos nossa atenção ao cálculo dela e à sua ligação com as primi- 
tivas provenientes do teorema fundamental do cálculo. Assim, as aplicações 
seguintes definem as várias ideias geométricas de área, volume, comprimento 
de caminhos e centroides como limites das somas de Riemann que geram 
integrais definidas que podem ser calculadas por meio da determinação da 
primitiva do integrando. Mais adiante, retornamos ao assunto de como solu- 
cionar equações diferenciais de primeira ordem mais complexas. 

e Equações diferenciais Algumas universidades preferem que esse assunto 
seja tratado em um curso à parte. Embora tenhamos abrangido soluções para 
equações diferenciais separáveis no Capítulo 7, Volume 1, ao tratarmos as 
aplicações de crescimento e decaimento exponencial de funções integrais e 
transcendentes, a maior parte de nosso material foi organizada em dois capí- 
tulos (passíveis de serem omitidos na sequência de cálculo). No Capítulo 9, 
Volume 1, introduzimos as equações diferenciais de primeira ordem, incluin- 
do uma nova seção sobre sistemas e planos de fase com aplicações relativas 
aos modelos caçador competitivo e predador-presa. 

e Séries Quanto à sequência e séries, mantivemos a mesma estrutura organi- 
zacional e o mesmo conteúdo da décima primeira edição. Adicionamos novas 
figuras e exercícios às várias seções, e, para tornar o material mais acessível 
aos alunos, revisamos algumas das provas relacionadas à convergência de sé- 
ries de potência. Uma das solicitações de um de nossos leitores, “qualquer 
tentativa de tornar esse material mais fácil de ser compreendido por nossos 
alunos será bem recebido por nosso corpo docente”, guiou nosso pensamento 
nas revisões do Capítulo 10, Volume 2. 

e Equações paramétricas Vários leitores solicitaram que passássemos esse 
tópico para o Capítulo 11, Volume 2, em que incluímos também coordenadas 
polares e seções cônicas. Fizemos isso ao perceber que muitos departamentos 
escolhem abordar esses tópicos no início de Cálculo III, ao se prepararem 
para o assunto vetores e cálculo com multivariáveis. 

e Funções vetoriais Simplificamos os assuntos do Capítulo 13, Volume 2, 
para enfatizar as ideias conceituais que apoiam o material posterior sobre de- 
rivadas parciais, vetores gradientes e integrais de linha. Condensamos as dis- 
cussões do plano de Frenet e as três leis do movimento planetário de Kepler. 

e Cálculo com multivariável Nos capítulos que tratam desse assunto, refor- 
çamos ainda mais o projeto gráfico e adicionamos figuras novas, exemplos e 
exercícios. Reorganizamos o material de abertura em integrais duplas, e com- 
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binamos as aplicações de integrais duplas e triplas para massas e momentos 
em uma única seção, abrangendo casos bidimensionais e tridimensionais. Essa 
reorganização permitiu um melhor fluxo dos conceitos básicos da matemática, 
em conjunto com suas propriedades e aspectos computacionais. Assim como na 
décima primeira edição, continuamos a fazer a conexão da ideia de multivariá- 
veis com a ideia análoga de variáveis únicas abordada no início do livro. 

e Campos vetoriais Devotamos um esforço considerável para aumentar a 
clareza e a precisão matemática no tratamento de cálculo vetorial integral, 
incluindo muitos exemplos adicionais, figuras e exercícios. Os teoremas e 
os resultados importantes são apresentados de forma mais clara e comple- 
ta, juntamente com explicações avançadas de suas hipóteses e consequências 
matemáticas. Agora, a área da superfície está organizada em uma única seção, 
e as superfícies definidas implícita ou explicitamente são tratadas como casos 
especiais de uma representação paramétrica mais geral. Em uma seção sepa- 
rada, são apresentadas as integrais de superfície e suas aplicações. O teorema 
de Stokes e o teorema da divergência continuam sendo apresentados como 
generalizações do teorema de Green para três dimensões. 


EXERCÍCIOS E EXEMPLOS Sabemos que exercícios e exemplos são componentes 
críticos para a aprendizagem de cálculo. Devido a essa importância, atualizamos, 
melhoramos e aumentamos o número de exercícios em quase todas as seções do 
livro. Nesta edição, há mais de 700 exercícios novos. Como nas edições anterio- 
res, continuamos a organizar e agrupar os exercícios por temas, progredindo de 
problemas computacionais para problemas aplicados e teóricos. Os exercícios que 
requerem a utilização de sistemas de software de computador (como o Maple8 ou 
Mathematica?) foram colocados ao final de cada seção de exercícios, sob o título 
“Uso do computador”. A maioria dos exercícios aplicados têm um subtítulo para 
indicar o tipo de aplicação ao qual o problema se refere. 

Muitas seções incluem novos exemplos para esclarecer ou aprofundar o sig- 
nificado do tema que está sendo discutido e para ajudar os alunos a compreender 
suas consequências matemáticas ou aplicações em ciência e engenharia. Ao mesmo 
tempo, foram excluídos os exemplos que repetiam o material já apresentado. 


PROJETO GRAFICO Percebendo sua importância na aprendizagem do cálculo, 
continuamos a aprimorar as figuras atuais nesta nova edição, e criamos um número 
significativo de novas figuras. Verificamos também as legendas, prestando muita 
atenção à clareza e à precisão em frases curtas. 
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FIGURA 2.50 Geometria por trás do argu- FIGURA 16.9 Superfície em um espaço 
mento no Exemplo 1. ocupado por um fluído móvel. 
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Características preservadas 


RIGOR O nível de rigor é consistente com o de edições anteriores. Continuamos 
a distinguir entre as discussões formais e informais e apontar suas diferenças. En- 
tendemos que a adesão a uma abordagem mais intuitiva e menos formal ajuda os 
alunos a compreender um conceito novo ou difícil para que possam, então, apreciar 
a precisão matemática e seus resultados de forma completa. Tivemos cuidado ao 
definir ideias e demonstrar os teoremas de forma adequada aos alunos de cálculo, 
mencionando que questões mais profundas ou sutis devem ser estudadas em um 
curso mais avançado. A organização e a distinção entre as discussões formais e 
informais oferecem ao professor um grau de flexibilidade em quantidade e profun- 
didade na abrangência dos diversos tópicos. Por exemplo, enquanto não provamos 
o teorema do valor intermediário ou o teorema do valor extremo para funções con- 
tínuas no intervalo entre a < x < b, explicamos esses teoremas de forma precisa, 
ilustrando seus significados em inúmeros exemplos e utilizando cada um deles para 
provar outros resultados importantes. Além disso, para os professores que desejam 
uma abordagem ainda mais profunda, discutimos no Apêndice 6 a dependência da 
validade desses teoremas em relação à completude dos números reais. 


EXERCÍCIOS ESCRITOS O objetivo dos exercícios escritos encontrados ao longo do 
texto é estimular os alunos a explorar e explicar uma variedade de conceitos de cál- 
culo e aplicações. Além disso, ao final de cada capítulo há uma lista de perguntas 
que ajudam os alunos a analisar e resumir o que aprenderam. 


REVISÕES E PROJETOS NO FINAL DE CAPÍTULO Além dos exercícios ao final de 
cada seção, cada capítulo é encerrado com questões de revisão, exercícios práticos 
que abrangem todo o capítulo e uma série de exercícios adicionais e avançados 
que servem para incluir problemas mais desafiadores e abrangentes. A maioria dos 
capítulos também inclui descrições de diversos projetos de aplicações de tecno- 
logia que podem ser trabalhados individualmente ou em grupos durante um longo 
período de tempo. Esses projetos requerem o uso de um computador que execute 
Mathematica ou Maple. 


REDAÇÃO E APLICAÇÕES Como sempre, este livro continua fácil de ser lido, colo- 
quial e matematicamente rico. Cada tópico novo é motivado por exemplos claros 
e de fácil compreensão, e são reforçados por sua aplicação a problemas do mundo 
real de interesse imediato para os alunos. O que distingue este livro é a aplicação do 
cálculo em ciência e engenharia. Os problemas aplicados foram atualizados, melho- 
rados e estendidos continuamente ao longo das últimas edições. 


TECNOLOGIA Em um curso que utilize texto, a tecnologia pode ser incorporada de 
acordo com a vontade do professor. Cada seção contém exercícios que requerem o 
uso de tecnologia; eles estão marcados com um HH se forem adequados ao uso de 
calculadora ou de computador, ou estão na seção “Uso do computador” se exigirem 
um sistema de álgebra computacional (SAC, tal como Maple ou Mathematica). 


No site sv.pearson.com.br, professores e estudantes podem acessar os se- 
guintes materiais adicionais: 
Para professores: 


e Apresentações em PowerPoint. 
+ Manual de soluções (em inglês). 
+ Resolução dos exercícios avançados. 


Para estudantes: 


e Exercícios de múltipla escolha. 
e Biografias e ensaios históricos. 


Prefácio Xi 


e Capítulo adicional, exclusivamente on-line, sobre equações diferenciais de 
segunda ordem. 
e Exercícios avançados. 
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SEQUÉNCIAS E 
SÉRIES INFINITAS 


VISÃO GERAL Todos sabem como somar dois números, ou mesmo vários. Mas 
como se somam infinitos números? Neste capítulo, respondemos a essa questão, 
que é parte da teoria de sequências e séries infinitas. 

Uma importante aplicação dessa teoria é um método para representar uma fun- 
ção derivável conhecida f(x) como uma soma infinita de potências de x, de forma 
que se parece com um “polinômio com infinitos termos”. Além disso, o método es- 
tende nosso conhecimento de como avaliar, derivar e integrar polinômios, de forma 
que podemos trabalhar com funções ainda mais gerais do que aquelas encontradas 
até aqui. Essas novas funções são frequentes soluções para importantes problemas 
na ciência e na engenharia. 


As sequências são fundamentais para o estudo de séries infinitas e muitas apli- 
cações da matemática. Já vimos anteriormente um exemplo de uma sequência quan- 
do estudamos o método de Newton na Seção 4.7. Produzimos ali uma sequência 
de aproximações x, que se tornou cada vez mais próxima da raiz de uma função 
derivável. Iremos agora explorar sequências de números gerais e as condições sob 
as quais elas convergem. 


Representando sequências 
Uma sequência é uma lista de números 


Ajs Azs Asp es App ee 


em uma ordem determinada. Cada a,, a,, a}, e assim por diante, representa um nú- 
mero. Esses são os termos da sequência. Por exemplo, a sequência 


2, 4, 6, 8, 10, 12, ..., 2n, ... 


tem o primeiro termo a, = 2, o segundo termo a, = 4, e o n-ésimo termo a, = 2n. 

O número inteiro n é chamado de índice de a, e indica em que posição a, ocorre na 

lista. A ordem é importante. A sequência 2, 4, 6, 8... não é igual à sequência 4, 2, 6,8... 
Podemos pensar na sequência 


3 Az) sp us Ap no. 


como uma função que envia 1 para a,, 2 para a,, 3 para a,, e, em geral, associa o 
número inteiro positivo n ao n-ésimo termo a, Mais precisamente, uma sequência 
infinita de números é uma função cujo domínio é o conjunto de números inteiros 
positivos. 

A função associada com a sequência 


2, 4, 6, 8, 10, 12, ..., 2n, ... 


atribui 1 para a, =2; 2 para a, =4, e assim por diante. O comportamento geral dessa 
sequência é descrito pela fórmula a, = 2n. 


2 Cálculo 


Da mesma forma, podemos fazer com que o domínio seja os números inteiros 
maiores do que um determinado número n,, e permitimos sequências desse tipo 
também. Por exemplo, a sequência 


12, 14, 16, 18,20,22... 


é descrita pela fórmula a, = 10 + 2n. Essa sequência também pode ser descrita pela 
fórmula mais simples b, = 2n, onde o índice n começa em 6 e aumenta. Para permitir 
fórmulas mais simples, deixamos o primeiro índice da sequência ser qualquer número 
inteiro. Na sequência acima, (a, y começa com a,, enquanto {b} começa com b,. 

As sequências podem ser descritas pelas regras que especificam seus termos, como 


a=vn W= =%% = 


ou listando os termos: 


fal = [VIVE VI y Vies) 
(= (1 14-4... Dh.. 


1234 n-1 
CREEEREN 
{d} =(1,-1,1,-1,1,-1...,-D"?...p. 


Escrevemos ainda, às vezes, 
00 
fa) = [Vn PE. 


A Figura 10.1 demonstra duas maneiras de representar sequéncias graficamen- 
te. A primeira marca os primeiros pontos a partir de a,, 4,, 43, ..., A, ... NO eixo real. 
O segundo método demonstra o gráfico da função definindo a sequência. A função 
é definida somente nos números inteiros, e o gráfico consiste de alguns pontos no 
plano xy localizados em (1, aj), (2, a,), ..., (n, 4,,), .... 


an 
A 
3H 
41 a, 43 4445 
l $ es > 2 e. 
0 1 2 sm 
a, = Vn LA 5 
01 123 
an 
az 4) a A 
L se L. > lb. 
1 . 
1 | | | 1 in 
da= 0 1 2 3 4 
a, 
A 
a a4 as az aj 1E a 
s— A -o de > i 
0 1 i l sn 
An = (ts 0 


FIGURA 10.1 As sequências podem ser representadas como pontos na reta real ou como pontos 
no plano onde o eixo horizontal n é o índice do termo e o eixo vertical a, é o seu valor. 


Convergência e divergência 


Algumas vezes os números em uma sequência se aproximam de um único va- 
lor, conforme o índice n aumenta. Isso acontece na sequência 


¡lía i 
r Bureau 


l oe oe oo o H- > 
0 aa, a a a 
an 
A 
L+e 
L “(n,a)->—5 
= L-e 
. . “(N, ay) 
Lia LI | SA 
0 123 N n 


FIGURA 10.2 Na representação de uma 
sequência como pontos no plano, a, — L 
se y = L for uma assíntota horizontal da 
sequência de pontos ((n, a,)). 

Nesta figura, todos os a, depois de ay 
localizam-se a menos de e de £. 
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cujos termos se aproximam de 0 conforme n cresce, e na sequência 


1234 1 
(01228.01 a, 
cujos termos se aproximam de 1. Por outro lado, sequências como 
AVL VD NOS ri MM À 


possuem termos que ficam maiores do que qualquer número conforme n aumenta, 
e sequências como 


{1,—1, 1,=1, LS, Pd 


alternam entre 1 e —1, nunca convergindo para um valor único. A seguinte defini- 
ção representa o significado de uma sequência convergir a um valor limite. Ela 
estabelece que se formos longe o bastante na sequência, fazendo o índice n maior 
do que algum valor N, a diferença entre a, e o limite da sequência torna-se menor 
que qualquer número pré-selecionado e€ > 0. 


DEFINIÇÕES A sequência (a, ) converge para o número L se para todo número 
positivo e corresponder um número inteiro N, de forma que para todo n, 


n>N > la-tl<e 
Se nenhum número £ existir, dizemos que (a, ) diverge. 
a q $i : 
Se (a, j converge para L, escrevemos lim, o a, = L, ou simplesmente 
a, >L, e chamamos L o limite da sequência (Figura 10.2). 


A definição é muito semelhante à definição do limite de uma função f(x), quan- 
do x tende a oo (lim, . f(x) na Seção 2.6). Iremos explorar essa conexão para 


calcular limites das sequências. 


EXEMPLO 1 Mostre que 


E =0 (b) limk=k (qualquer constante k) 


lim 
n— œ n— œ 


(a) 


Solução 
(a) Seja e > 0 dado. Devemos mostrar que existe um N inteiro de forma que, para 
todo n, 


n>N > 


Essa implicação valerá se (1/n) < e ou n > 1/e. Se N for qualquer número intei- 
ro maior que 1/e, a implicação valerá para todo n > N. Isso prova que lim, 
(1/n)=0. 

(b) Seja e > 0 dado. Devemos mostrar que existe um N inteiro de forma que, para 
todo n, 


n>N >  lkki<e. 
Uma vez que k— k= 0, podemos utilizar qualquer número inteiro positivo para 


N e a implicação será verdadeira. Isso prova que lim, ____k= k para qualquer 
constante k. 


EXEMPLO 2 Mostre que a sequência (1,—1, 1, —1, 1, —1, ..., (E1IJ*, ...} diverge. 


Solução Suponhamos que a sequência convirja para algum número L. Escolhendo 
e = 1/2 na definição do limite, todos os termos a, da sequência com índice n maior 
que um N devem se localizar a menos de e = 1/2 de L. Uma vez que o número 1 
aparece repetidamente como termo sim, termo não da sequência, devemos ter o 
número 1 localizado a uma distância a menos de e = 1/2 de L. 


4 Cálculo 


q, 


M . 

tu | o 
0) 123 N 

(a) 

an 

A 

Lis I >n 
0|123. N 
m e 


(b) 


FIGURA 10.3 (a) A sequência diverge a 
œo porque não importa qual número M é 
escolhido, os termos da sequência após 
algum índice N estão todos na faixa cinza 
acima de M. (b) A sequência diverge a —oo 
porque todos os termos após algum índice 
N estão abaixo de qualquer número m 
escolhido. 


Segue que |L — 1|< 1/2 ou, de forma equivalente, 1/2 < L < 3/2. Da mesma for- 
ma, o número —1 aparece repetidamente na sequência com índice arbitrariamente 
alto. Dessa forma, devemos ainda ter que |L — (—1)|< 1/2 ou, de forma equivalente, 
—3/2 < L < —1/2. Entretanto, o número L não pode estar em ambos os intervalos 
(1/2, 3/2) e (3/2, —1/2), uma vez que eles não possuem uma superposição. Dessa 
forma, não existe tal limite L e portanto a sequência diverge. 

Observe que o mesmo argumento funciona para qualquer número positivo € 
menor que 1, não somente 1/2. 


A sequência (V'nktambém diverge, mas por um motivo diferente. Conforme n 
aumenta, seus termos se tornam maiores que qualquer número fixado. Descrevemos 
o comportamento dessa sequência escrevendo 


lim Vn = 00. 


n= 

Ao escrever que o limite da função é infinito, não estamos dizendo que as di- 
ferenças entre os termos a, e co se tornam pequenas conforme n aumenta. Também 
não estamos afirmando que existe algum número infinito do qual a sequência se 
aproxime. Estamos somente utilizando uma notação que capta a ideia de que a, 
finalmente se torna e permanece maior que qualquer número fixado à medida que n 
cresce (veja a Figura 10.34). Os termos de uma sequência poderiam ainda diminuir 
para menos infinito, conforme na Figura 10.3b. 


DEFINIÇÃO A sequência (a, ) diverge ao infinito se para cada número M 
houver um número inteiro N, tal que para todo n maior do que N, a, > M. Se 
essa condição for verdadeira, escrevemos 

lim a = 00 ou A 00, 

n— œ 

De maneira semelhante, se para cada número m existir um número inteiro 

N, de forma que, para todo n > N tenhamos a, < m, então dizemos que (a, 
diverge ao menos infinito e escrevemos 


lim a, = —00 ou A —00, 
n=>00 


Uma sequéncia pode divergir sem divergir ao infinito ou menos infinito, con- 
forme vimos no Exemplo 2. As sequências (1, —2, 3, —4, 5, —6, 7, —8, ...} e (1,0, 2, 
0, 3, 0, ...) são também exemplos de tal divergência. 


Calculando limites de sequéncias 


Uma vez que sequências são funções com domínio restrito aos números in- 
teiros positivos, não é surpresa que os teoremas sobre limites de funções dados no 
Capítulo 2 tenham versões para sequências. 


TEOREMA 1 Sejam (a,) e (b,) sequências de números reais, e sejam A e B 
números reais. As seguintes regras se aplicam se lim, | 4, 74 e lim, œ% b, =B. 
1. Regra da soma: lim, (a, +b,)=4>+B 
2. Regra da diferença: lim, (a, =b,)=4=B 
3. Regra da multiplicação por constante: lim, œ (k b, =k: B 
(número k qualquer) 
4. Regra do produto: lim, (4, b,)=A:B 
i a 
5. Regra do quociente: liMn00 b, A se8 #0 


A prova é semelhante àquela do Teorema 1 da Seção 2.2 e é omitida. 


>n 


FIGURA 10.4 Os termos da sequência 
tb,) ficam “sanduichados entre” aqueles 
de (a,) e (c,), forçando-os ao mesmo 
limite comum L. 
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EXEMPLO 3 Combinando o Teorema 1 com os limites do Exemplo 1, teremos: 


: 1 : 1 Regra da multiplicação por 
(a) dim, ( njo -1 M n =-1 0 E 0 constante e Exemplo la 


a, 
=) 
Xx 
3 
TS 
> 
5| | 
Ea 
NO 
II 
TE 
23 
PS: 
| 
sim 
LA 


= lim 1 lim E = 1 — 0 = 1 Regra da diferença e Exemplo la 
n—> 20 n— œ 
(c) lim => =5. lim ae lim $ = 5:0:0 = O Regra do produto 
6 
4-6 4n)-7 0-7 
d) lim = lim = = —7, Regras d d ient 
(d) hos mL 3 PLE En G/n) 1+0 egras da soma e do quociente 


Tenha cuidado ao aplicar o Teorema 1. Ele náo diz, por exemplo, que cada uma 
das sequências (a,) e (b,j tem limites se sua soma (a, + b, ) tiver um limite. Por 
exemplo, (a, — {1, 2, 3, ...j e (b,) = (21,2, —3, ...), ambas divergem, mas sua 
soma (a, + b,) = {0, 0, 0, ...; claramente converge para 0. 

Uma consequência do Teorema 1 é que todo múltiplo diferente de zero de uma 
sequência divergente (a,) diverge. Suponha, pelo contrário, que (ca,) converge 
para algum número c 0. Sendo assim, tomando k = 1/c na regra da multiplicação 
por constante no Teorema 1, vemos que a sequência 


(Ec) = (an) 


converge. Dessa forma, (ca, ) não converge, a menos que (a, ) também convirja. Se 
ta,) não converge, então (ca, ) não converge. 

O próximo teorema é a versão de sequência do teorema do confronto na Seção 
2.2. Você será solicitado a provar o teorema no Exercício 109. (Veja a Figura 10.4.) 


TEOREMA 2 — Teorema do confronto para as sequências Sejam (a,), 
tb, e fc, y sequências de números reais. Se a, = b, =c, for verdadeira para 
todo n além de algum índice N, e se lim, 4, = liM, æC, = L, então 
lim b = L também. 


n>00 n 


Uma consequência imediata do Teorema 2 é que, se |b, |=c, e c, — 0, então 
b, > 0 porque —c, =b, =c,. Usamos esse fato no próximo exemplo. 


EXEMPLO 4 Uma vez que 1/n — 0, sabemos que 


a > porque e e 
1 Ed 
mo + porque == 
© cio porque laga 


A aplicação dos Teoremas 1 e 2 é ampliada por um teorema que enuncia que, 
ao se aplicar uma função continua a uma sequência convergente, é produzida uma 
sequência convergente. Enunciamos o teorema, deixando a prova como um exercí- 
cio (Exercício 110). 


TEOREMA 3 — Teorema da função contínua para sequências Seja (a,) 
uma sequência de números reais. Se a, — L e se ffor uma função que é con- 
tínua em L e definida em todo a,, então f(a) —> f(L). 


6 Cálculo 


> X 


wind 
Ni 
nd 


FIGURA 10.5 Como n— œ, 1/n > 0 e 
24 20 (Exemplo 6). Os termos de (1/n) 
são exibidos sobre o eixo x; os termos de 
{21n} são exibidos como os valores de y 
no gráfico de f(x) = 2”. 


EXEMPLO 5 Mostre que V(n + D/n> 1. 


Solução Sabemos que (n + 1)/n — 1. Tomando f(x) = VX e L = 1 no Teorema 3 
proporcionará V(n + 1)/n> V1 = 1. 


EXEMPLO 6 A sequência (1/n) converge para 0. Tomando a, = 1/n, f(x) =2* e 
L = 0 no Teorema 3, vemos que 2!” = f(1/n) => f(L) = 2% = 1. A sequência (21) 
converge para 1 (Figura 10.5). 


Utilizando a regra de L'Hópital 


O próximo teorema formaliza a conexão entre lim% a, € lim, .A(0). Ele 
nos permite utilizar a regra de L Hôpital para encontrar os limites de algumas se- 
quéncias. 


TEOREMA 4 Suponha que f(x) seja uma função definida para todo x= n, e 
que (fa, ) seja uma sequência de números reais tal que a, = (1) para n= ny. 
Entáo 
lim fQ = L > lim a= L. 
X— 00 


n=00 


Prova Suponha que lim , f(x) = L. Então, para cada número positivo e existe 


um número M, tal que para todo x, 
x>M > O) — L|< e. 
Seja N um número inteiro maior que M e maior ou igual a nọ. Então 


n>N > a, =f(n) e ja, -L|=|f(n)=L|< e. 


EXEMPLO 7 Mostre que 


Solução A função (In x)/x é definida para todo x = 1 e concorda com a sequén- 
cia dada em números inteiros positivos. Portanto, pelo Teorema 4, lim „_,„„ (ln n)/n 
será igual a lim, _. (In x)/x se o último existir. Uma única aplicação da regra de 
L Hôpital mostra que 

no q 1/x_0 

lim SE = lim =T= 


X— 00 X—00 1 


Concluímos que lim, (ln 1)/n=0. 


Quando utilizamos a regra de L Hôpital para encontrar o limite da sequência, 
frequentemente tratamos n como uma variável real contínua e derivamos diretamen- 
te com respeito a n. Isso nos salva de ter de reescrever a fórmula para a, , conforme 
fizemos no Exemplo 7. 


nº 


EXEMPLO 8 A sequência cujo n-ésimo termo é 


o (n+1y 
a= (553) 


converge? Em caso positivo, encontre lim a 


n>00 “nº 
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Solução O limite leva à forma indeterminada 1%. Podemos aplicar a regra de 
L'Hôpital se primeiro alterarmos a forma para oo - O tomando o logaritmo natural 


de a,: 
n+ 17 
Ina = In 
A n- 1 
= nin 2 1 
n= 1)" 
Então, 
; . n+1 
lim Ina, = lim nin forma oo - 0 
n=% n= o0 n=1 
n+l 
In 
| n= 1 F 0 
= lim orma — 
2 
li -2/(n -1) Regra de L Hôpital: diferenciar 
> sos =] ¿mé numerador e denominador. 
Ls 2n 
= lim = =2, 
n>o nf — T 


Uma vez que In a, — 2 e lx) = e* é contínua, o Teorema 4 nos diz que 
an = Mn se? 
A sequência (a, converge para e. 
Limites que ocorrem frequentemente 


O próximo teorema nos dá alguns limites que surgem frequentemente. 


TEOREMA 5 As seis sequências a seguir convergem aos limites listados 
abaixo: 


1 tim "Mg 4. lim x =0 (X<) 
i n=00 a 
2. lim Vn=1 5. im, (1 e x) = e* (x qualquer) 
n=00 
. no N 
3. lim, x"n=]1 (x> 0) 6. dim A = 0 (x qualquer) 


Nas Fórmulas 3 até 6, x permanece fixado quando n — co. 


Prova O primeiro limite foi computado no Exemplo 7. Os dois próximos podem 
ser provados tomando logaritmos e aplicando o Teorema 4 (Exercícios 107 e 108). 
As provas remanescentes são fornecidas no Apêndice 5. 


EXEMPLO 9 Estes são exemplos dos limites no Teorema 5. 


In(n?)  2Inn 


(a) A A >2:0=0 Fórmula 1 
b) Vo? = n" = (nm? (1? = 1 Fórmula 2 
(c) 3 = 3Y nt) >1.1=1 Fórmula 3 com x= 3 e Fórmula 2 


1\° ; 
E (- 1) >0 Fórmula 4 com X = — 3 


8 Cálculo 


| Notação fatorial 
A notação n! (“n fatorial”) significa o 


produto 1 + 2 - 3 + n dos inteiros de 

l an. Note que 

(n +1)! = (1 +1): n!. Então, 
41=1:2:3:4=24e 
51=1:2:3:4:5=5-:4!=120. 
Definimos 0! como 1. Os fatoriais 
crescem ainda mais rapidamente que as 
exponenciais, como a tabela sugere. Os 
valores na tabela estáo arredondados. 


n e” n! 
1 3 1 
5 148 120 
10 22.026 3.628.800 
20 4,9 x 108 2,4 X 1018 


Fórmula 5 com x =—2 


100" 
n! 


(6) 


Fórmula 6 com x = 100 


Definições recursivas 

Até aqui, calculamos cada a, diretamente a partir do valor de n. No entanto, as 
sequéncias sáo frequentemente definidas recursivamente, fornecendo 
1. O(s) valor(es) do termo inicial ou termos iniciais, e 


2. Uma regra, chamada fórmula de recursão, para o cálculo de qualquer termo 
posterior a partir dos termos que o precederem. 


EXEMPLO 10 


(a) As sentenças a, = 1 e a, =a, |, 
de inteiros positivos. Com a, = 1, temos a, 


por diante. 


+ 1 para n > 1 definem a sequência 1,2,3,...,n,... 
a +1=2,4,=4,+1=3, e assim 


(b) As sentenças a, = 1 e a,=n:a, para n > 1 definem a sequência 1, 2, 6, 24, ..., 
n!, ... de fatoriais. Com a, = 1, temos a, =2: a, =2,a,=3:a, =6,4,4:a, 
= 24, e assim por diante. 


(c) As sentenças a, =1,a,=1ea,,, =a,+a, para n > 2 definem a sequência 
1, 1, 2, 3, 5, ... dos números de Fibonacci. Com a, = 1 e a, = 1, temos a, = 1 + 
1=2,a,22+1=3,a4,=3+2=5, e assim por diante. 


(d) Como podemos ver na aplicação do método de Newton (veja o Exercício 133), as 
sentenças x, =1 ex, =x, — [(senx, x (cos x,— 2x,)] para n > 0 definem uma 
sequência que, quando converge, fornece uma solução para a equação sen x — x* = 0. 


Sequências monotônicas limitadas 


Dois conceitos que desempenham um papel fundamental na determinação da 
convergência de uma sequência são os de sequência limitada e sequência monotônica. 


DEFINIÇÕES Uma sequência (a, ) é limitada superiormente se existe um nú- 
mero M tal que a, = M para todo n. O número M é um limitante superior para 
ta, +. Se M é um limitante superior para (a, , mas nenhum número menor que M é 
um limitante superior para (a, ), então M é o menor limitante superior para (a, ). 

Uma sequência (a,) é limitada inferiormente se existe um número m 
tal que a, = m para todo n. O número m é um limitante inferior para (a, ). Se 
m é um limitante inferior para (a, ), mas nenhum número maior que m é um 
limitante superior para (a, ), então m é o maior limitante inferior para (a, 5. 

Se (a,j é limitada superior e inferiormente, então (a,) é limitada. Se 
ta,) não é limitada, então dizemos que (a, ) é uma sequência ilimitada. 


EXEMPLO 11 


(a) A sequência 1,2,3,...,n,... não tem limitante superior, uma vez que finalmente 
ultrapassa todo número M. No entanto, ela é limitada inferiormente por todo 
número real menor ou igual a 1. O número m = 1 é o maior limitante inferior 
da sequência. 

2.123 n 

(b) A sequéncia PFP NT 
real menor ou igual a 1. O limitante superior M = 1 é o menor limitante superior 
(Exercício 125). A sequência também é limitada inferiormente por todo número 


. - é limitada superiormente por todo número 


menor ou igual a > que é o maior limitante inferior. 


| Sequências convergentes são limitadas 


FIGURA 10.6 Algumas sequências 
limitadas saltitam entre seus limitantes e 
deixam de convergir para qualquer valor 
limite. 


>= 


FIGURA 10.7 Se os termos de uma 
sequéncia crescente tém um limitante 
superior M, eles têm um limite L = M. 
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Se uma sequência (a, converge para o número L, então, por definição, existe 
um número N tal quela, — L|< 1 sen >N. Ou seja, 


L=1<a,<L+l paran>N. 


Se M é um número maior que L + 1 e todos os (finitos) números a,, 4), ..., Ay 
então para cada índice n temos a, = M de forma que (a, ) é limitado superiormente. 
De maneira semelhante, se m é um número menor que L — 1 e todos os números a ,, 
4), ..., Ay, então m é um limitante inferior da sequência. Portanto, todas as sequén- 
cias convergentes são limitadas. 

Embora seja verdade que toda sequência convergente seja limitada, existem 
sequências limitadas que deixam de convergir. Um exemplo é a sequência limitada 
E 1)"* 1) discutida no Exemplo 2. O problema aqui é que algumas sequências 
limitadas saltitam na faixa determinada por qualquer limitante inferior m e qualquer 
limitante superior M (Figura 10.6). Um tipo de sequência importante que não se 
comporta dessa forma é uma para a qual cada termo é ao menos tão grande, ou tão 
pequeno, quanto seu predecessor. 


DEFINIÇÃO Uma sequência (ag) é crescente se a, = a, para todo n. Ou 
seja, a, = a, S a} 5 .... A sequência é decrescente se a = a, para todo n. A 
sequência (a, ; é monotónica se ela for crescente ou decrescente. 


EXEMPLO 12 


(a) A sequência 1,2,3,...,n,... é crescente. 
2. .123 n 
(b) A sequéncia PFPP O T 


(c) A sequência 1, 4, a 5 aa > ... é decrescente. 


... É crescente. 


(d) A sequência constante 3, 3, 3, ..., 3, ... é tanto crescente quanto decrescente. 
(e) A sequência 1, —1, 1, —1, 1, —1, ... não é monotônica. 


Uma sequência crescente que é limitada superiormente sempre tem um menor 
limitante superior. Da mesma forma, uma sequência decrescente limitada superior- 
mente sempre tem um maior limitante inferior. Esses resultados são baseados na 
propriedade da completude dos números reais, discutida no Apêndice 6. Provamos 
agora que se L é o menor limitante superior de uma sequência crescente, então a 
sequência converge para L, e que se L é o maior limitante inferior de uma sequência 
decrescente, então a sequência converge para L. 


TEOREMA 6 — Teorema da sequência monotónica Se uma sequência (a, ) 
é limitada e monotônica, então a sequência converge. 


Prova Suponhamos que (a, y seja crescente, L é o menor limitante superior, e de- 
senhamos os pontos (1, a,), (2, a,), ..., (n, a„), ... no plano xy. Se M é um limitante 
superior da sequência, todos esses pontos estarão sobre ou abaixo da reta y = M 
(Figura 10.7). A reta y = L é a reta mais inferior. Nenhum dos pontos (n, a, ) estará 
acima de y = L, mas alguns estarão acima de qualquer reta inferior y = L — e, se € 
for um número positivo. A sequéncia converge para L porque 


(a) a, E L para todos os valores de n, e 
(b) dado qualquer e > 0, existe ao menos um inteiro N para o qual a, >L-— e. 
O fato de (a, ) ser crescente nos diz adicionalmente que 
a,=a4y>L=e  paratodon=N. 


Sendo assim, todos os números a, além do N-ésimo número estão a menos de 
e de L. Essa é precisamente a condição para L ser o limite da sequência (a, ). 
A prova para as sequências decrescentes limitadas inferiormente é semelhante. 
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É importante perceber que o Teorema 6 não diz que sequências convergentes 
são monotónicas. A sequência ((-1)*!/n) converge e é limitada, mas não é mono- 
tônica, uma vez que ela alterna entre valores positivos e negativos, à medida que 
tende a zero. O que o teorema afirma é que uma sequência crescente converge quan- 
do é limitada superiormente, mas diverge ao infinito, caso contrário. 


Exercícios 10.1 


Encontrando termos de uma sequência 


Cada um dos Exercícios 1-6 dá uma fórmula para o n-ésimo termo 
a, de uma sequência (a, ). Encontre os valores de a}, a,, a, e Ay. 


GR Re 4. a, =2+(1) 
n? oh 
2. a= a 5. Mm = qm 
(= z Pe j 
3. an = 2n-1 6. an 2n 


Cada um dos Exercícios 7-12 dá um ou dois termos iniciais de uma 
sequência, bem como uma fórmula de recursão para os termos re- 
manescentes. Escreva os dez termos iniciais da sequência. 


2215 4, + (1/27) 
8. a,=1,a,,,=4,(n+ 1) 


7. a =1,a 


9. a, =2, a= Ita? 

10. a, =-2, a „= na, Kn+ 1) 
11. a =a la ta +4, 
12. a,=2,a,=-=1,4,,,= Aa Ay 


Encontrando uma fórmula para a sequência 


Nos Exercícios 13-26, encontre uma fórmula para o n-ésimo termo 

da sequência. 

; Números 1 com os 

13. A sequência 1,—1, 1,—1, 1,... a 
q ti AA sinais alternados. 

Números 1 com os 

sinais alternados. 

Quadrados dos inteiros 

positivos, com os 

sinais alternados. 


Recíprocos dos quadrados 


14. A sequência —1, 1, —1, 1,—1,... 


15. A sequência 1, —4, 9, —16, 25, ... 


16. A sequéncia 1, — 3 5 = $ > ... dos inteiros positivos, 
com os sinais alternados. 
122292 Poténcias de 2 divididas 
17. 912 15 18 21 por múltiplos de 3. 
3 1135 Inteiros diferindo por 2 


18. 2761220300" divididos por produtos 


de inteiros consecutivos. 


Quadrados dos inteiros 
positivos menos 1. 


19. A sequéncia 0, 3, 8, 15, 24,... 


Inteiros, comegando 
com —3. 


20. A sequência —3, —2, —1, 0, 1,... 


Um inteiro positivo 
ímpar sim, um inteiro 
positivo ímpar não. 


21. A sequência 1, 5, 9, 13, 17,... 


Um inteiro positivo par sim, 
um inteiro positivo par não. 


22. A sequência 2, 6, 10, 14, 18,.... 


a. DS a 


Inteiros diferindo por 3 
divididos por fatoriais. 


24 1 8 27 64 125 Cubos dos inteiros positivos 
" 25' 125' 625 3125' 15.625'""" divididos por potências de 5. 


25. A sequência 1, 0, 1,0, 1,... 


Alternando números 
le números 0. 


Cada inteiro positivo 


26. A sequência 0, 1,1,2,2,3,3,4,... : 
repetido. 
Convergência e divergência 


Quais das sequências (a, nos Exercícios 27-90 convergem? E 
quais divergem? Encontre o limite de cada sequência convergente. 


27. a, =2+(0,1y 44. a, = nT cos (nT) 
n+ (1 — Snn 
28. an = da i 45. an = A 
1-2n sen?n 
= 46. a = 
29. an= TF 2n a= 
2n+ 1 n 
30. An = 47. an = 5n 
"Loan 2 
1- 5n4 3 
31. an = e 48. an = Tê 
n+3 In(n + 1) 
32. a= >< 49. an = == 
n+5n+6 n Vn 
2 
_ nf- 2n+1 “nn 
33. an = “Red 50. an = In2n 
1143 
34. a = Eca 51. a =8!m 
70 — 4n i 
35. a,=1+(1y 52. a, = (0,03) 
7 n 
36. an = (-1" ( = à) 53. a = (1 + 7) 


37. an= (2 +) (1 5) 54. 


38. an = (2 +) (3 y +) ss. a = V10n 
(pre 56. an = Yn? 
39. aa = 1 o 
] Y" 57. & = (5) 
40. a = (3) 
58. a,=(n+4)/0+4 
= 2n 
as 041 o 2 Inn 
1 nyn 
42. an = “Ann 
"(09 60. a, =Inn— In (n+ 1) 


43. a= sen( 3 + 5) 61. a, = V4n 


62. a = VA 
] 
63. an = m (Sugestão: compare com 1/n.) 
4" o R 1 
64. a= nt 77. a = 5-1 n 
n! 
65. an = 105 78. an = (1 — cosp) 
n! 1 
66. an = 5.3 1. m= Vas 
1/(Inn) . = (314 571 
67. an= 9 id 
81. a, =tg ln 
(+4) 
68. a =In[1+%5 
n n 82. a = Ein 
_(3n+1Y a 
62. ep ES 1) 83. a= (3) p 
vz 
70. a= (NY 
+ h n+ 1 84. a= Vn?+n 
(œ qi _ Inn? 
71. a= (51) , X>0 85 n 
a a (Inn) 
72. dh = (1 = 2) 86 = 
n? Vn 
n. An 
73. a= 7 87. a=n- Vn-n 
1 
n 88. an = 
74. a = UGU Vr- 1- Vn?+n 
(910)" + (11/12)" LM 
89. an = n x ox 
75. a, =tgh n 1 
dl 
76. a, = senh (In n) 90. a= f yo, p>1 


Sequências definidas recursivamente 


Nos Exercícios 91-98, assuma que cada sequência convirja e en- 
contre o limite. 


91. 


92. 


93. 
94. 
95. 
96. 


97. 


98. 


72 
a= 2, 17172 
+6 
a=-1l ami= o 


a--4, ami V8+ 2an 


a=0 a1=V8+ 2an 
a= 5 ami= Van 
a=3 dm =12- Va, 
E 24 o 
2 1 1 
2+3 24 1 
2+3 


VIL V1+ VL V1+V1+ Vv 
Vis Wie Vi+ VL... 
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Teoria e exemplos 


99. 


100. 


101. 


102. 


103. 


O primeiro termo de uma sequência é x, = 1. Cada um dos 
termos seguintes é a soma de todos os seus antecedentes: 
XX ++ Hx. 
Escreva os primeiros termos da sequência suficientes para de- 
duzir uma fórmula geral para x, que seja verdadeira para n= 2. 
Uma sequência de números racionais é descrita a seguir: 
13717 a a+ 2b 
T 2 5 PE b' a + Br 
Aqui os numeradores formam uma sequência, os denominado- 
res formam uma segunda sequência e suas razões formam uma 
terceira sequência. Sejam x, e y,, respectivamente, o numera- 
dor e o denominador da n-ésima fração r,=x, /y, . 
ifi > De -2 ds 
a. Verifique que x,*— 2y, Lx = 2y 
ricamente, que a? — 2b? = —1 ou +1, então 


(a+2by?—2(a+by?=+1 ou-l, 


Fl e, mais gene- 


respectivamente. 
b. As frações r =x, /y, se aproximam de um limite à medida 
que n aumenta. Qual é esse limite? (Sugestão: use o item 
E AD 2 ão é 
(a) para mostrar que 7,*— 2=+ (1/y, )* e que y, não é menor 
que n.) 


Método de Newton As seguintes sequências vêm da fórmu- 
la recursiva para o método de Newton, 
SO) 
FO 
As sequências convergem? Em caso afirmativo, para qual va- 


lor? Em cada caso, comece identificando a função f que gera 
a sequência. 


Xn+1 = Xn 


E A il 0, 1 
a. X= 1, Xn+1 Xn 2Xn "TA 
X- 1 
b x= l, nae 
sec" Xn 
cx =1,x,, 2%, 1 


a. Suponha que f(x) seja derivável para todo x em [0, 1] e 
que f(0) = 0. Defina a sequência (a, ) pela regra a, = 
nf(1/n). Mostre que lim, a, =.f'(0). Utilize o resul- 
tado do item (a) para encontrar os limites das seguintes 
sequências (a, ). 


b. a = ntg 1 É 


= ln — 
c. a, =n(e"= 1) 


.@ = ntn(2 + 2) 


Ternas pitagóricas Uma terna de inteiros positivos a, b e c 
é chamada terna pitagórica se a? + b? = c?. Seja a um inteiro 
positivo ímpar e sejam 


è] + [8 


respectivamente, o piso inteiro e o teto inteiro para a?/2. 


a 
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a 


a. Mostre que a? + b?= c?. (Sugestão: considere que a=2n + 1 
e expresse b e c em termos de n.) 


b. Por cálculo direto, ou com auxílio da figura, encontre 


lim 


a— %0 a? i 
Dr 


a. Mostre que lim, ,.. (2n7)"©™ = 1 e, portanto, usando a 
aproximação de Stirling (Capítulo 8, Exercício Adicional 
32a), que 


n 


b. Teste a aproximação no item (a) para n = 40, 50, 60, ..., até 
onde sua calculadora permitir. 


104. Raiz n-ésima de n! 


para valores grandes de n. 


105. a. Presumindo que lim, (1/n%) = 0 se c for qualquer cons- 
tante positiva, mostre que 


se c for qualquer constante positiva. 
b. Prove que lim, (1/n%) = 0 se c for qualquer constante 
positiva. (Sugestão: se e = 0,001 e c = 0,04, quão grande 
deve ser N para assegurar que | 1/n*—0|<e se n > N?) 
106. Teorema da sequência intercalada Prove o “teorema da 
sequência intercalada” para as sequências: Se ta, ) e tb,) con- 
vergem para L, então a sequência 


Disse 


dp bi; 4), bas ..., Ap b, 


converge para L. 


107. Prove que lim oo Yn = 1. 


108. Prove que lim, ___x!"= 1, œ> 0). 


00 


109. Prove o Teorema 2. 110. Prove o Teorema 3. 


Nos Exercícios 111-114, determine se a sequência é monotônica e 
se é limitada. 


3n+1 nan 
Heee r 113. a= y 

(2n + 3)! 2 1 
112. o 114. =2= => 


Quais das sequências nos Exercícios 115-124 convergem, e quais 
divergem? Justifique suas respostas. 


us a=1-i 116. a =n- 1 


2-1 
3h 


2-1 
2 


Dr- (E +) 


120. O primeiro termo de uma sequência é x, = cos (1). Os próxi- 
mos termos são x, =x, ou cos (2), o que for maior; ex, =x, ou 
cos (3), o que for maior (mais à direita). Em geral, 


117. an = 118. a, = 


119. an = (( 


X1 7 max {x cos (n + 1)}. 
n+1 
121. a, = 1+ V2n 122. 2=-—> 
Vn 
n+1 n 
123. an = Lo 


124. a,-1l,a,)-24,-3 

125. A sequência fn/(n + 1)) tem um menor limitante superior 
iguala 1 Mostre que se M é um número menor que 1, então 
os termos de (n/(n + 1)) finalmente excedem M. Sendo assim, 
se M< 1, existe um inteiro N tal que n/(n + 1) > M sempre que 
n> N. Como n/(n+ 1) < 1 para cada n, isso prova que 1 é um 
menor limitante superior para fn/(n + 1)). 


126. Unicidade dos menores limitantes superiores Mostre que 
se M, e M, são os menores limitantes superiores para a sequén- 
cia (a, , então M, = M,. Sendo assim, uma sequência não 


pode ter dois menores limitantes superiores diferentes. 


127. E verdade que uma sequência (a,j de números positivos 
deve convergir se for limitada superiormente? Justifique sua 
resposta. 


128. Prove que se (a,) é uma sequência convergente, então para 
cada número positivo e corresponde um inteiro N, tal que, para 
todo m en, 


m>N e n>N > l|a,—a|<e. 

129. Unicidade de limites Prove que os limites das sequências 
são únicos. Ou seja, mostre que se L, e L, são números tais que 
a, >L, ea, > L, então L =L, 

130. Limites e subsequéncias Se os termos de uma sequência 
aparecem em outra sequéncia na ordem dada, chamamos a 
primeira sequéncia de subsequéncia da segunda. Prove que se 
duas subsequéncias de uma sequência (a, ) têm limites dife- 
rentes L, # L,, então (a, ) diverge. 

131. Para uma sequência (a,) os termos de índice par são denota- 


dos por a,, e os termos de índice ímpar por a,,.,,. Prove que se 
Gp Lean L, então a, > L. 

132. Prove que a sequência (a, ) converge para 0 se, e somente se, a 
sequéncia de valores absolutos {la h converge para 0. 

133. Sequências geradas pelo método de Newton O método de 
Newton, aplicado a uma função derivável fix), começa com 
um valor inicial x, e constrói a partir daí uma sequência de nú- 
meros (x,) que, sob condições favoráveis, converge para um 
zero de f. A fórmula recursiva para a sequência é 


Í% 
F'O) 

a. Mostre que a fórmula recursiva para fx) = x? — a, a > 0, 
pode ser escrita como x, = (x, + a/x,)/2. 


Xn+1 = Xn 


EZb. Começando com Xy = 1 e a=3, calcule termos sucessivos 
da sequéncia até o resultado no visor comegar a se repetir. 
Qual número está sendo aproximado? Explique. 
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EJ 134. Definição recursiva de 7/2 Se você começar com x,=1e de- a. Calcule e então represente graficamente os 25 primeiros 
finir os termos subsequentes de (x,) pelaregrax, =x, T cos termos da sequência. A sequência parece ser limitada supe- 
X, | Você gerará uma sequência que converge rapidamente rior ou inferiormente? Parece convergir ou divergir? Se ela 
para 7/2. (a) Tente isso. (b) Use a figura a seguir para explicar convergir, qual será o limite L? 
por que a convergência é tão rápida. b. Se a sequência convergir, encontre um inteiro N tal que 
la, — L|= 0,01 para n= N. Quão longe na sequência você 
y deve chegar para que os termos estejam a menos de 0,0001 
de L? 
n 0,5 n 
135. a = Vn 136. a= (1+ +) 
= 1 
137. a = 1, an+1 = An + sn 
= 138. a, =1,a,,=4,+ C2)" 
139. a =senn 143. a, = (0,99997 
= In 
140. a = nsend 144. a, =(123456)!" 
D MPUTAD n 
USO DO COMPUTADOR al a- Sn 145. a= 5 
Use um SAC (sistema algébrico computacional) para seguir os pas- A n : 
sos indicados para as sequências nos Exercícios 135-146 Inn no 
p q É 142. a =" 146. an = 35 


1 0.2 Séries infinitas 


Uma série infinita é a soma de uma sequência infinita de números. 


ata tat +a, de 


O objetivo desta seção é compreender o significado de tal soma infinita e de- 
senvolver métodos para calculá-la. Como há um número infinito de termos a serem 
somados em sequências infinitas, não podemos simplesmente somar repetidamente 
para ver o que acontece. Em vez disso, observamos o resultado da soma dos n pri- 
meiros termos da sequência e paramos. A soma dos n primeiros termos de 


S=atatateta, 


é uma soma finita ordinária e pode ser calculada por adição normal. É chamada de 
n-ésima soma parcial. À medida que n aumenta, esperamos que a soma parcial se 
aproxime cada vez mais de um valor limite, da mesma maneira que os termos de 
uma sequência se aproximam de um limite, conforme discutido na Seção 10.1. 

Por exemplo, para atribuirmos significado a uma expressão como 


1,1,1 1 
ls dra tan 


adicionamos os termos um a um a partir do início e buscamos um padrão para o 
crescimento dessas somas parciais. 


Soma Valor Expressão sugerida 
parcial para soma parcial 
Primeira s;=1 1 2-1 
Segunda s=1+ 3 5 2- 3 
Terceira s=1+5+2 i 2-4 

n 
n-ésima gali cd aa l E 2- 1 
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Realmente existe um padrão. As somas parciais formam uma sequência cujo 
n-ésimo termo é 


1 
Sn = 2- ¿nl E 
Essa sequência de somas parciais converge para 2 porque lim, , (1/2) = 0. 


Dizemos 


“a soma da série infinita 1 + 1 + 1 + + 1 
2 4 2n-1 
A soma de qualquer número finito de termos nessa série é igual a 2? Não. Pode- 
mos realmente adicionar um número infinito de termos um a um? Não. Entretanto, 
podemos ainda definir sua soma como o limite da sequência de somas parciais 
conforme n — oo, neste caso 2 (Figura 10.8). Nosso conhecimento de sequências e 
limites permite que nos libertemos das limitações das somas finitas. 


+ --- éiguala 2”. 


1 1/4 
AS 
FE _ _——————  B5=— ———— «<-——————————————— 
0 1 1/2 1/8 2 


FIGURA 10.8 Conforme os comprimentos 1, 1/2, 1/4, 1/8, ... são adicionados um a 
um, a soma se aproxima de 2. 


DEFINIÇÕES Dada a sequência de números {a}, uma expressão da forma 
atata teta + 
é uma série infinita. O número a, é o n-ésimo termo da série. A sequência 
ts,) definida por 
S&S = a 
S2 = a + a 


SSatat o +a=>—a 


é a sequência de somas parciais da série, o número s, sendo a n-ésima soma 
parcial. Se a sequência de somas parciais convergir para um limite L, dizemos 
que a série converge e que a soma é L. Nesse caso, também escrevemos 


[0,2] 
atat tant =A aL. 
n=1 


Se a sequência de somas parciais da série não converge, dizemos que a 
série diverge. 


Quando começamos a estudar uma determinada série a, + a, +- +a tts, 
talvez não saibamos se ela converge ou diverge. Em ambos os casos, é conveniente 
usar a notação sigma para escrever a série como 


Uma notação útil quando 


oo oo 
5 In, 5 Ok ou 5 ah o somatório de 1 a oo está 
n=1 k=1 subentendido. 


Séries geométricas 


Séries geométricas são séries da forma 


oo 
a+ar+ar +e +armig...= Sam! 
n=1 


Capítulo 10 Sequéncias e séries infinitas 15 


onde a e r são números reais fixos e a 0. A série pode ainda ser escrita como 
00 pe e 
2-0 ar”. A razão r pode ser positiva, como em 


n-1 
1+]+1+.+ (3) +, re las] 
ou negativa, como em 
m-1 
A) eee Hoi 


Se r= 1, a n-ésima soma parcial da série geométrica é 


s, =a+a(1) +a(1)?+ «+a(1)"! = na, 


e a série diverge porque lim, oo s, = oo, dependendo do sinal de a. Ser = —1, a 
série diverge porque a n-ésima soma parcial oscila entre a e 0. Se | r | 1, podemos 
determinar a convergência ou divergência da série da seguinte maneira: 


n-1 


S&=a+ar+ar +- +ar 


rS = ar + ar? +--+ art + ar” multipliques porr. 


Sn — [IS = à — ar” Subtraia rs, de s,. A maioria dos 
= = prn termos à direita é cancelada. 
Srl 1 r) al 1 f ) Fatore. 
a(1 — r") 
= “1-r" (rx 1). Podemos resolver s, ser # 1. 


Se |r |< 1, então 7” — 0 quando n — oo (conforme visto na Seção 10.1) e 
s, >aN(1=r). Se |r |> 1, então | 7? |— o0 e as séries divergem. 


Se |r |< 1, a série geométrica a + ar + ar? +++: +ar™! +-+- converge para 
a(l =r): 
a 


00 
Ci a Jer 


Se |r |= 1, a série diverge. 


Já determinamos quando uma série geométrica converge ou diverge, e para 
qual valor. Geralmente podemos determinar que uma série converge sem saber o 
valor para o qual ela converge, conforme veremos nas próximas seções. A fórmula 
a/(1 — r) para a soma de uma série geométrica se aplica somente quando o índice da 
somatória começa com n = 1 na expressão Én ar” (ou o índice n = 0 se escre- 
vermos a série como in ar”). 


EXEMPLO 1 A série geométrica com a = 1/9 e r= 1/3 é 


1,1, 1 die 1⁄9 1 
9t 27 a 536) 1-03 6 


n=1 


EXEMPLO 2 A série 


sa dE 5 5 5 
à sr i'e a 


é uma série geométrica com a = 5 e r = —1/4. Ela converge para 


a _ 5 
l-r 1+9 


4. 


EXEMPLO 3 Você solta uma bola de uma altura de a metros acima de uma super- 
fície plana. Cada vez que a bola atinge a superfície depois de cair de uma distância A, 
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ela rebate a uma distância rh, onde r é positivo, mas menor que 1. Encontre a distán- 
cia total percorrida pela bola quicando para cima e para baixo (Figura 10.9). 
Solução A distância total é 
A EE + 
si s=a+2ar + 2ar? + 2ar +- = a+ 2 -gltr 
L=T l-r 
AAA 
ar” 
ar? 


Esta soma é 2 ar/(1 — r). 


Sea=6mer=2/3, por exemplo, a distância é 
o ICB) (55) o 
/ S STR 6 13 30m. 
(a) 


EXEMPLO 4  Expresse a dízima periódica 5,232323... com a razão de dois inteiros. 


Solução A partir da definição de um número decimal, temos uma série geométrica 
23 23 23 
5,232323... = 5 + + + + 
100 (100? (100) 
E 23 1 1 Y? = 
je 00 (1+ 100 * (io) id ) r= 1/100 
A 1/(1 — 0,01) 
E FX 3/1 23 _ 518 
€ Fi p + los) -5 3D 
© o z 
q 8 o 
> “ ] : hd 
ô + e Infelizmente, fórmulas como essa para a soma de uma série geométrica con- 
> 3 E 5 e ¿Uy vergente são raras e, de modo geral, temos de nos contentar com uma estimativa da 
o € 
"o ás; e a 


soma de uma série (falaremos mais sobre isso posteriormente). O próximo exemplo, 
(b) 


no entanto, é um outro caso no qual podemos encontrar a soma exata. 


00 


FIGURA 10.9 (a) O Exemplo 3 mostra 
como usar uma série geométrica para 


roo gs ” 1 
EXEMPLO 5 Encontre a soma da série “telescópica” > 
calcular a distância vertical total percorrida 
por uma bola quicando se a altura de cada 
rebatida for reduzida pelo fator r. (b) Uma 
fotografia estroboscópica de uma bola 


n=1 n(n + 1) l 
Solução Procuramos um padrão na sequência de somas parciais que possa levar a 
uma fórmula para s,. A observação chave é a decomposição em frações parciais 


1 _1 1 
(n+D N n+1 
quicando. de forma que 
> 1 > (à 1 ) 
¿1 nn + 1) “1 n n+1 
e 


4D G-A GD (e) 


+ 1)' 
Removendo os parénteses e cancelando os termos adjacentes de sinais opostos, 
reduzimos a soma para 


2941 
s= 1 k+ 1º 


00 


Ss 1 


Agora, vemos que s, — 1 quando k — oo. A série converge, e sua soma é 1: 
—_—— = 1. 
n=1 n(n + 1) 


| Atenção 
O Teorema 7 não diz que Sr 4, 


converge se a, — 0. E possível 
para uma série divergir quando 
a, >0. 
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Teste do n-ésimo termo para uma série divergente 


Um motivo que pode levar a série a deixar de convergir é que seus termos náo 
se tornam pequenos. 


EXEMPLO 6 A série 


12 


Sn+1 2 3 4 n+1 
2 AT = EN 


diverge porque as somas parciais finalmente ultrapassam cada número predetermi- 
nado. Cada um dos termos é maior que 1 e, portanto, a soma de n termos é maior 
que n. 


E F P 00 g 

Observe que lim, , a, deve ser igual a zero se a série 2n=1 a, convergir. Para 
saber por quê, faça S representar a soma da série e s, =a, +a, +++: +a, representar 
a n-ésima soma parcial. Quando n é grande, tanto s, quanto s,,_, estão próximas de 
S, assim a diferença delas, a,, está próxima de zero. Mais formalmente, 


>S- S=0. Regra da diferenga 
para sequéncias 


Isso estabelece o seguinte teorema. 


TEOREMA7 Se > an converge, então a, — 0. 
n=1 


O Teorema 7 nos leva a um teste para a detecção do tipo de divergência ocorrida 
no Exemplo 6. 


Teste do n-ésimo termo para divergência 


00 


5 a, diverge se lim a, não existe ou é diferente de zero. 
n=1 n—>00 


EXEMPLO 7 Os exemplos seguintes são todos de séries divergentes. 


(a) >, nº diverge porque nº > oo. 
n=1 
an+1. n+1 l 
(b) mn diverge porque ~p~ > 1. lim, 0,40 
n=1 
(e) >, (-1)*! diverge porque lim,_,„„(—1)"*™! não existe. 
n=1 
no. -n _ 1 
(d) 2 E 5 diverge porque iMn oo 5— ES * 0. 


EXEMPLO 8 A série 


E AA! 1 1 1 
So ata art Po AE 


2 termos 4 termos 2" termos 


1 + 


diverge porque seus termos podem ser agrupados em infinitos blocos que somam 1 
e, por isso, as somas parciais aumentam sem limitações. No entanto, os termos das 
séries formam uma sequência que converge para 0. O Exemplo 1 da Seção 10.3 
mostra que a série harmônica também se comporta dessa maneira. 
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Combinando séries 


Sempre que tivermos duas séries convergentes, podemos adicioná-las termo 
a termo, subtraí-las termo a termo ou multiplicá-las por constantes para obtermos 
novas séries convergentes. 


TEOREMA 8 Se Za, =4 e 2b, = B são séries convergentes, então 


1. Regra da soma: X(a,+b,)=2a, + 2b,=4+B 


2. Regra da diferença: 2(4.=b j= 24, =2b =A=B 


3. Regra da multiplicação por constante: Zka,, =k2a,,=kA (qualquer número k). 


Prova As três regras para séries seguem as regras análogas para sequências no 
Teorema 1, Seção 10.1. Para provar a regra da soma para séries, faça 


Aata+te+a, B.=b,4b,+**"Eb, 


n 


Então, as somas parciais de 2(a, + b,) são 


Sn = (@ + bi) + (@ + b) +- + (an + bh) 
= (81 +: + ap) + (bi +--+ by) 
= An + Bn. 


Como 4, >4€eB,— B, temos s,—>4 + B pela regra da soma para sequências. 
A prova da regra da diferença é semelhante. 


Para provar a regra da multiplicação por constante, observe que as somas par- 
ciais de Xka, formam a sequência 


s, = ka, + ka, t etka =k(a, ta, tet a = kA; 


que converge para kA pela regra da multiplicação por constante para sequências. 


Como corolários do Teorema 8, temos os seguintes resultados. Omitimos as provas. 


1. Todo múltiplo constante diferente de zero de uma série divergente diverge. 


2. Se 2a, converge e 2b, diverge, então tanto 2(a, + b,) quanto 2(a, — b,) 
divergem. 


Cuidado Lembre-se de que 2 (a, + b,) pode convergir quando tanto Za, quanto 
2b, divergem. Por exemplo, 2a,=1+1+1+-+""e2b, =(D+(D+(D+- 
divergem, enquanto 2(a, +b )=0+0+0+-: converge para 0. 


EXEMPLO 9 Encontre as somas das seguintes séries. 


asi-i 4/1 1 
D A gT e E ) 
= 2 5a > E 1 Regra da diferença 
= 1 1 Série geométrica com 
1- (1/2 1- (1/6) a=1ler=1/2, 1/6 
-2-4 
TERTE 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 


Richard Dedekind 
(1831-1916) 
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Regra da multiplicação por constante 


Série geométrica com a = 1, r =1/2 


Adicionando ou retirando termos 


Podemos sempre adicionar um número finito de termos a uma série ou remover 
um número finito de termos sem alterar a convergência ou a divergência da série, 
ainda que, em caso de convergência, isso geralmente altere a soma. Se Zini a, 
converge, então ck a, converge para cada k> 1 e 


00 


00 
acatattaist Da 
n=1 n=k 


Reci te, se Da Iquer k> 1, então Dr. 
eciprocamente, se n=k a, converge para qualquer , entao n=1 a, con- 
verge. Dessa forma, 


ai. i, i1 1 S1 
È m=5tt +> 


4&5 235 I5 45 
e 

Ai dl 1 1 1 
Reindexação 


Desde que preservemos a ordem de seus termos, podemos reindexar qualquer 
série sem alterar sua convergência. Para aumentar o valor inicial do índice em h 
unidades, substitua o n na fórmula para a, por n — h: 


oo 00 
Sa= Y) antatta. 
n=1 n=1+h 


Para diminuir o valor inicial do índice em Ah unidades, substitua o n na fórmula 
para a, por n + h: 


oo oo 
Zas Y) ancatata+. 
n=1 n=1-h 


Vimos essa reindexação quando iniciamos uma série geométrica com o índice 
n = 0 em vez do índice n = 1, mas podemos usar qualquer outro valor inicial como 
índice. Geralmente damos preferência às indexações que levam a expressões simples. 


EXEMPLO 10 Podemos escrever a série geométrica 


A 2'4 
como 
1 ad i < 1 
5:7 ou atê mesmo a 
2 2” 2 Zire 2, Pi 


As somas parciais permanecem as mesmas, não importando qual índice esco- 
lhamos. 
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Exercícios 10.2 


Encontrando as n-ésimas somas parciais 


Nos Exercícios 1-6, encontre a fórmula para a n-ésima soma parcial 
de cada série e use-a para encontrar a soma da série se ela convergir. 


| 2 | 2 | 2 ts zo i 2 Ho... 
1. 2 T 3 T 9 T 27 jf T 1 T 
y o e -F 9 
. 100 T 1002 if 1008 T T 100" T 
l 1 1 1 } | n-1 1 | 
3 al 2 T 4 8 $ T ( 1) 2n-1 Ẹ 
4. 1-24+4-8 E( Diga... 
5 1 1 1 ... 1 | 
2-3 3-4 4-5 (n+ I(n+ 2) 


n(n+ 1) ` 


Séries com termos geométricos 


Nos Exercícios 7-14, escreva os primeiros termos de cada série para 
mostrar como a série começa. Então, calcule a soma da série. 


n S (å+) 


y 1 S/5_1 
8. 2 an 12. > (> 5) 

3 7 > f/i C) 
D y En 

> 7 13. G pE 


10. A iá. > E) 


Nos Exercícios 15-18, determine se a série geométrica converge ou 
diverge. Se a série converge, encontre sua soma. 


a 
AO 
18 (+) (+ a + 


Dízimas periódicas 


Expresse cada um dos números nos Exercícios 19-26 como a razão 
de dois inteiros. 


19. 0,23=0,23 23 23... 

20. 0,234=0,234 234 234... 

21. 0,7=0,7777... 

22. 0,d = 0,dddd..., onde d é um dígito 
23. 0,06 = 0,06666... 

24. 1,414=1,414 414414... 

25. 1,24123=1,24 123 123 123... 

26. 3,142857=3,142857 142857... 


Utilizando o teste do n-ésimo termo 


Nos Exercícios 27-34, use o teste do n-ésimo termo para divergên- 
cia para mostrar que a série é divergente ou afirmar que o teste náo 
é conclusivo. 


DT 2 n+ 10 31. 2 osn 
n(n + 1) E er 
23 2. 2 Lon 
~ 1 E 
2. Z nt 33. An 
30. Doe RE 34. >, cos nm 


OE 


= 
II 
o 


Séries telescópicas 


Nos Exercícios 35-40, encontre uma fórmula para a n-ésima soma 
parcial da série e use-a para determinar se a série converge ou diver- 
ge. Se a série converge, encontre a soma. 


¡e 
E 

= 
Me E 


E = — 
n? (n+ 1? 


(In Vn+ 1- InVn) 


3 
Il 
H 


w 
a 
Me 


> 
Il 
H! 


w 
Go 
Ma 


(tg (n) — tg (n= 1)) 


r) o (5+2)) 


5 
Il 
pa 


o 
No) 
Ma 
as 
9 
A 
PA 


3 
Il 
pa 


40. $ (Vnt 4- Vn+3) 

e a soma de cada série nos Exercícios 41-48. 
aaa Any 

2 mam SA LR Ta. 
i (2n — or py * 2 Ex E Sea) 


1 1 
Lina) mas 5) 


8 1 


48. Y (te (m-te (+1) 
n=1 


Convergência ou divergência 


Quais séries nos Exercícios 49-68 convergem? E quais divergem? 
Justifique suas respostas. Se a série converge, calcule sua soma. 


S/1y < n+1 
Me 52. Nil 
49. 2 ES) Spn 


n=1 
so. $ (V2)" 53. 5 cosnr 
n=0 n=0 
> e n+13 54. S cos hr 
51. > DA > E 


00 o 00 n 
55. Se sa 


n=0 n=1 

oo 00 ni an 
56. Zini 63. LE a 

n=1 3 n=1 4 

oo 2 O 2n J 4n 
57. 2 107 64. DE; ar 
58. Dil |x > 1 65. 2 In Er 1) 

W3 2-1 < n 
59, > 5 66. Sina 1) 

oo n oo n 
60. Y (1 = 5) 67. Y (e 

n=1 n=0 

S n a er 
61. 68. X = 

> 10007 27 


Séries geométricas com uma variável x 


Em cada uma das séries geométricas nos Exercícios 69-72, escreva 
os primeiros termos das séries para encontrar a e r e calcule a soma 
das séries. A seguir, expresse a desigualdade |r |< 1 em termos de x 
e encontre os valores de x para os quais a desigualdade é válida e a 


série converge. 
69. Nao 71. Sa L’ 
ñ= £ 2 
A y 
12, > 2 (= senx 


00 
70. Xx 
n=0 
Nos Exercícios 73-78, encontre os valores de x para os quais a série 
geométrica dada converge. Encontre também a soma da série (como 
uma função de x) para esses valores de x. 


oo 00 n 
73. Y 2x0 76. Y (- 3) (x— 3)" 
n=0 n=0 
74. S 1x2 77. S sen" x 
2 ) 2 
75. Y (-D(x+ 1" 78. D(Iny” 
n=0 n=0 


Teoria e exemplos 


79. A série no Exercício 5 também pode ser escrita como 


< 1 z 1 
bi D(n + 2) Am 3(n+ 4)" 


Escreva-a como uma soma começando com (a) n = —2, (b) 
n=0,(c)n=5. 
80. A série no Exercício 6 também pode ser escrita como 
5 5 S 5 Z 
¿E nin + 1) (n+ Dn+ 2) ' 


Escreva-a como uma soma começando com (a) n =—1, (b)n=3, 
(c) n= 20. 

81. Componha uma série infinita de termos diferentes de zero cuja 
soma seja 
a. 1 b. 3 c. 0, 


82. 


83. 


84. 


85. 


86. 


87. 


88. 


89. 


90. 


91. 


92. 


93. 


94. 
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(Continuação do Exercício 81.) Você é capaz de fazer uma 
série infinita de termos diferentes de zero que convirja para 
qualquer número que quiser? Explique. 


Mostre com um exemplo que X(a,/b,) pode divergir mesmo 
quando Za, e 2h, convergem e nenhum b, se iguala a 0. 
Encontre séries geométricas 4 = Za, e B= 2b, que ilustrem 
o fato de que Za b, pode convergir sem que seja igual a AB. 


Mostre com um exemplo que X(a,/b,) pode convergir para 


algum número diferente de 4/B mesmo quando 4 = 2a,, 
B= £b, +0 e nenhum b, se iguala a 0. 


Se 2a, converge e a, > 0 para todo n, pode-se dizer algo sobre 
2(1/a,)? Justifique sua resposta. 


O que acontece se vocé adicionar um número finito de termos 
a uma série divergente ou retirar um número finito de termos 
de uma série divergente? Justifique sua resposta. 


Se Za, converge e Xb diverge, pode-se dizer algo sobre sua 
soma termo a termo X(a, + b,)? Justifique sua resposta. 


Crie uma série geométrica ar”! que convirja ao número 5 se 
a. a=2 

b. a= 13/2. 

Encontre o valor de b para o qual 


1+eb+eb+ + ...=9, 


Para quais valores de r a série infinita 


1+2r+124+28+1442 Hr o 


converge? Encontre a soma da série quando ela converge. 


Mostre que o erro (L — s,) obtido substituindo-se uma série 
geométrica convergente com uma das somas parciais s, é 
ari — 1). 

A figura abaixo mostra os primeiros cinco quadrados de uma 
sequência. O quadrado externo tem uma área de 4 m?. Cada 
um dos outros quadrados é obtido ligando-se os pontos médios 
dos lados do quadrado anterior. Calcule a soma das áreas de 
todos os quadrados. 


Curva do floco de neve de Helga von Koch A curva do 
floco de neve de Helga von Koch é uma curva de comprimento 
infinito que engloba uma região de área finita. Para entender 
a razão disso, imagine que a curva é gerada a partir de um 
triângulo equilátero cujos lados têm comprimento igual a 1. 


a. Encontre o comprimento L, da n-ésima curva C, e mostre 
que lim, oo L, =00. 


b. Encontre a área 4, da região circundada por C, e mostre 
que lim =(8/5)4,. 


n—=>00 4, 


A bg ts to 
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10.3 


Teste da integral 


Dada uma série, queremos saber se ela converge ou não. Nesta seção e nas pró- 
ximas duas, estudaremos séries que náo possuem termos negativos. Tal série con- 
verge se sua sequéncia de somas parciais é limitada. Se estabelecermos que uma 
determinada série converge, geralmente náo teremos uma fórmula disponível para 
sua soma, de forma que investigamos métodos para, em vez disso, aproximar a soma. 


Somas parciais crescentes 
Imagine que X] a, é uma série infinita com a, = 0 para todo n. Então, cada 
uma das somas parciais é maior ou igual a seu predecessor porque s,,, =S, + a, 


=P Sa Sat 


Como as somas parciais formam uma sequência crescente, o teorema da sequên- 
cia monotônica (Teorema 6, Seção 10.1) nos dá o seguinte resultado. 


COROLÁRIO DO TEOREMA 6 Uma série 7.14, de termos não negativos 
converge se, e somente se, suas somas parciais são limitadas superiormente. 


EXEMPLO 1 A série 


A RTE 
n=1 


— 


2 3 


é chamada série harmônica. A série harmônica é divergente, mas isso não segue 
o teste do n-ésimo termo. O n-ésimo termo 1/n tende a zero, mas, ainda assim, a 
série diverge. O motivo pelo qual isso ocorre é porque não há limitante superior para 
suas somas parciais. Para compreender a razão disso, agrupe os termos da série da 
seguinte maneira: 


1 1,1 Dodo dg 1, 1 1 
14 he (3+3) Gtit) (d+ o) + 


Y 
DIN 
II 
Nite 
V 
cols 
II 
Nile 
V 

E 
a 

II 
NI 


A soma dos dois primeiros termos é 1,5. A soma dos dois termos seguintes é 
1/3 + 1/4, que é maior que 1/4 + 1/4 = 1/2. A soma dos próximos quatro termos é 
1/5 + 1/6 + 1/7 + 1/8, que é maior que 1/8 + 1/8 + 1/8 + 1/8 = 1/2. A soma dos oito 
termos seguintes é 1/9 + 1/10 + 1/11 + 1/12 + 1/13 + 1/14 + 1/15 + 1/16, que é maior 
que 8/16 = 1/2. A soma dos próximos 16 termos é maior que 16/32 = 1/2, e assim 
por diante. De maneira geral, a soma dos 2” termos terminados em 1/2"*! é maior 
que 2"/2""! = 1/2. A sequência de somas parciais não é limitada superiormente: Se 
n= 2*, a soma parcial s, é maior que k/2. A série harmônica diverge. 


Teste da integral 


Introduzimos agora o teste da integral com uma série que está relacionada à 
série harmônica, mas cujo n-ésimo termo é 1/n? em vez de 1/n. 


EXEMPLO 2 A série a seguir converge? 


00 


1 Ed 
IT 


1 
es 
n=1 N n 


(FD) 


Gráfico de f(x) = + 


x 


jm 


(2, f2) 


= 
N 


1 


3 6/0), 4 


2 
7 m 


0 1234. n-1n... 


FIGURA 10.10 A soma das áreas dos 
retângulos abaixo do gráfico de f(x) = 1/1? 
é menor que a área abaixo do gráfico 
(Exemplo 2). 


| Atencáo 
A série e a integral náo precisam ter 


o mesmo valor no caso convergente. 
Conforme observamos no Exemplo 2, 
2 


Sea (1/12) = T , enquanto 


A (112) dx=1. 


FIGURA 10.11 Sob as condições do teste 
E Es 00 
da integral, tanto a série > p=1 2h quanto 
n 00 F 
a integral f (x) dx simultaneamente 
convergem ou divergem. 


>x 
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Solução Determinamos a convergência de p (Un?) através da comparação com 


j A 1/ x?) dx Para efetuar a comparação, pensamos nos termos da série como valo- 
res da função f(x) = 1/x? e interpretamos esses valores como as áreas de retângulos 
sob a curva y = 1/x?. 

Como mostra a Figura 10.10, 


1 1 1 1 

Sn = 2 + 2 + 2 + + pe 

=f(1) + f(2) + f3) + Tim 

n 
< f(1) + f 1x Soma das áreas do retângulo menor 
1 x? que a área sob o gráfico. 
al o 
Re JE de < [8 dx 
Como na Seção 8.7, Exemplo 3, 


Então, as somas parciais de Sraa (1/n?) são limitadas superiormente (por 2) e 
a série converge. A soma da série é conhecida por ser 77/6 = 1,64493. 


TEOREMA 9 — Teste da integral Seja fa, ) uma sequência de termos positi- 
vos. Suponha que a „= f(n), onde fé uma função contínua, positiva e decrescente 
de x para todo x = N (sendo N um inteiro positivo). Então, tanto a série Fc Nan 
quanto a integral h N f(x) dx simultaneamente convergem ou divergem. 


Prova Estabelecemos o teste para o caso de N= 1. A prova para N geral é similar. 

Começamos com a premissa de que f seja uma função decrescente com f(n) = 
a, para todo n. Isso nos leva a observar que os retângulos na Figura 10.1 la, que têm 
áreas 4, 4), ..., 4,, coletivamente englobam mais área do que aquela sob a curva y = 
fi) dex=1ax=n+ 1. Istoé, 


n+1 
f fO)k=a+ra++a. 
1 


Na Figura 10.11b, os retângulos foram virados para a esquerda em vez de para 
a direita. Se por um momento desconsiderarmos o primeiro retângulo, de área a}, 
veremos que 


n 
tatta f $09 dx. 
1 
Se incluímos a, temos 
n 
atattasa+/ f(X) dx. 
1 

Combinando esses resultados, temos 


n+1 n 
Í fodsatat tasa [fo 
1 1 


Essas desigualdades são verdadeiras para todo n e se mantêm verdadeiras à 
medida que n — 00. 


Se J a F(x) dx é infinita, o lado direito da desigualdade mostra que Da, é finita. 
00 


Se J 1 f(x) dx é infinita, o lado esquerdo da desigualdade mostra que 2a,, é infinita. 
Consequentemente, a série e a integral são ambas finitas ou ambas infinitas. 
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| <a 
A série p — 
2 1 nP 


converge se p > 1, diverge se p S 1. 


EXEMPLO 3 Mostre que a série p 


-a A 11,1 1 
2w F qe a e 


(sendo p uma constante real) converge se p > 1 e diverge sep = 1. 


Solução Se p> 1, então flx) = 1/x” é uma função decrescente positiva de x. Como 


| ba- iiie lim [REST 


1 = 1 br! — 00 quando b — 00 
(0 — 1) p=" porque p- 1>0. 


a série converge pelo teste da integral. Enfatizamos que a soma da série p não é 
1/(p— 1). A série converge, mas não sabemos para qual valor. 
Sep<l,entãol-p>0€e 


00 


l y 1-p_ 1) = 
T=- pp P-1])=00, 


l 
o = 
A série diverge pelo teste da integral. 

Se p = 1, temos a série harmônica (divergente) 


1,1 1 
Ls dee 


Temos convergência para p > 1, mas divergência para todos os outros valores de p. 


A série p com p= 1 é a série harmônica (Exemplo 1). O teste da série p mostra 
que a série harmônica é divergente por um triz; se aumentamos p para 1,000000001, 
por exemplo, a série converge! 

A lentidão com a qual as somas parciais da série harmônica se aproximam do 
infinito é impressionante. Por exemplo, seriam necessários mais de 178 milhões de 
termos da série harmônica para mover as somas parciais além de 20. (Veja também 
o Exercício 43b.) 


EXEMPLO 4 A série 354 (1/(n2 + 1)) não é uma série p, mas ela converge pelo 
teste da integral. A função flx) = 1/(x? + 1) é positiva, contínua e decrescente para 
x=1,e 


q o b 
f a = lim [arctg x]; 


¿Lim [arctg b — arctg 1] 


T T T 


2 4 4º 
Mais uma vez, enfatizamos que 7/4 não é a soma da série. A série converge, 
mas não sabemos o valor de sua soma. 


Estimativa de erro 


Se uma série Za, se mostra convergente pelo teste da integral, poderíamos estimar 
o tamanho do resto R, entre a soma total S da série e sua n-ésima soma parcial s, . 
Ou seja, desejamos estimar 


Ra 2 Sa = aat + Ao T Aa des 
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Para obtermos um limitante inferior para o resto, comparamos a soma das 
áreas dos retángulos com a área sob a curva y = f(x) para x = n (veja a Figura 
10.11a). Vemos que 


00 
Rn= ai + an2 + an3 t =f f (x) dx. 
n+1 


De maneira semelhante, a partir da Figura 10.11b, encontramos um limitante 
superior com 


00 
Rn = ani + Ir + rat =f f (X) dx. 
n 


Essas comparações provam o resultado a seguir fornecendo limitantes para o 
tamanho do resto. 


Limitantes para o resto no teste da integral 


Vamos supor que (a, seja uma sequência de termos positivos com a, = f(k), 
onde fé uma função contínua, positiva e decrescente de x para todo x = n, e que 
Za, converge para S. Então, o resto R, =S— s, satisfaz as desigualdades 


[5000 r <= f foa (1) 


Se adicionarmos a soma parcial s, para cada lado das desigualdades em (1), 
teremos 


s+ | fds s=5+ | foa (2) 
n+1 n 
pois s, + R, = S. As desigualdades em (2) são úteis para estimar o erro na aproxi- 


mação da soma de uma série convergente. O erro não pode ser maior que o compri- 
mento do intervalo contendo S, conforme dado por (2). 


EXEMPLO 5 Calcule a soma da série X(1/n?) utilizando as desigualdades em (2) 
en=10. 


Solução Temos que 


00 b 
I-i I y 1. 1 
[o [3] = gm (201) = 


Utilizando esse resultado com as desigualdades em (2), teremos 


1 
10' 

Tomando s,, = 1 + (1/4) + (1/9) + (1/16) +---+ (1/100) = 1,54977, essas últi- 
mas desigualdades fornecem 


1,64068 = S = 1,64997. 


1 
So+ 7555S S10 + 


Se aproximarmos a soma S pelo ponto médio desse intervalo, descobrimos que 
Sa 1 
n=1 N 


O erro nessa aproximação é menor que a metade do comprimento do intervalo, 
portanto o erro é menor que 0,005. 
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Exercícios 10.3 


Aplicando o teste da integral 


Use o teste da integral para determinar se as séries nos Exercícios 
1-10 convergem ou divergem. Certifique-se de que as condições do 


teste da integral sejam satisfeitas. 


1. De 

ia Sa 4 

4 Sa 

5. Sem 
ai 


10. 


Teoria e exemplos 


41. 


42. 


Determinando convergência ou divergência 


Quais das séries nos Exercícios 11-40 convergem? E quais diver- 
gem? Justifique suas respostas. (Quando estiver checando uma 
resposta, lembre-se de que pode existir mais de uma forma para 
determinar a convergência ou divergência da série.) 


41 Sl 
11. 210 17. 2 F 
00 o 00 -8 
12. Ye 18. Y) y 
n=1 n=1 
3 n à Inn 
13. 19. o 
27 + 1 2 n 
a 5 à Inn 
14. — 
2 n+ 1 20; n=2 Vn 
15. — 21. £ 
A Vn 2 
00 o) oo 5h 
16. Ann > 22. 2a - 
~ i 
29. À 
2 nz" i 
3 1 
30. 36. 
Ain 
2 (1/n) 
31. —— [> — 37. 
à3 (Inn) VInèn — 1 
= 1 
32. — 38. 
£in + In2n) 
33. 5 nsenj 39. 
n=1 
34 5 ntg + 40 
. pa g n . 


43. 


44. 


45. 


00 


3 (55-51) 


Para quais valores de a, se houver algum, as séries nos Exercícios 
41 e 42 convergem? 


n=1 

» 1. _ 2a 

Sin-1 n+1 

a. Desenhe ilustrações como as das Figuras 10.7 e 10.8 para 


Eb. 


mostrar que as somas parciais da série harmônica satisfaz 
as desigualdades 


“n+1 
1 1 1 
1) = dx= 14 Ee 
= fa 20m 


"1 
=1+/ xdx=1+ Inn. 
1 


Não existe absolutamente nenhuma evidência empírica 
para a divergência da série harmônica, mesmo que sai- 
bamos que ela diverge. As somas parciais simplesmente 
aumentam muito lentamente. Para compreender o que es- 
tamos dizendo, suponha que você tenha começado com 
s; = 1 no dia em que o universo foi criado, 13 bilhões de 
anos atrás, e adicionado um novo termo a cada segundo. 
Quão grande aproximadamente a soma parcial s, seria 
hoje, considerando um ano com 365 dias? 


Existe algum valor de x para o qual Emei (1/(nx)) converge? 
Justifique sua resposta. 


E 00 A Es E r 

E verdade que, se 2 p=1 a, é uma série divergente de números 
e > Š Ed s 00 š 

positivos, também existe uma série divergente © p=1 b, de nú- 


meros positivos com b, <a, para cada n? Existe uma “menor 


> 


série divergente de números positivos? Justifique suas respos- 
tas. 


. (Continuação do Exercício 45.) Existe uma “maior” série con- 


vergente de números positivos? Explique. 


a. 


b. 


. Soea(1/(Vn + 1)) diverge 


Use o gráfico a seguir para mostrar que a soma parcial 
so = EP, (1/ (Vn + 1)) satisfaz 
[ -= Eu [== i 
1 Vx+1 0 Vx+1 
Conclua que 11,5 < s; < 12,3. 


y 


` | LI 
- 48495051 


Qual deveria ser n para que a soma parcial 


Sn = Zi (1/( Vi + 1)) satisfaça s, > 1000? 


oo 
48. Sn=1(V' nº converge 
a. Use o gráfico a seguir para determinar o erro se sy, = 


> n=1 (1/1?) é utilizado para estimar o valor de Sael (1/n*. 


2x10 + 


| 
29 30 31 32 33 


b. Encontre n de forma que a soma parcial s, = 5i. =1 (1/18) 
estime o valor de p (1/n*) com um erro de no máximo 
0,000001. 

49. Calcule o valor de Sa (1/1) com precisão de 0,01 de seu 
valor exato. 

50. Calcule o valor de S (1/(1* + 4)) com precisão de 0,1 de 
seu valor exato. 

51. Quantos termos da série convergente a (1/n!l) devem 
ser utilizados para estimar seu valor com erro de no máximo 
0,00001? 

52. Quantos termos da série convergente Si (1/n(ln ny) devem ser 
utilizados para estimar seu valor com erro de no máximo 0,01? 

53. Teste de condensação de Cauchy O teste de condensação 
de Cauchy diz: seja (a, y uma sequência decrescente (a = a,,| 
para todo n) de termos positivos que converge para 0. Então 
Za, converge se, e somente se, 22", converge. Por exemplo, 
2(1/n) diverge porque £2” + (1/2”) = 21 diverge. Mostre por 
que esse teste funciona. 

54. Use o teste de condensação de Cauchy do Exercício 53 para 
mostrar que 


n 
al 
b. > pp converge se p > le diverge sep S 1. 


55. Série p logarítmica 
a. Mostre que a integral imprópria 


2 dx 
J Xing’ (sendo p uma constante positiva) 
2 


converge se, e somente se, p > 1. 


b. Que implicação o fato do item (a) tem sobre a convergência 
da série 
00 
Sai 
¡2 n(Inn)? 
Justifique sua resposta. 


56. (Continuação do Exercício 55.) Use o resultado do Exercício 
55 para determinar quais das séries a seguir convergem e quais 
divergem. Justifique a sua resposta em cada caso. 


10.4 


Testes de comparação 
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a- 2, minn e 2 nin 
A 2 ninia e Zinin 


57. Constante de Euler Gráficos como aqueles na Figura 10.11 
sugerem que, conforme n aumenta, existe uma pequena altera- 
ção na diferença entre a soma 


1 1 
da tatg 


n 
1 
Inn = 1 x. 


Para explorar essa ideia, siga os passos a seguir. 


ea integral 


a. Tomando f(x) = 1/x na prova do Teorema 9, mostre que 
1 1 


In(n+ D=14 tetas Inn 
ou 
1 1 
0< In(n+ 1) — Inns 1+>3+-*+Ñ- Inn< 1. 
Portanto, a sequéncia 
1 1 
an = 14 A Inn 


é limitada inferior e superiormente. 
b. Mostre que 


1 “n+1 1 
< = In(n+ 1) — Inn, 
n+1 / xX MEN 

e use esse resultado para mostrar que a sequência {a} no 
item (a) é decrescente. 

Como uma sequência decrescente limitada inferiormente 
converge, os números a, definidos no item (a) convergem: 


1 1 
l+5+e tm Inn> y. 
O número y, cujo valor é 0,5772..., é chamado de constante 


de Euler. 


58. Use o teste da integral para mostrar que a série 
00 
Ser 
n=0 


converge. 
59. a. Para a série *(1/n3), use as desigualdades na Equação 2 
com n= 10 para encontrar um intervalo contendo a soma S. 


b. Como no Exemplo 5, use o ponto médio do intervalo en- 
contrado no item (a) para aproximar a soma da série. Qual 
é o erro máximo para sua aproximação? 


60. Repita o Exercício 59 utilizando a série *(1/n%). 


Vimos como determinar a convergência de séries geométricas, p séries e algu- 
mas outras séries. Podemos testar a convergência de muitas outras séries comparan- 
do seus termos àqueles de uma série cuja convergência seja conhecida. 
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C2 


03 


aaa 


FIGURA 10.12 Sea área total Ec, dos 
retângulos mais altos c, for finita, então 
da mesma forma é a área total Da, dos 
retângulos mais baixos a, . 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 


Alberto da Saxônia e 
(1316-1390) 


TEOREMA 10 — Teste da comparação Sejam Xa,, Èc, e 2d, séries com 
termos não negativos. Suponha que para algum inteiro N 


d,=a, sc, para todo n>N. 
(a) Se 2c, converge, então Xa também converge. 
(b) Se 2d, diverge, então Za, também diverge. 


Prova No item (a), as somas parciais de Za, são limitadas superiormente por 
oo 
M=ata++a+ Sa. 
n=N+1 

Portanto, elas formam uma sequência crescente com um limite L = M. Ou seja, 
se 2c, converge, então Xa também converge. A Figura 10.12 retrata esse resultado, 
onde cada termo de cada série é interpretado como a área de um retângulo (da mes- 
ma forma que fizemos para o teste da integral na Figura 10.11). 

No item (b), as somas parciais de Za, não são limitadas superiormente. Se elas 
fossem, as somas parciais para 2d, seriam limitadas por 


M=d+rd+r--+dy+ 5 an 
n=N+1 


e 2d, teria de convergir em vez de divergir. 


EXEMPLO 1 Aplicamos o Teorema 10 para diversas séries. 


(a) A série 
SnD 
> 5n— 1 
diverge porque seu n-ésimo termo 
5 1 1 
S-17 17n 


5 
é maior que o n-ésimo termo da série harmônica divergente. 
(b) A série 


<1 1,1 _ 1 
An ltatatat 


converge porque seus termos são todos positivos e menores ou iguais aos ter- 
mos correspondentes de 


Sl ER rapa 
l+ 2 9=1+1+3+3+ 


A série geométrica á esquerda converge e temos 


S1 1 
14 N 5=1+ =3. 
n=0 2 1- (1/2) 


O fato de 3 ser um limitante superior para as somas parciais de End (1/n!) 
não significa que a série convirja para 3. Conforme veremos na Seção 10.9, a série 
converge para e. 


(c) A série 
2 1 1 1 1 1 
5+5+5+1+ + + += + 
3 7 2+ V1 4+V2 8+ V3 2n + Vn 


converge. Para vermos isso, ignoramos os três primeiros termos e comparamos os 
pe Pue 00 
termos remanescentes com aqueles da série geométrica convergente 2-0 (1/2”). 
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O termo 1/ (2 + vn) da sequência truncada é menor que o termo correspon- 
dente 1/2” da série geométrica. Vemos que, termo a termo, temos a comparação 
1 1 1 1 1 


1 
+ + + +esl+5+5+5+. 
2+V1 4+V2 8+ V3 RUM R 


Assim, a série truncada e a série original convergem por uma aplicação do teste 
da comparação. 


1 


Teste de comparação no limite 


Introduziremos agora um teste de comparação que é particularmente útil para 
as séries nas quais a, é uma função racional de n. 


TEOREMA 11 — Teste de comparação no limite Suponha que a, > 0 e 
b,> 0 para todo n= N (sendo N um inteiro positivo). 


o a E 
1. Se lim E =c>0, então tanto 2a, quanto 2h, convergem ou divergem. 
n=>00 


a a 
2. Se lim 2 =0 e Eb converge, então Za converge. 
n500 bn n n 


; a x Sy F 
3. Se dim. E =00 € Xb, diverge, então Za, diverge. 


Prova  Provaremos a parte 1. As partes 2 e 3 foram deixadas para os Exercícios 55a e b. 


Como c/2 > 0, existe um inteiro N tal que, para todo n, 


Definição de limite 


a; 
n> N > Doc “os com e=c/2,L=c,e a, 
bn substituído por a,/b, 
Então, para n >N, 
C a (0 
< < 
25w CSX 
a 
c¿H¿X 
2 W 2 


Se 2h, converge, então 2(3c/2)b, converge e Za, converge pelo teste da com- 
paração direta. Se Zb, diverge, então 2(c/2)b,, diverge e Za, diverge pelo teste da 
comparação direta. 


EXEMPLO 2 Quais das séries a seguir convergem? E quais divergem? 


3,5 7,9 3 2m+1 XX 2n+1 

+S +t de= = 
()4*9*16" 25 h p 1)? Aa 2n + 1 

TE. TD. Doy A S 1 
01+3+7+5+0= A 

1+2In2, 1+3In3, 1+4In4 “4 1+nlnn 
Ba Fu fa Cd nas 
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Solução Aplicamos o teste de comparação no limite para cada série. 

(a) Seja a, = (Qn + D/(n? + 2n + 1). Para n grande, esperamos que a, Se comporte 
como 2n/n? = 2/n, já que os termos principais dominam para n grande, assim 
tomamos b, = 1/n. Como 


ms ino EN, 

n>œ bh n>wn+2n+1 
Za, diverge pela parte 1 do teste de comparação no limite. Poderíamos também 
ter tomado b, = 2/n, mas 1/n é mais simples. 


(b) Seja a, = 1/(2" — 1). Para n grande, esperamos que a, se comporte como 1/2”, 
assim tomamos b, = 1/2”. Como 


> = YE $ converge 
n=1 n=1 


e 
o a n O 
U a AT 
a 1 
Id 


=1, 


Za, converge pela parte 1 do teste de comparação no limite. 


(c) Seja a, = (1 +n In n)/(1? + 5). Para n grande, esperamos que a, se comporte 
como (n In n)/n? = (In n)/n, que é maior que 1/n para n = 3, portanto definimos 
que b, = 1/n. Como 


Sbh= Y à diverge 


n=2 n=2 
e 
BM o n+ inn 
lim = lim 3 
n= Dn n— œ n +5 
= 00 


Za, diverge pela parte 3 do teste de comparação no limite. 


EXEMPLO 3 5 Ann converge? 
n1 N 


Solução Como ln n cresce mais lentamente que nº para qualquer constante positiva 
c (Seção 10.1, Exercício 105), podemos comparar a série a uma série p convergente. 
Para tomarmos a série p, vemos que 

Inn não 1 

n32 ~ n32 q 


para n suficientemente grande. Então, tomando a, = (In n)/nº2 e b, = 1/nº2, temos 


lim 2 = lim UN 
n=00 bh n=00 ni/4 
| 1/n 
= [Im E Regra de L Hôpital 
n=% (1/4)n 2/4 
: 4 
= lim -,=0 
n— œ nt/4 


Como 2b, = (1/nº4) é uma série p com p > 1, ela converge, de forma que Da, 
converge pela parte 2 do teste de comparação no limite. 


Exercícios 10.4 
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Teste da comparação 


Nos Exercícios 1-8, utilize o teste da comparação para determinar se 


cada uma das séries converge ou diverge. 


00 1 00 
1. 5 
Aire + 30 A 
00 moi 00 
2. 6. 
Anis? A 


Teste de comparação no limite 


cos? n 
n32 
1 
n3" 
n+4 
nt+4 


Vn+1 


Nos Exercícios 9-16, utilize o teste de comparação no limite para 
determinar se cada uma das séries converge ou diverge. 


M S n-2 
" Arm-n+3 
(Sugestão: comparação no limite com Ei (1/12).) 
S [n+1 
10. 
m+2 
(Sugestão: comparação no limite com Sa ( Vn) 
11 y E 13 5 É 
“Éd(n+Tn-1 “var 
2 a /2n+ 3) 
12. 
DEET na > (mo à) 
S 1 
15. 22 ima 
(Sugestão: comparação no limite com dt (1/n).) 
> 1 
16. m(1 + 2) 
2 n? 


(Sugestão: comparação no limite com ia (1/12).) 


Determinando convergéncia ou divergéncia 


Quais das séries nos Exercícios 17-54 convergem? E quais diver- 
gem? Utilize qualquer método e justifique suas respostas. 


= 1 S sen 
17. 19. 

Zane hn AZ 

$ 3 S 1+ con 
18. 20. 

Ann PA m 


00 


10n + 1 


23. Am DAD 
5251) 2 vam 
26. ra 30. pai 
ži. mos a 21m 
dt Ss Allo as S fita, 


21. 


00 


5n — 3n 


33. > 
34. 


35. 


é £ nn — 2(n2 + 5) 


00 


1 
2 nVn? — 1 
Vn 
An+1 


1-n 
n2” 


00 


n+ 2 
n22n 


37. 


38. 


39. 


43. 


44. 


45. 


46. 


53. 


S_ 1 ados 
2 3l +1 = 2 DA 
am i+ die 
Aa > 1 2 
S n+1 1 < n 
y 1 
n=2 nt 
(Sugestão: mostre primeiro que (1/n!) = (1/n(n— 1)) paran=2.) 
SW (n- 1) S tun à tghn 
47. 50. a 
3, 1 o cin qa 
sena 48. 51. 
2 n 2 ne 2 nVn 
00 00 h oo n 
Zoo o 5am g 5 
n=1 ni N n=1 
1 1 
ATFIF3T n * Rs + nm? 


Teoria e exemplos 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 
60. 
61. 


62. 


Prove (a) a parte 2 e (b) a parte 3 do teste de comparacáo no 
limite. 


Se Xp a, é uma série convergente de números náo negativos, 
algo pode ser dito sobre E 1 (a,/n)? Explique. 


Suponha que a, >0 e b, > 0 para n= N (N um inteiro). Se 
lim, (a,/b,)=00 € Sa, , convergem, algo pode ser dito sobre 


2b? Justifique sua resposta. 


Prove que, se Za, é uma série convergente de termos não nega- 
tivos, então 2a? converge. 


Suponha que a, > 0 e lim a, =00. Prove que Da, diverge. 


n=00 


2 


Suponha que a, >0e lim _n%a, =0. Prove que Za, converge. 


n=00 
Mostre que E n=2 ((In n)1/n”) converge para—00<g<ooep> 1. 
(Sugestão: comparação no limite com na ln para 1 <r <p.) 
(Continuação do Exercício 61.) Mostre que Emo (In 1)2/nP) 


diverge para — o0 < q <œ e 0< p = 1. (Sugestão: comparação 
no limite com uma série p apropriada.) 


Nos Exercícios 63-68, use os resultados dos Exercícios 61 e 62 para 
determinar se cada uma das séries converge ou diverge. 


dit 3 o (InmY 
63. 3 i 66. y 2i 
n=2 nº 
< finn z 1 
64. n 67. e PERA! 
2 ds Aaina 


68. 
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USO DO COMPUTADOR 70. a. Use o Teorema 8 para mostrar que 

69. Não se sabe ainda se a série S= a 1 5 ( 1 1 ) 
o q minnt Do dino  nn+1) 
2 rêser? n 


converge ou diverge. Use um SAC (sistema algébrico compu- 
tacional) para explorar o comportamento da série seguindo as 
etapas a seguir. 

a. Defina a sequéncia de somas parciais 


k 
= 5 l 


A Pse n’ 


O que acontece quando você tenta encontrar o limite de s, 
quando k — œ? Seu SAC encontra uma resposta na forma 
fechada para esse limite? 


onde S = Fei (1/ nº), a soma de uma série p conver- 
gente. 


. A partir do Exemplo 5, Seção 10.2, mostre que 


00 


1 


S=14 . 
n=1 nn + 1) 


. Explique por que tomar os primeiros M termos na série no 


item (b) nos dá uma melhor aproximação de S do que tomar 
os primeiros M termos na série original > p=1 (1/n?). 


. O valor exato de S é conhecido como sendo 2/6. Qual das 


somas 

b. Represente graficamente os 100 primeiros pontos (k, s,) 1090000 y 1000 1 
para a sequência de somas parciais. Eles parecem conver- > 3 O 1+ > TRA 
n1 n nı n(n+ 1) 


gir? Qual seria a estimativa do limite? 
c. Em seguida, represente os 200 primeiros pontos (k, s,). 


nos dá uma melhor aproximação de 5? 


Discuta o comportamento com suas próprias palavras. 


d. Represente graficamente os 400 primeiros pontos (k, s,). 
O que acontece quando k= 355? Calcule o número 355/113. 
Explique a partir de seu cálculo o que aconteceu quando 
k = 355. Para quais valores de k você acha que esse com- 
portamento poderia ocorrer novamente? 


Testes da razão e da raiz 


10.5 


O teste da razão mede a taxa de crescimento (ou decrescimento) de uma série 
examinando a razão a, , /a,. Para a série geométrica Lar”, essa taxa é uma constante 
((ar"" Dar”) = r), e a série converge se, e somente se, sua razão é menor que 1 em 
valor absoluto. O teste da razão é uma regra poderosa que estende esse resultado. 


TEOREMA 12 — Teste da razão Seja Za, uma série com termos positivos e 
suponha que 


Então, (a) a série converge se p< 1, (b) a série diverge se p> 1 ou p é infinito, 
(c) o teste é inconcludente se p = 1. 


Prova 
(a) p<1. Seja r um número entre p e 1. Então o número e =r — p é positivo. 
Como 
an+1 
a >» 


4, 11/4, deve estar a menos de e de p quando n é grande o suficiente, digamos 
para todo n = N. Em particular, 


dn+1 
Eu <pte=r, 


quando n= N. 
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Ou seja, 
an+1 < fan, 
an+2 < ran+1 < r?%an, 


an+3 < fan+2 < róay, 


aN+m < Pan+m-1 < r'an. 


Essas desigualdades mostram que os termos de nossa série, depois do N-ésimo termo, 
se aproximam de zero mais rapidamente que os termos em uma série geométrica com 
razão r < 1. Mais precisamente, considere a série Xc „ onde c, =a, paran = 1, 2, ..., N 


— m 
Ea lap Ega Masi = qy .... Agora a, <c, para todo n e 


NH N+2 Cym 


A E q da 
=a+ a+ + aatal trr. 


A série geométrica 1 +r +12 + = converge porque |r|< 1, de forma que 2c, conver- 
ge. Como a <=c,, Za, também converge. 


(b) 1<p=oo. A partir de algum índice M, 


an+1 
> >1 e am < Am+1 < Dm+2 <`: 


Os termos da série náo se aproximam de zero quando n tende a infinito, e a série 
diverge pelo teste do n-ésimo termo. 


(c) p=1. As duas séries 
00 o0 
1 
25 * 2e 
mostram que aa! outro teste para convergência deve ser utilizado quando p = 1. 


1 1/(n+ 1 
Para 3 Set —- /( ) n 


n=1 1/n ~ n+ pal 
Si am yn e 
Para 25 A — Tn? = (n+ I > 1 = 1. 


Em ambos os casos, p = 1, mas a primeira série diverge, enquanto a segunda con- 
verge. 


O teste da razão é frequentemente eficaz quando os termos de uma série con- 


têm fatoriais de expressões envolvendo n ou expressões elevadas a uma potência 
envolvendo n. 


EXEMPLO 1 Investigue a convergência das séries a seguir. 


Pus (2n)! a 4nin! 
(a) 2 F (b) y ar 6) 2 Eni 


Solução Aplicamos o teste da razão para cada uma das séries. 
(a) Para a série Snco(2" + 5)/3", 


am (MO 1 2M+5 1 (2+5:20) 12.2 
an +53 3 2+5 3 l1+5.20/23'1"3 


A série converge porque p = 2/3 é menor que 1. Isso não significa que 2/3 seja a 
soma da série. Na verdade, 
SO 2 5 5 20(2V, 305 1 5 21 
T = = a 
2 = (3) 27" 03 1 03”? 


n=0 n=0 
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2! a O (n42! 
então am 1 = Tn + Di(n+ DI? 


anı  nini(2n+ 2)(2n + 1)(2n)! 
à — (n+ 1)!(n + 1)!(2n)! 


_ (Pn+ 2(2n+ 1D) 4n+2 


o) Se ay = E, 


Den na Y 
A série diverge porque p = 4 é maior que 1. 
(c) Se a, = 4ºn!n!/Qn)!, então 
amı Mn + Di(n+ D! (2n! 
à —(2n+ 2(2n+ DEN! Ann! 
o 4n+Dn+D o An+1) A 


(2n + 2)(2n + 1) 2n+ 1 


Como o limite é p= 1, náo podemos decidir a partir do teste da razáo se a série 
converge. Quando notamos que a,,,,/a, = (2n + 2)/(Qn + 1), concluímos que 
+, € Sempre maior que a, porque (2n + 2)/(2n + 1) é sempre maior que 1. 
Portanto, todos os termos são maiores ou iguais a a, = 2, e o n-ésimo termo não 
se aproxima de zero quando n — 00. A série diverge. 


Teste da raiz 


Os testes de convergência vistos até agora para Za, funcionam melhor quando 
a fórmula para a, é relativamente simples. No entanto, considere a série com os 
termos 


o o nímpar 


an 


1/2”, n par. 
Para investigar a convergência escrevemos diversos termos da série: 
oo 
Sa= 1 T 1 a 3 1 5 1 4 7 


E o O a 
274816 pa" na” 


Claramente, não se trata de uma série geométrica. O n-ésimo termo se aproxi- 
ma de zero à medida que n — oo, de forma que o teste do n-ésimo termo não nos 
diz se a série diverge. O teste da integral não parece muito promissor. O teste da 
raiz produz 


1 z 

TR, nimpar 
an+1 2n d 
MN o 

> A n par. 


A medida que n — oo, a razão é alternativamente pequena e grande, e não pos- 
sui limite. No entanto, veremos que o teste a seguir estabelece que a série converge. 


TEOREMA 13 — Teste da raiz Seja Za, uma série com a, = 0 para n =N, e 
suponha que 


lim Va = p. 
n— œ 


Então (a) a série converge se p < 1, (b) a série diverge se p> 1 ou p é infinito, 
(c) o teste é inconcludente se p = 1. 
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Prova 
(a) p<1. Selecione um e > 0 pequeno o suficiente para que p + e < 1. Como 
Van > p, os termos Van finalmente se aproximam de p a menos de e. Em 
outras palavras, existe um índice M = N tal que 
Va<p+e quando n=M. 
Portanto, também é verdade que 
a, <(p+e)" para n= M. 


Agora, paad m (p + ex, uma série geométrica com razão (p + €) < 1, converge. 
Por comparação, ppa m 4, converge, o que nos leva a concluir que 


00 


Se Sa 
= n=M 


converge. 


(b) 1 < p £ œ. Para todos os índices além de algum inteiro M, temos Van > 
de forma que a, > 1 para n > M. Os termos da série não convergem para zero. 
A série diverge pelo teste do n-ésimo termo. 


(c) p=1. As séries Shea (1/n) e Ere (1/1?) mostram que o teste é inconcludente 
quando p = 1. A primeira série diverge e a segunda converge, mas em ambos 
os casos Va, >l. 


n/2", nímpar 


EXEMPLO2 Considere novamente a série com ostermos an = l A 
125; n par. 


Za, converge? 
Solução Aplicamos o teste da raiz e descobrimos que 


Va = Ria nímpar 


1/2, npar. 


Portanto, 


Como Yn — 1 (Seção 10.1, Teorema 5), temos lim, Van = 1/2 pelo teorema 
do confronto. O limite é menor que 1, portanto a série converge pelo teste da raiz. 


EXEMPLO 3 Quais das seguintes séries convergem? E quais divergem? 


[0.0] n2 00 2n 00 1 n 
(a) 27 (b) pre (e) > (Y 5) 


Solução Aplicamos o teste da raiz em cada uma das séries. 


00 


n? njn 
(a) a an Converge porque 4 / >n = 
2 


JZ- 2 > 2 > 1 
(b) DE = > diverge porque (Yn y 13 i 


Sa/( 1 yY 1 1 
(c) 2 (+7) converge porque .” G + 5) =i n” 0< 1. 
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Exercícios 10.5 


Utilizando o teste da razão E » (n+ 3)! 40 5 n 
: ni3 . (1/2) 
Nos Exercícios 1-8, utilize o teste da razão para determinar se cada a 33 ee (Inn 
uma das séries converge ou diverge. o n+ D! 00 i 
npa aå ago E dit E 
1 2 Ne ES 3n inn + 2)! 
n=1 n! ' n=1 4º 
oo 00 zn 
= n42 Sy 7 Sm 232 
n + Di + nin 
Ze 2 3 6 2 Inn 1( n=1 "2 
de é Sn Z (n)? 
(n- 1) nn + 2)! 38. SE 43. 
ADS : EAR E 2 m 2 on 
n=1 (n + 1) mı n3 
o n+l 00 n5" 4 n 2 (2n + 3)(2” + 3) 
4. E 39. 44. a o RÁ 
Die A 2 (2n + 3) In(n+ 1) 2 (Inn)” 2 3+2 
Utilizando o teste da raiz Termos definidos recursivamente 
Nos Exercícios 9-16, utilize o teste da raiz para determinar se cada Quais das séries Sri a, definidas pelas fórmulas nos Exercícios 
uma das séries converge ou diverge. 45-54 convergem? E quais divergem? Justifique suas respostas. 
27 < O 1+ snn 
9. > n + 5) 12. 2 (Imfe ll 5)) 45. a = 2 d+1= ph 
= gn e 8 1 +tgn 
10. 13. A ATA 46. a= 1l, a1==—FA— à 
A a ABr ana i ii i 
00 n 00 _ 1 a 3n — 1 
11. (E t 5) 14. > ser (=) Ei aj ias 
n=1 3n—5 n=1 Vn n 
E ? 48. 21=3 901= 7 
15. Y ( - 5) 
à ñ 2 
n=1 49. 21=2  d1= pan 


(Sugestão: lim (1+x/n)=e*.) 


o n=% Va 
16. o 50. a = 5, avı = -5 A 
n= 
1 + Inn 
a ia E E 51. a=1 ava ~n an 
Determinando convergência ou divergência 
Nos Exercícios 17-44, utilize qualquer método para determinar se a 52. a = 3 an1 = nE na an 
série converge ou diverge. Justifique suas respostas. a 
= pv2 E ñ 53. a= 5, anmi = Va 
7. 5 26. y (1 - +) E is j 
n=1 
= o | 54. a = 3 anı = (a)! 
18. X ne” 2. X 
nal nN Convergência ou divergência 
[es] 00 n 
19. Nnle” 28. 5 dia) Quais das séries nos Exercícios 55-62 convergem? E quais diver- 
n=1 mi n gem? Justifique suas respostas. 
An < G L) S 2Min! (nt? 
20. AT 29. ns 55 58 
A 10" 2 n g 2 (2n)! 2 nt) 
00 10 00 n 
1 1 00 3n)! o mn 
2. Sim 30. Y G - 2) Gn! 59. 5 
¡21 10 al n? 56. Rima Din DM i 2 
29 =x n 00 
2. Y (2 A 2) ai San = (ale 2 m 
A e Sle Da 60. © n 
e 2+(171 nl dll Di 
= ninn 
2. 27257 2. >= a ce» 
Ñ A E 4º2ºn! 
dá S a" 3 > (n+ 1)ín + 2) Th 
= = n! En > 1-3-----(2n— 1) 
E 3y D an "Ala QN +1) 
25. 2 (15 34. 2e (nº) 
n= n= 
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Teoria e exemplos Su 
` Ì p (p constante) 
63. Nem o teste da razão nem o teste da raiz ajudam quando lida- ¡22 (Inn) 
mos com séries p. Experimente-os em , : 
o sa e se n é um número primo 
. Seja an = eN 
y da ] 1/2", caso contrário. 
=A a 
p= Za, converge? Justifique sua resposta. 
(9,6) ja . 
e mostre que nenhum dos dois testes nos dá informações sobre 66. Mostre que >p=1 2/n! diverge. Lembre-se das leis dos ex- 
a convergência da série. poentes que 2%) = (2"y". 


64. Mostre que nem o teste da razão nem o teste da raiz fornecem 
informações a respeito da convergência de 


1 0 6 Séries alternadas, convergéncia absoluta e condicional 
Oo 


Uma série na qual os termos sáo alternadamente positivos e negativos é uma 
série alternada. Aqui estáo trés exemplos: 


1,1 1,1 Cpm 
a a O (1) 
-1)4 
2+1 5+3 a (2) 
1-24+3-4+5-6+--+(-D"IMn+-.. (3) 


Veremos a partir desses exemplos que o n-ésimo termo de uma série alternada 
é da forma 


a, = (Dry, ou a, = Du, 


onde u, =| a, | é um número positivo. 
A Série 1, chamada série harmônica alternada, converge, como veremos 


em breve. A Série 2, uma série geométrica com razão r = —1/2, converge para 
—2/[1 + (1/2)] = —4/3. A Série 3 diverge porque o n-ésimo termo não se aproxima 
de zero. 


Provamos a convergência da série harmônica alternada aplicando o teste da 
série alternada. O teste é para convergência de uma série alternada e não pode ser 
utilizado para concluir que tal série diverge. 


TEOREMA 14 — Teste da série alternada (teste de Leibniz) A série 


X (CD = u- + ug ão co: 


n=1 
converge se todas as três condições a seguir forem satisfeitas: 
1. Osu, forem todos positivos. 


2. Os u, forem (finalmente) decrescentes: u, = u,,, para todo n = N, para 
algum inteiro N. 


3. u,>0. 


Prova Assuma que N= 1. Se n for um inteiro par, considere n = 2m, então a soma 
dos primeiros n termos é 


Sm = (U1 — U2) + (U3 — U4) +++: + (Um — Um) 
= dy = (U2 — U3) — (U4 = Us) — +++ — (Uzm-2 = Uam) — Um- 
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E >x 


0 $2 Sa L $3 $1 


FIGURA 10.13 As somas parciais de uma 
série alternada que satisfaz as hipóteses 
do Teorema 14 para N= 1 cercam o limite 
desde o início. 


A primeira igualdade mostra que s,, é a soma de m termos não negativos, uma vez 
a z- am E 
que cada termo entre parênteses é positivo ou zero. Consequentemente, Sam Som > 
As ; ; a 
e a sequência (s,, ) é crescente. A segunda igualdade mostra que Sa SU Uma vez 
que (s,,,) é crescente e limitada superiormente, ela tem um limite, 


lim Sm = L. 
moco 2” (4) 


Se n é um inteiro ímpar, digamos n = 2m + 1, então a soma dos primeiros n 
termos é s,, 4 = Som T Uy, - Como u, — 0, 


lim Uzm+1 = 0 
m=.oo 
e, como m — 00, 
ml = Som + Um”? L+0=L. (5) 


Combinando os resultados das Equações 4 e 5, temos lim, ___s,=L£ (Seção 10.1, 
Exercício 131). 


EXEMPLO 1 A série harmônica alternada 


ca A 1l_1,_ 
> pin Can a 


satisfaz claramente os três requisitos do Teorema 14 com N = 1; ela, portanto, converge. 


Em vez de verificar diretamente a definição u, = u,,,, uma segunda forma 
de mostrar que a sequência (u, é decrescente é definir uma função derivável fx) 
satisfazendo f(n) = u, Isto é, os valores de fcorrespondem aos valores da sequência 
em todo inteiro positivo n. Se f(x) = 0 para todo x maior ou igual a algum inteiro 
positivo N, então f(x) é decrescente para x = N. Segue que An) = f(n + 1) ou u, = 


= 
Usp para n = N. 


EXEMPLO 2 Considere a sequência onde u, = 10n/(n? + 16). Defina fx) = 
10x/(x? + 16). Então, a partir da regra derivativa do quociente, 


10(16 — x?) 


PO = 2162 


=0 sempre que x= 4, 


s a a 
Segue que u, = u,,, para n = 4. Ou seja, a sequência (u,) é decrescente para 
n=4. 


Uma interpretação gráfica das somas parciais (Figura 10.13) mostra como uma 
série alternada converge para seu limite L quando as três condições do Teorema 14 
são satisfeitas com N = 1. Iniciando a partir da origem do eixo x, assinalamos a dis- 
tância positiva s, = u,. Para encontrar o ponto correspondente a s, = u; — u,, recua- 
mos a uma distância igual a u,. Uma vez que u, = u, não recuamos além da origem. 
Continuamos nesse mesmo processo, recuando ou avançando conforme os sinais 
dos termos da série. Mas, para n = N, cada avanço ou recuo é mais curto (ou pelo 
menos do mesmo comprimento) que o passo anterior, porque u, = u, E, uma vez 
que o n-ésimo termo se aproxima de zero conforme n aumenta, o tamanho do passo 
que avançamos ou recuamos fica cada vez menor. Oscilamos em torno do limite L, 
e a amplitude dessa oscilação se aproxima de zero. O limite £ está entre quaisquer 
duas somas sucessivas s, es, ,,e, portanto, difere de s, por um valor menor que u, ,,. 

Dado que 


L= sy < Ha para n = N, 


podemos fazer estimativas úteis das somas de séries alternadas convergentes. 
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TEOREMA 15 — Teorema da estimativa de séries alternadas Se a série 
alternada nd (Du, satisfaz as três condições do Teorema 14, então, 
paran=N, 


A re SO 


se aproxima da soma L da série com um erro cujo valor absoluto é menor que 
U +1» O valor absoluto do primeiro termo não utilizado. Além disso, a soma L 
está entre quaisquer duas somas parciais sucessivas s, € S, € O resto, L = s, 
tem o mesmo sinal do primeiro termo não utilizado. 


n+1? 


Deixamos a verificagáo do sinal do resto para o Exercício 61. 


EXEMPLO 3 Testaremos o Teorema 15 em uma série cuja soma conhecemos: 


1 1,21 121,2 £, lt a 
64 128 


|+ 


O teorema nos diz que se truncarmos a série depois do oitavo termo, jogaremos fora 
um total que é positivo e menor que 1/256. A soma dos oito primeiros termos é s; = 
0,6640625 e a soma dos nove primeiros termos é sọ = 0,66796875. A soma da série 
geométrica é 


A E 
1-(-12) 32 3 


e observamos que 0,6640625 < (2/3) < 0,66796875. A diferença, (2/3) — 0,6640625 
= 0,0026041666..., é positiva e menor que (1/256) = 0,00390625. 
Convergência absoluta e condicional 


Podemos aplicar os testes para convergência estudados antes à série de valores 
absolutos de uma série com termos tanto positivos quanto negativos. 


DEFINIÇÃO Uma série Za, converge absolutamente (é absolutamente 
convergente) se a série correspondente de valores absolutos, Ya, | converge. 


A série geométrica no Exemplo 3 converge absolutamente porque a série cor- 
respondente de valores absolutos 
1.1 


ql 1 
2 n=l+t5tatgt 


converge. A série harmônica alternada não converge absolutamente porque a série 
correspondente de valores absolutos é a série harmônica (divergente). 


DEFINIÇÃO Uma série que converge, mas não converge absolutamente, con- 
verge condicionalmente. 


A série harmônica alternada converge condicionalmente. 

A convergência absoluta é importante por dois motivos. Primeiro, temos bons 
testes para convergência de séries de termos positivos. Segundo, se uma série con- 
verge absolutamente, então ela converge, conforme provaremos agora. 
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TEOREMA 16 — Teste da convergência absoluta Se > la,| converge, en- 
ES n=1 


tão > a, converge. 
n=1 


Prova Para cada n, 


“alsa,sla assim Usa + la, =Aa |. 


no 
Se Xala] converge, então Enc 12la,] converge e, pelo teste da comparação 
direta, a série não negativa Er i(a, + la, |) converge. A igualdade a, = (a, + la, |) — 


la, | agora nos deixa expressar di 14, como a diferença de duas séries convergentes. 
oo 00 oo o0 
Y) a= Xat janl- la) = A + la) > lan. 
n=1 n=1 n=1 n=1 


o0 
Portanto, $ p-14, converge. 


Cuidado Podemos reescrever o Teorema 16 para dizer que toda série absolutamen- 
te convergente é convergente. No entanto, a afirmação reciproca é falsa: muitas sé- 
ries convergentes não convergem absolutamente (como a série harmônica alternada 
no Exemplo 1). 


EXEMPLO 4 Este exemplo nos dá duas séries que convergem absolutamente. 


(a) Para y ( yo 1 i + 5 E + +++, a série correspondente de va- 
n=1 


lores absolutos é a série convergente 


a 1,1, 1 
27 1+4+39+16+ 


A série original converge porque ela converge absolutamente. 


00 
(b) Para > sen =. Sena + sen2 + sen3 + --- que contém termos tanto positi- 
E r 1 4 9 
vos quanto negativos, a série correspondente de valores absolutos é 


00 


senn 
n 


| sen1| |sen2| 
1 + 7 +e, 


n=1 


que converge por comparação com 1 (1/12) porque |sen n]= 1 para todo n. 
A série original converge absolutamente; portanto, ela converge. 


EXEMPLO 5 Sep é uma constante positiva, a sequência £1/n”! é uma sequência 
decrescente com limite zero. Sendo assim, a série p alternada 


SEA 1,1 1 


n? 1 PtP goto p>0 


n=1 


converge. 
Se p > 1, a série converge absolutamente. Se O < p = 1, a série converge con- 
dicionalmente. 


: Lo 1 1 1 
Convergéncia condicional: 1 + dea 
Convergéncia absoluta: 1 1 + 1 1 e na 


22 "9? 42 
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Séries rearranjadas 

Podemos sempre rearranjar os termos de uma soma finita. O mesmo resultado 
é verdadeiro para uma série infinita que é absolutamente convergente (veja o Exer- 
cício 68 para um esbogo da prova). 


TEOREMA 17 — Teorema do rearranjo para séries absolutamente conver- 
gentes Se Sael a, converge absolutamente, e b,, b,, ..., b,» ... é qualquer 
rearranjo da sequência (a, ), então Xb, converge absolutamente e 


2m= Za. 
n=1 n=1 


Se rearranjarmos os termos de uma série condicionalmente convergente, tere- 
mos resultados diferentes. De fato, pode ser comprovado que, para qualquer número 
real r, uma determinada série condicionalmente convergente pode ser rearranjada 
de forma que sua soma seja igual a r. (Omitimos a prova desse fato.) Segue um 
exemplo da soma dos termos de uma série condicionalmente convergente com or- 
dens diferentes, com cada ordem proporcionando um valor diferente para a soma. 


EXEMPLO 6 Sabemos que a série harmônica alternada Sp4 (-1)*!/n converge 
para algum número L. Além disso, pelo Teorema 15, L está entre as somas parciais su- 
cessivas s, = 1/2 e s, = 5/6, portanto L * 0. Se multiplicarmos a série por 2, obteremos 


00 — pri 
2-23 =p 
n=1 
E E A A 
2(1 23 as 7 pro D'I ) 
E dA Tt 
desc" 3 37 4“9 5 


Agora alteramos a ordem dessa última soma agrupando cada par de termos 
com o mesmo denominador ímpar, mas deixando os termos negativos com os de- 
nominadores pares, conforme são posicionados (assim os denominadores são os 
inteiros positivos em sua ordem natural). Esse rearranjo nos dá 


i f2 3i A NE 
e TE 3) 1+ (8 1) + (2 1) Bt 
iad dd Dl oa 

56 8* 3” 10 


6 
1 
7 


00 (-1n+ 
Sm É 
n=1 


Sendo assim, rearranjando os termos da série condicionalmente convergente 
Ji 2(-1)"*"/n, a série se torna Si (=D*/n, que é a série harmônica alternada 
por si só. Se as duas séries forem a mesma, implicaria 2L = L, o que é certamente 
falso, uma vez que L% 0. 


O Exemplo 6 mostra que não podemos rearranjar os termos de uma série con- 
dicionalmente convergente e esperar que a nova série seja a mesma que a original. 
Quando estamos utilizando uma série condicionalmente convergente, os termos de- 
vem ser adicionados na ordem em que são dados para obtermos um resultado correto. 
Por outro lado, o Teorema 17 garante que os termos de uma série absolutamente con- 
vergente podem ser somados em qualquer ordem, sem afetar o resultado. 


Resumo dos testes 


Desenvolvemos uma variedade de testes para determinar a convergência ou 
a divergência para uma série infinita de constantes. Existem outros testes que não 
apresentamos, os quais são, às vezes, dados em cursos mais avançados. Aqui está 
um resumo dos testes que consideramos. 
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Exercícios 10.6 


B p o N m 


vergência. 


Teste do n-ésimo termo: a menos que a, — 0, a série diverge. 

Séries geométricas: Xar” converge se |r| < 1; caso contrário, diverge. 

Série p: 51/n” converge se p > 1; caso contrário, diverge. 

Séries com termos não negativos: experimente o teste da integral, o teste da 
razão ou o teste da raiz. Tente comparar a uma série conhecida por meio do 
teste da comparação. 

5. Série com alguns termos negativos: 2ja,| converge? Em caso afirmativo, 
Za, também converge, uma vez que a convergência absoluta implica a con- 


6. Séries alternadas: Za, converge se a série satisfaz as condições do teste da 
série alternada. 


Determinando convergência ou divergência 


Nos Exercícios 1-14, determine se as séries alternadas convergem 
ou divergem. Algumas das séries não satisfazem as condições do 
teste da série alternada. 
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Convergéncias absoluta e condicional 


Nos Exercícios 15-48, determine se as séries convergem absoluta- 
mente, convergem ou divergem. Justifique suas respostas. 


15. 
16. 
17. 
18. > 
19. 


20. 


2 e p w0, 1)" 
(0,1)" 
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X11 
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21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 
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Sy n+1 
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S (yu 1+n 
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Ze DM 1( v10) 


27. SDMA" 35, y S07 
2 2/3) 2 a 
> n+ 1 = COS Nr 
28. ZOD inn 36. Dn 
S, mntgin e (—-DYn + 1)" 
Re 2 1) n? +1 37. > (2n)" 
= n Inn x e Vas 
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31, 2D Eras] 39. 25D Sin 
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=, (100) co 
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n= E n=1 
34 =D 42 SDr (VnF n- n) 
“Ar+2n+41 A 
43. XC (vn + vn- vn) 
n=1 
< E < 
. — 45. — 1" h 
já “1 Vn+ Vn+ 1 A! di 


46. > (1) cossechn 
n=1 
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48. 1+3-3 -7 6 5'3 9 


Estimativa do erro 


Nos Exercicios 49-52, estime a magnitude do erro envolvido no uso 
da soma dos quatro primeiros termos para aproximar a soma da sé- 
rie inteira. 


S pml po 
49. 2 DA 50. 3 1) w 


60. 


Conforme veremos na Seção 10.7, 
a soma é In (1,01) 


E , (0,01)" 
n 


Sp 
1 


-Dt, O<t<1 


Nos Exercícios 53-56, determine quantos termos devem ser utili- 
zados para calcular a soma da série inteira com um erro de menos 
de 0,001. 


À E n o pri 1 
3 2 =) n + T 55. 2 ) (n+ 3Vn)? 

54. ` (=j 2 n 1 
2 n+1 56. A 1) In(In(n + 2)) 


EM Aproxime as somas nos Exercícios 57 e 58 com um erro de magni- 


tude menor que 5 x 107º. 


Conforme veremos na Seção 10.9, a soma 
é cos 1, o cosseno de 1 radiano. 


57. 3 W- am 


Conforme veremos na 
Seção 10.9, a soma é e”!. 


00 Ra 
. 26D ni 


Teoria e exemplos 


59. a. A série 
I ll. Lal Looga Degas 
3 2'9 4'27 8 EE 


não satisfaz uma das condições do Teorema 14. Qual delas? 
b. Use o Teorema 17 para encontrar a soma da série no item (a). 


O limite L de uma série alternada que satisfaz as condições 
do Teorema 14 está entre os valores de quaisquer duas somas 
parciais consecutivas. Isso sugere o uso da média 


+ 
Sn + 


(aa 


para estimar L. Calcule 


como uma aproximação da soma da série harmônica alterna- 
da. A soma exata é In 2 = 0,69314718.... 


Sinal do resto de uma série alternada que satisfaz as con- 
dições do Teorema 14 Prove a afirmação do Teorema 15 de 
que sempre que uma série alternada que satisfaça as condições 
do Teorema 14 for aproximada por uma das suas somas par- 
ciais, então o resto (soma dos termos não utilizados) tem o 
mesmo sinal que o primeiro termo não utilizado. (Sugestão: 
agrupe os termos do resto em pares consecutivos.) 


61. 


62. Mostre que a soma dos primeiros 2n termos da série 


teta ld dado edo La odos 
3 3 4 4 5'5 6: 


63. 
64. 


65. 


66. 


67. 


68. 
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é a mesma dos primeiros n termos da série 


1 1 1 1 1 


1.2 2:3 34 4-5" 


Essas séries convergem? Qual é a soma dos primeiros 2n + 1 
termos da primeira série? Se as séries convergem, qual é sua 
soma? 


00 E PA 00 é 
Mostre que se 2p=1 a, diverge, então 2n=1 |a,| diverge. 


00 m 
Mostre que se 2p=1 4, converge absolutamente, então 


00 oo 
Za) = > lal. 
n=1 n=1 


oo oo 
Mostre que se tanto 3 n=1 a, quanto 5 n=1 b, convergem abso- 
lutamente, então isso também acontece com as séries a seguir. 


a. 2 (an + bn) b. 2 (an — bn) 


c. 2 kan (qualquer número k) 


Mostre com exemplo que E 14, b, pode divergir, mesmo se 
Se a, e Sri b, convergirem. 

Na série harmônica alternada, suponha que o objetivo seja rear- 
ranjar os termos para conseguir uma nova série que convirja 
para —1/2. Inicie o novo rearranjo com o primeiro termo ne- 
gativo, que é —1/2. Sempre que você tiver uma soma que seja 
menor ou igual a —1/2, comece a introduzir termos positivos, 
tomados em ordem, até que o novo total seja maior que —1/2. 
Em seguida, adicione termos negativos até que o total seja me- 
nor ou igual a —1/2 novamente. Continue esse processo até que 
suas somas parciais estejam acima do objetivo ao menos três 
vezes e finalize aí ou abaixo dele. Se s, for a soma dos primei- 
ros n termos de sua nova série, marque os pontos (n, s,) para 
ilustrar como as somas estão se comportando. 


Resumo da prova do teorema do rearranjo (Teorema 17) 
a. a € q número real positivo, seja L = Em 14, e seja 


= SE n=14,. Mostre que para algum índice N, e para algum 
¿dico N,= N, 


= € 
an| < 5 e 
DRE 


€ 
|Sn, =: L| < > 
Uma vez que todos os termos a, A), --.» Ap Aparecem em 
algum lugar na sequência (ndo existe um índice M, = N, 
tal que, se n= N,, então (Sk-=1b.) — Sn, é no máximo uma 
soma dos termos a, com m = N. Portanto, sen=N,, 


n 
- < 2- sv + |S — L| 
= (ad + Is — L| < e. 


. 00 
b. O argumento no item (a) mostra que se È p=1 a, converge 
~ 00 [0,0] [0,0] 
absolutamente, então 2n=1 b, converge e Xn=1 b, = Xn=1 
(0,0) 00 
a, Agora, mostre que 3n=1 |b,| converge para 23p=1 la 
porque Xn=1 |a,| converge. 


nb 
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Séries de potências 


| Série de potências recíprocas 


1 = 
1x 


00 
Se Si 
n=0 


Agora que podemos testar a convergência de muitas séries infinitas, podemos 
estudar somas que se parecem com “polinômios infinitos”. Chamamos essas somas 
de séries de potências, porque elas são definidas como séries infinitas de potências 
de alguma variável, em nosso caso x. Assim como os polinômios, séries de potên- 
cias podem ser somadas, subtraídas, multiplicadas, derivadas e integradas de forma 
a resultar em novas séries de potências. 


Séries de potências e convergência 


Começamos com a definição formal, que especifica a notação e termos utiliza- 
dos para a série de potências. 


DEFINIÇÕES Uma série de potências centrada em x = 0 é uma série da forma 


oo 
S GX =w+ax+ox+ + x +. (1) 
n=0 


Uma série de potências centrada em x = a é uma série da forma 


00 


a(x- a" = œ+ a(x- a) + &(x-— a)? +--+ (x-a) +- (2) 
n=0 


na qual o centro a e os coeficientes Co Cpo Cas -s Cy) - SãO Constantes. 


A Equação 1 é o caso especial obtido tomando-se a = 0 na Equação 2. Veremos 
que uma série de potências define uma função f(x) em um certo intervalo onde ela 
converge. Além disso, essa função será provada contínua e derivável sobre o interior 
desse intervalo. 


EXEMPLO 1 Tomar todos os coeficientes como sendo 1 na Equação 1 nos dá a 
série de potências geométrica 


00 
Ni 1 AR A +H 
n=0 


Essa é a série geométrica com o primeiro termo 1 e a razáo x. Ela converge para 
1/(1 — x) para |x|< 1. Expressamos esse fato escrevendo 


1 
1-x 


=1+X+X + +X, —I<x<l (3) 


Até agora, utilizamos a Equação 3 como uma fórmula para a soma da série à 
direita. Podemos agora mudar o foco: pensemos nas somas parciais da série à direita 
como polinômios P (x) que se aproximam da função à esquerda. Para valores de x 
próximos a 0, precisamos tomar somente alguns termos da série para conseguir uma 
boa aproximação. Conforme movemos em direção a x = 1, ou —1, devemos tomar 
mais termos. A Figura 10.14 exibe os gráficos de f(x) = 1/(1 — x) e os polinômios 
aproximadores y, =P, (x) para n =0, 1, 2 e 8. A função f(x) = 1/(1 — x) não é conti- 
nua em intervalos contendo x = 1, onde existe uma assíntota vertical. As aproxima- 
ções não se aplicam quando x = 1. 


FIGURA 10.15 Gráficos de f(x) = 2/x 
e suas três primeiras aproximações 
polinomiais (Exemplo 2). 
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p=1+x+% 


-1 0 


FIGURA 10.14 Gráficos de f(x) = 1/(1 — x) no Exemplo 1 e 
quatro de suas aproximações polinomiais. 


EXEMPLO 2 A série de potências 


1- 50-23 +30 Re a+ (4) 
combina com a Equação 2 com a =2, c,=1,c, ==1/2, c, = 1/4, ..., c, = (1/2). 
Essa é uma série geométrica com o primeiro termo 1 e razão r = — A 2 A série 
converge para X > Z|< lou0<x< 4. A soma é 
+= be 
1-r 14 X > 2 
assim 
=] A + (Dora, 0<x<4. 


A Série 4 gera aproximações polinomiais úteis de f(x) = 2/x para valores de x 
próximos de 2: 


Po(x) = 
Pro) = 1-50 2) =2-% 

2 
P% = 1 Za 2) + La 22 = 3 xix, 


e assim por diante (Figura 10.15). 


O exemplo a seguir ilustra como testamos a convergência de uma série de po- 
tências utilizando o teste da razão para vermos onde ela converge e onde ela diverge. 


EXEMPLO 3 Para quais valores de x as séries de potências a seguir convergem? 


Q dai x o x2 El 
(a) A 1) A x 2 + 3 
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29 aci x21 
O) 2D EXA 


Zx L e 
(e) 2 Ledo a 


(d) Snbf=1+x+ 2b2 + 3b6 +... 
n=0 


Solução Aplique o teste da razão à série > lu, , onde u, é o n-ésimo termo da série 
de potências em questão. (Lembre-se de que o teste da razão se aplica a séries com 
termos não negativos.) 


Un+1 n+1 
(a) 


Un 


da 
n+1 X 


n 
= xx 


A série converge absolutamente para |x| < 1. Ela diverge se |x| > 1 porque o n-ésimo 
termo náo converge para zero. Em x= 1, obtemos a série harmónica alternada 1 — 1/2 
+ 1/3 — 1/4 + +, que converge. Enx=—1, temos — 1 — 1/2 — 1/3 — 1/4 — +, o negativo 
da série harmônica, ela diverge. A série (a) converge para —1 < x = 1 e diverge em 
qualquer outro lugar. 


=l 0 1 


yxen+1 . 2n-1 
2n+1 xml 


Un+1 
Un 


= Ml += 1=28+1 
Zn+ 1 B o ooo mid 


(b) 


A série converge absolutamente para x? < 1. Ela diverge para x? > 1 porque o 
n-ésimo termo não converge para 0. Em x= 1 a série se torna 1 — 1/3 + 1/5 — 1/7 ++", 
que converge pelo teorema da série alternada. Ela também converge em x =—1 por- 
que é novamente uma série alternada que satisfaz as condições para convergência. 
O valor em x=—1 é o negativo do valor em x= 1. A série (b) converge para —1 =x 
< 1 e diverge em qualquer outro lugar. 


=l 0 1 


(e) Un+1 xti n [x| 0 wi n! 1-2:3-n 
S/C mtp x) nyI1”"PatodoX qi 1-2:3:n-(n+D) 
A série converge absolutamente para todo x. 
— €l; 
0 
ual |nm+ ho? | 
(d) w — nix = (n + D|x|— oo, a menos que x = 0. 
A série diverge para todos os valores de x, exceto x = 0. 
L >x 
0 


O exemplo anterior ilustrou como uma série de potências pode convergir. O 
próximo resultado mostra que se uma série de potências converge em mais do que 
um valor, então ela converge sobre um intervalo inteiro de valores. O intervalo pode 
ser finito ou infinito e conter uma, ambas, ou nenhuma das extremidades. Veremos 
que cada extremidade de um intervalo finito deve ser testada independentemente 
para convergência ou divergência. 


TEOREMA 18 — Teorema de convergência para séries de potências Sea 
o0 

série de potências Sax = @ + ax+ ax + ---convergeemx=cAo, 
n=0 


então ela converge absolutamente para todo x com |x|<!|c|. Se a série diverge 
em x= d, então ela diverge para todo x com lx] >|]. 


FIGURA 10.16 Convergência de Za x” 

em x = c implica convergência absoluta no 
intervalo —|c|< x <lcl; a divergência em 

x = d implica divergência para |x|>|dl. O 
corolário do Teorema 18 declara a existência 
de um raio de convergência R = 0. 
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Prova A prova usa o teste da comparação com a série dada comparada a uma série 
geométrica convergente. 
a 00 n = x A — 
Suponha que a série 2n=0 a,c” converge. Então lim, a,c” = 0 pelo teste 
do n-ésimo termo. Assim, existe um inteiro N tal que la," < 1 para todo n > N, 
portanto 


paran >N. (5) 


Agora tome qualquer x tal que |x|< |cl, de modo que |x|/|c|< 1. Multiplicar ambos 
os lados da Equação 5 por |x|” nos dá 
[xP 
[alix < (cn para n >N. 

Como |x/c|< 1, segue que a série geométrica 3-0 |x/c|! converge. Pelo teste da 
comparação (Teorema 10), a série ni la, | x” | converge, de forma que a série de 
potências original Erco a x" converge absolutamente para —|c|< x < |c| conforme 
afirmado pelo teorema. (Veja a Figura 10.16.) 

Agora suponha que a série be a, x” diverge em x = d. Se x é um número com 
|x|> |d| e a série converge em x, então a primeira metade do teorema mostra que 
a série também converge em d, contrário à nossa suposição. Sendo assim, a série 
diverge para todo x com |x|>|dl. 


Para simplificar a notação, o Teorema 18 lida com a convergência da série da 
forma Za x”. Para as séries da forma Za (x — a)”, podemos substituir x — a por x' e 
aplicar os resultados à série Za (x). 


Raio da convergência de uma série de potências 


O teorema que acabamos de provar e os exemplos que estudamos nos levam 
a concluir que uma série de potências Xc, (x — a)” se comporta de uma dentre três 
maneiras possíveis. Ela pode convergir somente em x = a, convergir em toda parte 
ou convergir em algum intervalo do raio R centrado em x = a. Provamos isso no 
corolário do Teorema 18. 


COROLÁRIO DO TEOREMA 18 A convergência da série Zc,(x— a)" é descrita 
por um dos três casos a seguir: 


1. Existe um número positivo R tal que a série diverge para x com |x — a|> R, 
mas converge absolutamente para x com lx—al<R. A série pode ou náo 
convergir em uma das extremidades x=a=Rex=aw+R. 


2. A série converge absolutamente para todo x (R =00). 
3. A série converge em x = a e diverge em todos os outros pontos (R = 0). 


Prova Consideramos primeiro o caso em que a = 0, de forma que temos uma série 
de potências Èpo c,x" centrada em 0. Se a série converge em toda parte, estamos 
no Caso 2. Se ela convergir somente em x = 0, então estamos no Caso 3. Em outras 
situações, existe um número d diferente de zero tal que prado c,d” diverge. Seja S o 
conjunto de valores de x para os quais Eni c x” converge. O conjunto S não inclui 
nenhum x com |x| > |d|, uma vez que o Teorema 18 implica que a série diverge em 
todos esses valores. Assim, o conjunto S é limitado. Pela propriedade de completude 
dos números reais (Apéndice 7), S tem um menor limitante superior R. (Este é o 
menor número com a propriedade de que todos os elementos de S sáo menores ou 
iguais a R.) Uma vez que náo estamos no Caso 3, a série converge em algum número 
b #0 e, pelo Teorema 18, também no intervalo aberto (— lal, |b h. Portanto, R > 0. 

Se|x|< R, então existe um número c em S com |x|< c< R, uma vez que de outra 
forma R não seria o menor limitante superior para S. A série converge em c, uma vez 
que ces, portanto pelo Teorema 18 a série converge absolutamente em x. 
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Agora suponha que |x|> R. Se a série converge em x, então o Teorema 18 im- 
plica que ela converge absolutamente no intervalo aberto (xl, |x)), de forma que S 
contém esse intervalo. Como R é um limitante superior para S, segue que lx] <R, o 
que é uma contradição. Portanto, se |x| > R, então a série diverge. Isso prova o teo- 
rema para séries de potências centradas em a = 0. 

Para uma série de potências centrada em um ponto arbitrário x = a, definimos 
x'=x-— a e repetimos o argumento acima substituindo x por x”. Uma vez que x' = 0, 
quando x = a, a convergência da série Na [EM em um intervalo aberto de raio 
R centrado em x' = 0 corresponde à convergência da série No lc, (e — ay" em um 
intervalo aberto de raio R centrado em x = a. 


R é denominado raio de convergência da série de potências, e o intervalo de 
raio R centrado em x = a é denominado intervalo de convergência. O intervalo 
de convergência pode ser aberto, fechado ou semiaberto, dependendo da série em 
particular. Nos pontos x com |x — a|< R, a série converge absolutamente. Se a série 
converge para todos os valores de x, dizemos que seu raio de convergência é infini- 
to. Se ela converge somente em x = a, dizemos que seu raio de convergência é zero. 


Como testar uma série de potências para convergência 
Teste cada extremidade do intervalo | 
(finito) de convergência. 1. Utilize o teste da razão (ou teste da raiz) para encontrar o intervalo onde a 


série converge absolutamente. Geralmente, esse é um intervalo aberto 
Ix—al<R ou  a=R<x<aw+R. 

2. Seo intervalo de convergência absoluta é finito, teste para convergência ou 
divergência de cada extremidade, conforme os Exemplos 3a e 3b. Utilize um 
teste de comparação, o teste da integral ou o teste da série alternada. 

3. Seo intervalo de convergência absoluta éa —-R<x<a+R, a série diver- 


ge para |x — a| > R (ela nem mesmo converge condicionalmente) porque o 
n-ésimo termo não se aproxima de zero para esses valores de x. 


Operações em séries de potências 


Na intersecção de seus intervalos de convergência, duas séries de potências 
podem ser adicionadas e subtraídas termo a termo, da mesma forma que as séries 
de constantes (Teorema 8). Elas podem ser multiplicadas da mesma forma que mul- 
tiplicamos polinômios, mas geralmente limitamos a computação do produto aos 
primeiros termos, que são os mais importantes. O resultado a seguir nos dá uma 
fórmula para os coeficientes no produto, mas omitimos a prova. 


TEOREMA 19 — Teorema da multiplicação de séries para séries de potências 


Se A(x) = Eno ax” e B(x) = Eho bx” convergem absolutamente para 
lx] <R, e 


n 
G = aobh + abra + 2-2 +: + an abr + ando = È abk, 
então 2p=0 cx” converge absolutamente para A(x)B(x) para |x| < R: 


(2e): (Boo) - Joe 


Encontrar o coeficiente geral c, no produto de duas séries de potências pode ser 
muito tedioso e o termo pode ser volumoso. A seguinte computação fornece uma 
ilustração de um produto onde encontramos os primeiros termos através da multi- 
plicação dos termos da segunda série por cada termo da primeira série: 
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n 
2 x 
=(1+x+ x? 4 Mx 2 + 3 -| Multiplique a segunda série... 
2 3 3 4 5 
xX x 2 X X 3 X X 
+ Ea E A as a, O as E pi 
(x- 54% Jue 6. )efe- 50% ) 
por 1 por x por x? 
2 3 
= X+ 5 + = Ta e junte as quatro primeiras potências. 


Podemos ainda substituir uma função fx) por x em uma série de potências 
convergente. 


TEOREMA 20 Se © o ax converge absolutamente para |x| < R, então 
n=0 4; 
Eo a (fix y converge absolutamente para qualquer função contínua f em 
n=0 4, 


Y6)]<R. 


Como 1/(1—x)= Èpo x" converge absolutamente para |x|< 1, segue do Teorema 20 
que 1/(1— 42) = Èp o (4?) converge absolutamente para |4x2]< 1 oulx|< 1/2. 

Um teorema do cálculo avançado diz que uma série de potências pode ser deri- 
vada termo a termo em cada ponto interior de seu intervalo de convergência. 


TEOREMA 21 — Teorema da derivação termo a termo Se 2c,(x— a)” pos- 
sui um raio de convergência R > 0, isso define uma função 


f0) = Y a(x — a)” no intervalo a-R<x<a+R. 
n=0 


Essa função f possui derivadas de todas as ordens dentro do intervalo, e 
obtemos as derivadas através da derivação da série original termo a termo: 


f'09) = > n(x - ar, 


f"09 = Xn- Daix- ar, 


n=2 


e assim por diante. Cada uma dessas séries derivadas converge em todo ponto 
do intervalo a—R<x<aw+R. 


EXEMPLO 4 Encontre a série para f(x) e f'(x) se 


fO == lex AH 
oo 
=x, -1l<x<1 
n=0 


Solução Derivamos a série de potências à direita termo a termo: 


P= 1+ 2x+ 3X + 4X +--+ nxit +... 
= Sn =lex<k 
n=1 
ro= > 2+ 6x+ 12x? +- + n(n- Dx 2 +- 


= nn- 1x2, -1<x<1 
n=2 
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cl” 


p. T 


2n+ 1 


Cuidado A derivação termo a termo pode não funcionar para outros tipos de sé- 
ries. Por exemplo, a série trigonométrica 


2 sen(n!x) 
2 n? 


converge para todo x. Mas se derivarmos termo a termo chegamos à série 
Y, n!cos(n!x) 
n=1 n? 


, 


que diverge para todo x. Essa náo é uma série de poténcias, já que náo é a soma das 
potências positivas inteiras de x. 


E também verdade que uma série de potências pode ser integrada termo a termo 
ao longo de todo o seu intervalo de convergência. Esse resultado é provado em um 
curso mais avançado. 


TEOREMA 22 — Teorema da integração termo a termo Suponha que 


f% = 2x = a)" 


converge para a— R<x<a+R(R> 0). Então 
= Mean 


2,6  n+1. 


converge para a=R<x<a+Re 
( qe ay 


fO d= 26 n+ 1 +6 


paraa—-R<x<a+R. 


EXEMPLO 5 Identifique a função 


(— plo calo Nel x5 
-5 2n+ 1 a 


-l=x<l 


Solução Derivamos a série original termo a termo e obtemos 
Pos l= Ras — |<x< 1. Teorema 21 


Essa é uma série geométrica com o primeiro termo 1 e razão —x?, portanto 


, 1 1 
JO qo La 


Podemos agora integrar f(x) = 1/(1 + x?) para obtermos 


dx — 
5=tg!x+C. 


A série para f(x) é zero quando x = 0, portanto C = 0. Consequentemente, 


3 5 7 
1069) = x RA = += tx -=1<x=< 1. (6) 


Pode ser demonstrado que a série também converge para tg ! x nas extremidades 
x= +], mas omitimos a prova. 


Note que a série original no Exemplo 5 converge nas duas extremidades do 
intervalo de convergência original, mas o Teorema 22 pode garantir a convergência 
da série derivada somente dentro do intervalo. 


Intervalos de convergência 


Nos Exercícios 1-36, (a) encontre o raio e o intervalo de convergên- 
cia da série. Para quais valores de x a série converge (b) absoluta- 
mente? E (e) condicionalmente? 


1. 


10. 


21. 


22. 


Exercícios 10.7 


00 
> 
n=0 

00 


Six + 5) 


n=0 
(Dx + 1)” 


A (Bx- 2) 
Y == 


Ae + (=D). (x+ 1M? 


=1" Et 


2)" 
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EXEMPLO 6 A série 


e a 2_ 43 
E: 1-t+t t+ 


converge no intervalo aberto —1 <t< 1. Sendo assim, 


x 2 3 4 
1 Prot 
(+= f dt=t + +- 
MES: 2'3 4 
2 3 
XxX X x 
ii E a 
ou 
o (1) 1x" 
In(1 +49 = y e e l<x<l 


n=1 


51 


Teorema 22 


Pode ser também demonstrado que a série converge em x = 1 ao número ln 2, 


mas isso não é garantido pelo teorema. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


23. 


24. Sin nx” 


26. Dnl(x— 4 
n=0 


o0 (- DM" Hx + 2) 

25. nx T E A2R 
E (1)x0 à Ao oe 
>, n! 28. (=2)n + 1(x- 1)" 
n=0 E 
S zayn as n Pegue as informações necessárias 
E n! 29. x sobre > 1/(n(In n)?) da Seção 

, 3 n(Inn)? 10.3, Exercicio 55. 
LS 
> A O y Pegue as informações necessárias 
n=1 30. ` ninn sobre 51/(n In n) da Seção 10.3, 
S (x- 1" n=2 Exercício 54. 
E Py di S (4x — 5) a Seco (3x + ye 
00 x" =| n32 & 2n+2 
> Vn? +3 SA 
figa oo 
> A 3 3:5 --(2n + 1) 
& Vn+3 34. > gi 
z n2. 20 
A n(x + 3) iS 
2 35. Y 1+2+3+-:+n » 
Ru = 38d +n? 
—— Y 

DRE 36. 3(Vn+1i- vox 3 
> Vx" Nos Exercícios 37-40, encontre o raio de convergência da série. 
4 3 oo 
n=0 n! 

37 x” 
SV + 5)" à Aa 
n=1 > 2-4-6---(2n) Ye 

38 412:5-8:-Gn- 1) 

a S a 
39. a 40. > 1) x 


(Sugestão: aplique o teste da raiz.) 
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Nos Exercícios 41-48, utilize o Teorema 20 para encontrar o interva- 
lo de convergência da série e, dentro desse intervalo, a soma da série 
como uma função de x. 


[8,9] 00 n 
41. 3x 45. ES = 1) 

n= n=0 
42. Y (e*-— 4) 46. »(Inx” 

n=0 n=0 

S x- 1% S (e + 2y 
43. 47. 

>. E 

E (x+ 17 > E - L)! 
44. AH 48. E OE 

y n=0 2 
Teoria e exemplos 
49. Para quais valores de x a série 


50. 


51. 


52. 


1 5 (x 3) +0 pas ( 


converge? Qual é sua soma? Qual série você obtém se derivar 
a série dada termo a termo? Para quais valores de x a nova 
série converge? Qual é sua soma? 


Se você integrar termo a termo a série do Exercício 49, qual 
nova série você obtém? Para quais valores de x a nova série 
converge? E qual é o outro nome para sua soma? 
A série 
senx = x x. t x Era 
3 5 Nº 9 11 


converge para sen x para todo x. 


a. Encontre os seis primeiros termos de uma série para cos x. 
Para quais valores de x a série deve convergir? 

b. Substituindo x por 2x na série para sen x, encontre uma 
série que convirja para sen 2x para todo x. 

c. Utilizando o resultado no item (a) e a multiplicação de 
séries, calcule os seis primeiros termos de uma série para 
2 sen x cos x. Compare sua resposta com a resposta no 
item (b). 


A série 


e*=1+x+ 
converge para e* para todo x. 


a. Encontre a série para (d/dx) e*. Você obtém a série para e”? 
Explique sua resposta. 


10.8 


Jo gree 


53. 


54. 


55. 


56. 


Séries de Taylor e de Maclaurin 


b. Encontre uma série para f e“ dx. Você obtém a série para e”? 
Explique sua resposta. 


e. Substitua x por —x na série para e“ para encontrar uma série 
que convirja para e * para todo x. Em seguida, multiplique 
a série para e*e e * para encontrar os seis primeiros termos 
de uma série para e * + e”. 

A série 

62x? 


E. De. IX, o 
15 315 ` 2835 ` 


tgx=x+ 3 4 


converge para tg x para 7/2 < x < 7/2. 


a. Encontre os cinco primeiros termos da série para In [sec x]. 
Para quais valores de x a série deve convergir? 


b. Encontre os cinco primeiros termos da série para sec? 


Para quais valores de x a série deve convergir? 


X. 


c. Confira seu resultado no item (b) elevando ao quadrado a 
série dada para sec x no Exercício 54. 


A série 


secx = 14 | Xx X + 


converge para sec x para —7/2 < x < 7/2. 

a. Encontre os cinco primeiros termos de uma série de potên- 
cias para a função In |sec x + tg x|. Para quais valores de x a 
série deve convergir? 

b. Encontre os quatro primeiros termos de uma série para 
sec x tg x. Para quais valores de x a série deve convergir? 


c. Confira seu resultado no item (b) multiplicando a série 
para sec x pela série dada para tg x no Exercício 53. 

Unicidade da série de potências convergente 

a. Mostre que se duas séries de potências È p-o axe Ei bx” 
são convergentes e iguais para todos os valores de x em um 
intervalo aberto (~c, c), então a, = b, para todo n. (Sugestão: 

. [oe] oo . 

seja f(x) = Xn=04,x" =È n=0 b,x". Derive termo a termo para 
mostrar que tanto a, quanto b, são iguais a £(0)/(m!).) 

b. Mostre que se DO a,x" = 0 para todo x em um intervalo 
aberto (~c, c), então a, = 0 para todo n. 


Soma da série Y p-p(n/2”) Para encontrar a soma dessa 
série, expresse 1/(1 — x) como uma série geométrica, derive 
ambos os lados da equação resultante em relação a x, multi- 
plique ambos os lados do resultado por x, derive novamente, 
multiplique por x novamente e faça x igual a 1/2. O que você 
obtém? 


Esta seção mostra como as funções que são infinitamente deriváveis geram sé- 
ries de potências chamadas de séries de Taylor. Em muitos casos, essas séries podem 
fornecer aproximações polinomiais das funções geradoras. Por serem usualmente 
utilizadas por matemáticos e cientistas, as séries de Taylor são consideradas como 
um dos mais importantes tópicos deste capítulo. 


Representações das séries 


Sabemos a partir do Teorema 21 que, dentro de seu intervalo de convergência, 
a soma de uma série de potências é uma função contínua com derivadas de todas 
as ordens. Mas e quanto ao oposto? Se uma função f(x) tem derivadas de todas as 
ordens em um intervalo /, ela poderá ser expressa como uma série de potências em 
ND Se puder, quais serão seus coeficientes? 


BIOGRAFIAS HISTÓRICAS 


Brook Taylor 
(1685-1731) 


Colin Maclaurin 
(1698-1746) 


[2] 
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Podemos responder à última questão prontamente se assumirmos que f(x) é a 
soma de uma série de poténcias 


fO 2, a(x = a)" 


æ + a(x — a) + a(x— a)? +--+ a(x- a} +- 


com um raio de convergência positivo. Repetindo a derivação termo a termo dentro 
do intervalo de convergência /, obtemos 


f'09 = a + 2Za(x— a) + 3az(x a)? + “+ na(X- ari + e 
$") = 1-22, + 2- 3a4x— a) + 3-4a(x— a)? +, 
f"(9 = 1-2: 3a + 2:3- 4a(x-— a) + 3-4-5as(x-— a)? +---, 


com a n-ésima derivada, para todo n, sendo 
fx) =n!a, + a soma de termos com (x — a) como um fator. 
Uma vez que essas equações são todas válidas em x = a, temos 
Foa Obi fa)=12:3, 
e, em geral, 
fa) = na,. 


Essas fórmulas revelam um padráo nos coeficientes de qualquer série de po- 
téncias Dio a (x— a)” que converge aos valores de fem / (“representa fem 7”). Se 
existir essa série (ainda uma questão em aberto), então haverá somente uma série 
desse tipo, e seu n-ésimo coeficiente será 


fa) 
Mn 
Se f tiver uma representação em série, então a série deverá ser 
f"(a) 
509 =f(a) + F'(ax— a) + (x-a? 
Wa) 
FE (X= a) Cap e (1) 


Mas se começarmos com uma função arbitrária fque é infinitamente derivável em 
um intervalo / centrado em x = a e usarmos para gerar a série na Equação 1, será que a 
série então irá convergir para fx) para cada x no interior de 7? A resposta é talvez — para 
algumas funções, isso ocorrerá, mas para outras funções, não, conforme veremos. 


Séries de Taylor e de Maclaurin 


A série à direita da Equação 1 é a mais importante e útil que iremos estudar 
neste capítulo. 


DEFINIÇÕES Seja fuma função com derivadas de todas as ordens em algum 
intervalo contendo a como um ponto interior. Então, a série de Taylor gerada 
porfemx=aé 


00 (k) Y 
Pa- ao + fia a+ a a? 
=0 . H 
(n) 
+... jd o. (x-a bs, 
A série de Maclaurin gerada por fé 

oo (k) 7 (n) 
so e = $10) + $'(0)x + Í 2 XxX ++ O o hos, 


a série de Taylor gerada por fem x = 0. 
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A série de Maclaurin gerada por f costuma ser simplesmente chamada de série 
de Taylor de f. 


EXEMPLO 1 Encontre a série de Taylor gerada por fx) = 1/x em a = 2. Onde, se 
em algum lugar, a série converge para 1/x? 


Solução Precisamos encontrar (2), f(2), f(2), ... Tomando as derivadas, temos 
fo=xXL O=, F'0) = 2103,..., SOM) = CDn CD, 


de forma que 


1 g 1 fF" 1 902 (1) 
f(2) = 21 = 2 f (2) = 2 21 = 73 = > Fara n! = yI . 
A série de Taylor é 
Y 2 (n) 2 
arpa gs Ela a+ + E 2 
= 2 =P 2 =3 n 
= 5 da 22 + (x 3 ) sm ato + 


Essa é uma série geométrica com o primeiro termo 1/2 e razão r = —(x — 2)/2. 
Ela converge absolutamente para lx—2|<2 e sua soma é 


1/2 o 1 a 
1+(x-2/2 2+(x-2 * 


Nesse exemplo, a série de Taylor gerada por Ax) = 1/x em a = 2 converge para 
1/x para |x — 2|< 2 0u0<x<4. 


Polinómios de Taylor 


A linearização de uma função derivável fem um ponto a é o polinômio de grau 
um dado por 


PO) =ha)+f(a) (x — a). 


Na Seção 3.11 utilizamos essa linearização para aproximar f(x) em valores de x 
próximos de a. Se f tem derivadas de ordem superior em a, então ela terá também 
aproximações polinomiais, uma para cada derivada disponível. Esses polinômios 
são denominados polinômios de Taylor de f. 


DEFINIÇÃO Seja fuma função com derivadas de ordem k para k= 1,2,...,N 
em algum intervalo contendo a como um ponto interior. Então, para qualquer 
inteiro n de 0 a N, o polinômio de Taylor de ordem n gerado por f em x = a 
é o polinômio 


Pao = (3) + Fte a + TR apa 
(k) (n) 
+Í na (x-a +- yi (x- a)". 


Falamos de um polinômio de Taylor de ordem n em vez de grau n porque 
f ™(a) pode ser zero. Os dois primeiros polinômios de Taylor de fx) = cos x em 
x = 0, por exemplo, são P œx) = 1 e P¡(x)= 1. O polinômio de Taylor de primeira 
ordem tem grau zero, não um. 

Assim como a linearização de fem x = a fornece a melhor aproximação linear 
de fao redor de a, os polinômios de Taylor de maior ordem fornecem as “melhores” 
aproximações de polinômios de seus respectivos graus. (Veja o Exercício 40.) 


FIGURA 10.17 Gráfico de fix) = e* e seus 
polinômios de Taylor 


P @œ@)=1+x 
Po)=1+x (12/21) 


P(a)=1+x (2/21) + (19/31) 
Note a proximidade dos gráficos perto do 
centro x = 0 (Exemplo 2). 


Capítulo 10 Sequéncias e séries infinitas 55 


EXEMPLO 2 Encontre a série de Taylor e os polinômios de Taylor gerados por 
fx) =e emx=0. 


Solução Como f ™(x) = e e f ™(0) = 1 para todo n = 0, 1, 2, ..., a série de Taylor 
gerada por fem x = 0 (veja a Figura 10.17) é 


n (n) 
fO fox E Dea ij 
=1+ oa ++ 


Essa é também a série de Maclaurin para e*. Na próxima seção, veremos que a 
série converge para e* em todo x. 
O polinômio de Taylor de ordem nem x = 0 é 


2 n 
X apai 


PO) =1+x+5 tin 


EXEMPLO 3 Encontre a série de Taylor e os polinômios de Taylor gerados por 
fix)=cosxemx=0. 


Solução O cosseno e suas derivadas são 


fx% = COS x, f(x = —senx, 
f" = — COSX, 1969 = senx, 
FDO = (D osx FDO =D" enx. 


Em x = 0, os cossenos são 1 e os senos são 0, portanto 
JOOQ=61, f=0. 
A série de Taylor gerada por fem 0 é 


7 m (n) 
PO a PO. O 


f(O + f'(0)x + 5 + 3 Xq. 
=1+ TE 0:84 ++ SA 
00 (— 1) 
“É Quo 


Trata-se também da série de Maclaurin para cos x. Observe que somente potên- 
cias pares de x ocorrem na série de Taylor gerada pela função de cosseno, o que é 
consistente com o fato de que se trata de uma função par. Na Seção 10.9, veremos 
que a série converge para cos x em todo x. 

Como f®”+D(0) = 0, os polinômios de Taylor de ordens 27 e 2n + 1 são idénticos: 


x 
(2n)! ` 


2 4 
P>(xX) = Pa+1(X%X = 1 5 + q -+ ah 


A Figura 10.18 mostra o quão bem esses polinômios aproximam f(x) = cos x 
perto de x = 0. Somente as partes à direita do gráfico são dadas, uma vez que os 
gráficos são simétricos em relação ao eixo y. 
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FIG 


contínua de y = e” 


2 -1 0 1 2 


URA 10.19 O gráfico da extensão 
1% é tão plano na origem 


que todas as suas derivadas nesse ponto 


são 


zero (Exemplo 4). Sendo assim, sua 


série de Taylor não é a própria função. 


Exercícios 10.8 


Encontrando polinômios de Taylor 


FIGURA 10.18 Os polinômios 


n (— 1) xx 


Pao) = Y, TE 


convergem a cos x conforme n — oo. Podemos deduzir o comportamento de 
cos x arbitrariamente longe somente a partir do conhecimento dos valores do 
cosseno e suas derivadas em x = 0 (Exemplo 3). 


EXEMPLO 4 Pode-se mostrar (embora não facilmente) que 


0, =0 
fO = (eve x* 0 


(Figura 10.19) tem derivadas de todas as ordens em x = 0 e f ™(0) = O para todo n. 
Isso significa que a série de Taylor gerada por fem x = 0 é 


m (n) 
PO o. NO, 


21 .. ni X +... 


=0+0:x+ 0:x2+ + 0:x0 +... 
=0+0+--+0+.-... 


f(0) + $'(0)x+ 


A série converge para todo x (sua soma é 0), mas converge para f(x) somente em 
x = 0. Isto é, a série de Taylor gerada por f(x) neste exemplo não é igual à própria 
função f(x). 


Duas questões ainda permanecem. 


1. Para quais valores de x podemos normalmente esperar que uma série de Taylor 
convirja para sua função geradora? 


2. Com que precisão os polinômios de Taylor de uma função se aproximam da 
função em dado intervalo? 


As respostas são fornecidas pelo teorema de Taylor na próxima seção. 


Encontrando séries de Taylor em x =0 (séries de Maclaurin) 


Nos Exercícios 1-10, encontre os polinômios de Taylor de ordens 0, Encontre a série de Maclaurin para as funções nos Exercícios 11-22. 
1,2 e 3 gerados por fem a. 1. ex 15. sen 3x 

1. /f()=e*,a=0 6. f(00)=1/(x+2),a=0 x 

2. fx)=senx,a=0 7. f(x) = sen x, a = 7/4 educ ga 890 2 

3. f()=Inx,a=1 8. fŒ)= tgx, a = 7/4 13. —} 17. 7 cos (~) 

4. fO)=In(l+x),a=0 9. fo)=VXa=4 1+x 

5. fa)=1x, a=2 10. Aa)=V1=xa=0 14, 2+X 18. 5 cos mx 


E 
19. coshx= E + e 21. 2288144 
. senn x = P] A X+ T 


Encontrando séries de Taylor e de Maclaurin 
Nos Exercícios 23-32, encontre a série de Taylor gerada por f em 
x=a. 
23. f&)=x—2x+4,4a=2 
24. f(0)=2+x2+3x-8,0=1 
25. J= tr tham 
26. fŒ) =3x -x +2 +x? 
27. fœ@)=1%x,a=1 
28. f(x)=1(1—x),a=0 
29. fo)-e,a=2 
30. f0)=25a=1 
31. f(x)=cos (2x + (7/2)), a = 1/4 
32. f)=Vx+ La=0 


Nos Exercícios 33-36, encontre os três primeiros termos diferentes 
de zero da série de Maclaurin para cada função e os valores de x 
para os quais a série converge absolutamente. 


33. flx)=cosx— (Q/(1—x)) 
34. f(0)=(1-x+x)e" 

35. f(x) = (sen x) In (1 +x) 
36. f()= xsen?x 


2,a=-1 


Teoria e exemplos 
37. Utilize a série de Taylor gerada por e* em x= a para mostrar que 


fi (X— a)? fi 
1 21 T 


e= ef +t (x-a) 


10.9 
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38. (Continuação do Exercicio 37.) Encontre a série de Taylor ge- 
rada por e* em x = 1. Compare sua resposta com a fórmula no 
Exercício 37. 


39. Suponha que f(x) tenha derivadas até ordem n em x = a. Mos- 
tre que o polinômio de Taylor de ordem n e suas n primeiras 
derivadas têm os mesmos valores que fe suas n primeiras de- 
rivadas têm em x =a. 

40. Propriedades de aproximação dos polinômios de Taylor 
Suponha que f(x) seja derivável em um intervalo centrado em 
x= q e que g(x) = b) + b,¡(x— a) ++ +b,(x— a)” seja um 
polinômio de grau n com coeficientes constantes b,, ..., D,. Seja 
E(x) = f(x) — g(x). Mostre que se impusermos em g as condições 
i) E(a)=0 
iD li E(x) 
ii) ele (x= a)” 


O erro de aproximação é zero em x =a. 


— O erro é insignificante quando 
comparado a (x — a)”. 


então 


909 =$) +5 a) + ER ap 


fa) 


n! 


+ (x= a)”. 
Dessa forma, o polinômio de Taylor P (x) é o único polinômio 
de grau menor ou igual a n cujo erro é zero em x =a e insigni- 
ficante quando comparado com (x — a)”. 

Aproximações quadráticas O polinômio de Taylor de ordem 2 

gerado por uma função duas vezes derivável f(x) em x = a é chama- 

do de aproximação quadrática de fem x = a. Nos Exercícios 41-46, 

encontre (a) a linearizagáo (polinômio de Taylor de ordem 1) e (b) a 

aproximação quadrática de fem x = 0. 


41. f(x) =1n (cos x) 44. f(x)= cosh x 
42. f(x) — ex 45. f(x)=senx 
43. fo)=1/V1 — x? 46. fO)=tgx 


Convergência de séries de Taylor 


Na última seção, perguntamos quando podemos esperar que uma série de 
Taylor para uma função convirja para aquela função (geradora). Responderemos a 
essa questão nesta seção, com o seguinte teorema. 


TEOREMA 23 — Teorema de Taylor 
f, f", -f ™® forem contínuas no intervalo fechado entre a e b, e f( for derivá- 
vel no intervalo aberto entre a e b, entáo existe um número c entre a e b, tal que 


Se f e suas primeiras n derivadas 


f") 


F(b) = f(a) + f(ab- a) + = ba 
ua irado dO E 
pa ii qa pi ana 


O teorema de Taylor é uma generalização do teorema do valor médio (Exerci- 
cio 45). Há uma prova para o teorema de Taylor ao término desta seção. 

Quando aplicamos esse teorema, geralmente desejamos manter o valor de a 
fixo e tratar b como uma variável independente. A fórmula de Taylor é mais fácil de 
ser utilizada em circunstâncias como essa se substituirmos b por x. Aqui está uma 
versão do teorema com essa alteração. 
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Fórmula de Taylor 
Se f tem derivadas de todas as ordens em um intervalo aberto 7 contendo a, 
então para cada inteiro positivo n e para cada x em /, 


f09 = f(a) + f(alx— a) q iiy a)? + 
Pa Ma 
d a+ RO, (1) 
onde 
FUE) 
R(X) = mF D! (x— at! paraalgumcentreaex. (2) 


Quando enunciamos o teorema de Taylor dessa forma, ele nos diz que para 
cada x e l, 


FO) =P, (0) +R,(o). 


A função R (x) é determinada pelo valor da (n+ 1)-ésima derivada f"*D no ponto c que 
depende tanto de a quanto de x e que está em algum ponto entre eles. Para qualquer valor de 
n que desejarmos, a equação nos dá tanto uma aproximação polinomial de f daquela ordem, 
quanto uma fórmula para o erro envolvido no uso daquela aproximação sobre o intervalo 7. 

A Equação 1 é chamada fórmula de Taylor. A função R (x) é denominada res- 
to de ordem z ou termo do erro para a aproximação de f por P (x) sobre 7. 


Se R,(x) — 0 conforme n — oo para todo x e Z, dizemos que a série de Taylor 
gerada por fem x = a converge para fem J, e escrevemos 


(k) 
id Sa ax. 


Sempre podemos estimar o valor de R, sem saber o valor de c, conforme ilustra 
o exemplo a seguir. 


EXEMPLO 1 Mostre que a série de Taylor gerada por f(x) = e* em x = 0 converge 
para f(x) para todo valor real de x. 


Solução A função tem derivadas de todas as ordens no intervalo 7 = (—oo, 00). As 
Equações 1 e 2 com f(x) = e* e a = 0 resultam em 


Polinômio da Seção 10.8, 


x2 
e=1+x+>5 Exemplo 2. 


x 
21 +o + Al + Rx) 
= e n+1 
ROO = y 
Como e* é uma função crescente de x, e° está entre e? = 1 e e*. Quando x é nega- 
tivo, c também é, e e° < 1. Quando x é zero, e” = 1 e R,(x) = 0. Quando x é positivo, 
c também é, e e° < e*. Desse modo, para R (x) dado acima, 


para algum c entre O e x. 


| Bi 
| R(X) | = (n+ D! quando x = 0, e <] 
e 
[ROS | < a D! quando x > 0, e<e 
Por fim, uma vez que 
xn+l 
dim, min” = 0 para todo x, Seção 10.1, Teorema 5 


lim R,(x)=0, e a série converge para e* para todo x. Assim, 
n=,00 


E= >) =l1+xt>5+ ++. (3) 


| O número e como uma série 


00 
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Podemos utilizar o resultado do Exemplo 1 com x= 1 para escrever 
1 1 
e=1+ E Td Rad), 
onde, para algum centre 0 e 1, 


1 3 
MDI n+ Dr 


e<e<3 


Ri(1) = el 


Estimando o resto 


Frequentemente é possível estimar R (x) como fizemos no Exemplo 1. Esse método 
de estimativa é tão conveniente que o consideramos um teorema para referência futura. 


TEOREMA 24 — Teorema da estimativa do resto Se existir uma constante 
positiva M tal que |fC*D(f)| = M para todo t entre x e a, inclusive, então o ter- 
mo do resto R (x) no teorema de Taylor satisfaz a desigualdade 


[x= a"i 
(n + 1)! 


Se essa desigualdade for válida para todo n e as outras condições do teo- 
rema de Taylor forem satisfeitas por f, então a série converge para flx). 


IRO] = M 


Os dois próximos exemplos utilizam o Teorema 24 para mostrar que as séries 
de Taylor geradas pelas funções de seno e cosseno, na verdade, convergem às pró- 
prias funções. 


EXEMPLO 2 Mostre que a série de Taylor para sen x em x = 0 converge para todo x. 


Solução A função e suas derivadas são 


fÍ = sen x, fF = Cos x, 
160 == — sen x, f" Z — COS X, 
¡0% = (“sx f+% = (-D*cosx, 


portanto 
fO) =0 e fkt D(0) = E DA. 
A série tem somente termos de ordem ímpar e, para n = 2k + 1, o teorema de 
Taylor dá 
3 5 yk 2k+1 
e, xX (Dx 
HR ga (k + D! 


+ Ræ+1(%). 


Todas as derivadas de sen x possuem valores absolutos menores ou iguais a 1, de 
forma que podemos aplicar o teorema da estimativa do resto com M= 1 para obter 


[Ra+109| = 1: 
A partir do Teorema 5, Regra 6, temos (|x/*"2/(2k + 2)!) — 0 quando k — oo, 


qualquer que seja o valor de x, de forma que R,,. (x) — 0 e a série de Maclaurin 
para sen x converge para sen x para todo x. Portanto, 


00 (Dee x£ x x 
snx= RED TT I SAt (4) 


EXEMPLO 3 Mostre que a série de Taylor para cos x em x = 0 converge para 
cos x para todo valor de x. 


Solução Adicionamos o resto ao polinômio de Taylor para cos x (Seção 10.8, Exem- 
plo 3) para obtermos a fórmula de Taylor para cos x com n= 2k: 
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2 4 2k 
XE X kX 
+ + (DK + RO). 
2 4 (D ragi + aos 

Como as derivadas do cosseno têm valores absolutos menores ou iguais a 1, o 
teorema da estimativa do resto com M = 1 dá 


cosx = 1 


peido 


Para todo valor de x, R,,(x) — 0 conforme k — oo. Portanto, a série converge 
para cos x para todo valor de x. Assim, 


x (-Dx* xL xL e 
cosx= 2 ~=! ES (5) 


Utilizando a série de Taylor 


Como toda série de Taylor é uma série de potências, as operações de adição, 
subtração e multiplicação das séries de Taylor são todas válidas na intersecção de 
seus intervalos de convergência. 


EXEMPLO 4 Utilizando séries conhecidas, encontre os primeiros termos da série 
de Taylor para a função determinada, utilizando operações de séries de potências. 


(a) arty cos x) (b) ecos x 
Solução 
1 2 ï xX xt k xk 
(a) Z@+ xas% = 2x+ 3x1 xt + (-1 ut 
= 1 L à 
33º "34 
a. xX 
* 6" 


= X ph gprs 
(b) etcosx = 3! + 4! ii ) Multiplique a primeira 


série por cada termo da 


2 d: ros 
(1-5 +=) segunda série 


2 33 5 A y5 6 
X ds 
= 1+x- E = 6 + 

Pelo Teorema 20, podemos utilizar a série de Taylor da função f para encontrar 
a série de Taylor de flu(x)) onde u(x) é qualquer função contínua. A série de Taylor 
resultante dessa substituição irá convergir para todo x tal que u(x) fica dentro do inter- 
valo de convergência da série de Taylor de f. Por exemplo, podemos utilizar a série de 
Taylor para cos 2x substituindo 2x por x na série de Taylor para cos x: 


2 (-1K292 (292 (20 (29° TE 
osx= 2 o Tl A toa TA paras 
1 2x2 2 Me 
2 "40 6 
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EXEMPLO 5 Para quais valores de x podemos substituir sen x por x — (17/31) com 
um erro de magnitude inferior a 3 X 1074? 


Solução Aqui podemos tirar vantagem do fato de que a série de Taylor para sen x é 
uma série alternada para todo valor de x diferente de zero. De acordo com o teorema 
da estimativa de séries alternadas (Seção 10.6), o erro no truncamento 


51.35 
E: E 
depois de (x2/3!) não é maior que 
a e 
5! 120" 


Portanto o erro será menor ou igual a 3 X 10 se 


5 
Xx 
xP <3X 104 ou |x] < 5 360 x 104 = 0,514. Arrendondado para 


120 menos, por segurança 


O teorema da estimativa de séries alternadas nos diz algo que o teorema da es- 
timativa não diz: que a estimativa x — (1/31) para sen x é uma subestimativa quando 
x é positivo, porque então x5/120 é positivo. 

A Figura 10.20 mostra o gráfico de sen x, junto com os gráficos de um número 
de seus polinômios aproximadores de Taylor. O gráfico de P,(x) =x — (3/3!) é qua- 
se indistinguível do gráfico da curva seno quando 0 =x = 1. 


FIGURA 10.20 Os polinômios 


n ( e 1)kx2+ 1 


Pan) = 24 k+ DI D! 


convergem para sen x conforme n — 00. Observe o quão próximo 
P,(x) chega da curva seno para x = 1 (Exemplo 5). 


Uma prova do teorema de Taylor 


Provamos o teorema de Taylor assumindo a < b. A prova para a > b é quase a mesma. 
O polinômio de Taylor 

EM a) 

nt 

e suas primeiras n derivadas combinam com a função f e suas n primeiras derivadas 
em x = a. Não alteramos essa combinação se acrescentarmos outro termo na forma 
K(x — a)", onde K é alguma constante, porque tanto esse termo quanto suas 7 pri- 
meiras derivadas são todos iguais a zero em x = a. A nova função 


p, œ) =P (x) + K(x — a)! 


Pao =$) + Fa a + EL apr + 


(x-a) 


e suas n primeiras derivadas ainda concordam com fe suas n primeiras derivadas 
emx=a. 
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Escolhemos agora o valor em particular de K que faz a curva y = à (x) concor- 
dar com a curva original y = flx) em x = b. Em símbolos, 


f(b) — Pb) 
== _ n+1 = 
f(b) = Px(b) + K(b — a) o Re (7) 
Com K definido pela Equação 7, a função 
Fx) =f- p, 


mede a diferença entre a função original fe a função aproximativa q, para todo x 
em [a, b]. 
Utilizamos agora o teorema de Rolle (Seção 4.2). Primeiro, dado que F(a) = 
F(b)=0 e tanto F quanto F'sáo contínuas em [a, b], sabemos que 
F(c,)=0 para algum c, em (a, b). 
Depois, uma vez que F(a) = F(c,) = 0 e tanto F' quanto F" são contínuas em 
[a, c,], sabemos que 
F"(c,)=0 para algum c, em (a, c,) 
O teorema de Rolle, aplicado sucessivamente a F", F", ..., F 7D, implica a 
existéncia de 
c, em (a, c,) tal que Fc) =, 


cy em (a, c,) tal que FW(c,)=0, 


c em (a,c) tal que FW(c,)=0. 
Finalmente, sendo Ft” contínua em [a, c,] e derivável em (a, c,), e Fa) = 
Fc) =0, o teorema de Rolle implica que existe um número c,,,, em (a, c,) tal que 


F Ne a) =0. (8) 
Se derivarmos F(x) = fix) — P (x) — K(x — a)"*! um total de n + 1 vezes, teremos 
FED) =D) —0-—(n+ DIK. (9) 
As Equações 8 e 9, juntas, dão 
f™ Dc 
K = m+ Di para algum número c = c „„ em (a, b). (10) 
As Equações 7 e 10 dão 
y 
b) = PA(b) + == (b - at, 
500) =P + ra 
Isso conclui a prova. 
Exercicios 10.9 
Encontrando a série de Taylor Utilize operações de séries de potências para encontrar a série de 
Tayl = õ E ícios 11-28. 
Utilize a substituição (como no Exemplo 4) para encontrar a série de aylor em ae po ed Exercicios P 
Taylor em x = 0 das funções nos Exercícios 1-10. 11. xe 14. senx— x + 5 
1. e* 5. cos 5x? 9. L 12; senz i 
2. Eu 6 cos (x?3/ V2) 1 pe A 15. x cos mx 
3 X 
3. 5 sen (=x) 7. n (1+2) 10. s 7 e 16. x? cos (2) 
8. tg (Gx!) 17. cos? x (Sugestão: cos? x = (1 + cos 2x)/2.) 


> 


= 


18. sen? x 23. xtg ly? 

2 

x 24. sen xcosx 
19. T=x Ea 
20. xin (1+2x) 25. € t IFx 

i 26. cos x— sen x 
Ns S 

-x 27. ZIn(1+x)) 

2 

22. a Zy? 28. In(1+x)-In(1—x) 


Encontre os quatro primeiros termos diferentes de zero na série de 
Maclaurin para as funções nos Exercícios 29-34. 


29. esenx 31. (tg! xy 33. ens 
In(1 + x) 
TS 32. cos? x- sen x 34. sen (tg! x) 
-xX 
Estimativas de erros 


35. Calcule o erro se Py(x) = x — (9/6) é utilizado para estimar o 
valor de sen x em x = 0,1. 

36. Calcule o erro se P (x) = 1 + x + (x2/2) + (3/6) + (x1/24) é 
utilizado para estimar o valor de e* em x = 1/2. 


37. Por aproximadamente quais valores de x você pode substituir 
sen x por x — (x3/6) com um erro de magnitude não superior a 
5 x 1074? Justifique sua resposta. 


38. Se cos x é substituído por 1 — (x2/2) e |x|< 0,5, qual estimativa 
de erro pode ser feita? 1 — (x?/2) tende a ser muito grande ou 
muito pequeno? Justifique sua resposta. 

39. Quão próxima é a aproximação sen x = x quando |x| < 10)? 
Para quais desses valores de x é x < sen x? 


40. A estimativa V1 + x= 1 + (X/2) é utilizada quando x é pe- 
queno. Calcule o erro quando |x|< 0,01. 

41. A aproximação e = 1 + x + (x2/2) é utilizada quando x é pe- 
queno. Utilize o teorema da estimativa do resto para estimar o 
erro quando |x|< 0,1. 


42. (Continuação do Exercício 41.) Quando x <0, a série para e* é 
uma série alternada. Utilize o teorema da estimativa de séries 
alternadas para estimar o erro que resulta da substituição de e” 
por 1+x+ (x?/2) quando —0,1 < x < 0. Compare sua estimati- 
va com aquela obtida no Exercício 41. 


Teoria e exemplos 


43. Utilize a identidade sen? x = (1 — cos 2x)/2 para obter a série 
de Maclaurin para sen? x. Então derive essa série para obter a 
série de Maclaurin para 2 sen x cos x. Verifique que se trata de 
uma série para sen 2x. 


44. (Continuação do Exercício 43.) Utilize a identidade cos? x = 


cos 2x + sen? x para obter uma série de potências para cos? x. 


45. Teorema de Taylor e o teorema do valor médio Explique 
como o teorema do valor médio (Seção 4.2, Teorema 4) é um 
caso especial do teorema de Taylor. 


46. Linearizações nos pontos de inflexão Mostre que, se o grá- 
fico de uma função f(x) duas vezes derivável possui um ponto 
de inflexão x = a, então a linearização de fem x = a é também 
a aproximação quadrática de fem x = a. Isso explica por que 
as retas tangentes se ajustam tão bem aos pontos de inflexão. 

47. (Segundo) teste da derivada segunda Utilize a equação 


109 = f(a) + fala a) + o (x- ay 


para estabelecer o teste a seguir. 


Seja f com primeira e segunda derivadas contínuas e su- 
ponha que f'(a) = 0. Então 
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a. f tem um máximo local em a se f'"= 0 em um intervalo 
cujo interior contenha a; 

b. f tem um mínimo local em a se f"= 0 em um intervalo cujo 
interior contenha a. 


48. Aproximação cúbica Utilize a fórmula de Taylor com a = 0 
e n =3 para encontrar a aproximação cúbica padrão de f(x) = 
1/(1— x) em x = 0. Dé um limitante superior para a magnitude 
do erro na aproximação quando |x| = 0,1. 

49. a. Utilize a fórmula de Taylor com n = 2 para encontrar a 
aproximação quadrática de f(x) = (1 + x)* em x = 0 (k sen- 
do uma constante). 

b. Se k= 3, para aproximadamente quais valores de x no in- 
tervalo [0, 1] o erro na aproximação quadrática será menor 
que 1/1002 
50. Aperfeiçoando aproximações para 77 
a. Seja P uma aproximação de 7 precisa até n casas decimais. 
Mostre que P + sen P dá uma aproximação correta para 3n 
casas decimais. (Sugestão: considere P = m + x.) 
b. Tente fazer isso com uma calculadora. 

51. Série de Taylor gerada por f(x) = Ln-0MX" é Di-pax” 
Uma função definida por uma série de potências Y p-panx" 
com um raio de convergência R > 0 tem uma série de Taylor 
que converge para a função em todos os pontos de (—R, R). 
Mostre que isso é verdade demonstrando que a série de Taylor 
gerada por f(x) = n-0anX" é a própria série © p= o ax". 

Uma consequência imediata disso é que séries como 


4 6 8 
2 XxX XxX x 
PRE IAE E g 
e 
4 5 
X X 
Xe =x +44 tato 


obtidas pela multiplicação de séries de Taylor por potências de x, 
bem como séries obtidas pela integração e derivação de séries 
de potências convergentes, são as próprias séries de Taylor ge- 
radas pelas funções que elas representam. 


52. Séries de Taylor para funções pares e funções ímpares 
(Continuação da Seção 10.7, Exercício 55.) Suponha que 
f(x) = E pro aX" converge para todo x em um intervalo aberto 
(—R, R). Mostre que 


a. Sefé par, então a, =a,=aç=""=o0, isto é, a série de Taylor 
para fem x = 0 contém somente potências pares de x. 

b. Sefé impar, então a, =a,=a,=*=0, isto é, a série de Taylor 
para fem x = 0 contém somente potências ímpares de x. 


USO DO COMPUTADOR 


A fórmula de Taylor com n= 1 e a = 0 fornece a linearização de 
uma função em x= 0. Com n = 2 e n = 3 obtemos as aproximações 
quadráticas e cúbicas padrão. Nestes exercícios, iremos explorar os 
erros associados com essas aproximações. Buscamos respostas para 
duas questões: 
a. Para quais valores de x a função pode ser substituída por 
cada aproximação com um erro menor que 1022 
b. Qual é o erro máximo que poderemos esperar se trocarmos 
a função por cada aproximação no intervalo especificado? 
Utilizando um SAC, execute os passos a seguir para ajudar 
nas respostas dos itens (a) e (b) para as funções e intervalos nos 
Exercícios 53-58. 


Passo 1: Faça o gráfico da função no intervalo especificado. 
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Passo 2: Encontre os polinômios de Taylor P,(x), P,(x) e 
P(x)emx=0. 
Passo 3: Calcule a derivada F“+D(c) de ordem (n + 1) asso- 


Passo 6: Faça o gráfico da função e suas três aproximações 
de Taylor juntas. Discuta os gráficos em relação às informa- 
ções descobertas nos Passos 4 e 5. 


| 
53. f(X Jo 


54. $09 = (141%, -5<x=2 


ciada ao resto para cada polinómio de Taylor. Faga o gráfico 
da derivada como uma função de c no intervalo especificado e 
estime seu máximo valor absoluto, M. 


Blu 


Passo 4: Calcule o resto R,(x) para cada polinômio. Utilizan- 
do o M estimado do Passo 3 no lugar de £+D(c), represente 55. f(x) = 
graficamente R,(x) no intervalo especificado. Em seguida, ` 

calcule os valores de x que respondem à questão (a). 56 


X2+1 
. fx) = (cos x)(sen 2x), |x| = 2 
- fo)=e*cos2x, |x| = 1 
58. fx) = e? sen 2x, |x| = 2 


Passo 5: Compare seu erro estimado com o erro real E (x) = 57 
If) — P œ| representando graficamente E (x) no intervalo 
especificado. Isso irá ajudar a responder ao item (b). 


Séries binomiais e aplicações das séries de Taylor 


10.10 


Nesta seção, introduziremos a série binomial para a estimativa de potências e 
raízes de expressões binomiais (1 + x)”, Mostraremos também como as séries podem 
ser utilizadas para avaliar integrais não elementares e limites que levam a formas in- 
determinadas e forneceremos uma dedução da série de Taylor para tg”! x. Esta seção 
conclui com uma tabela de referência de séries frequentemente utilizadas. 


Séries binomiais para potências e raízes 


A série de Taylor gerada por f(x) = (1 + x)”, quando m é constante, é 
m(m — 1 m(m — 1)(m — 2 
O Da ( lagya 


p OEE A EEE E a (1) 


l+mx+ 


Essa série, chamada de série binomial, converge absolutamente para |x| < 1. 
Para deduzir a série, primeiro listamos a função e suas derivadas: 


fx) = (1+ x)” 

$009 =m(1 + "1 

f") = mm — D(1 + x™? 
f”) = mm — Dm — 2)(1 + x9"3 


00) = m(m — Dim — 2) --(m — k + DA + x)=. 

Em seguida, as avaliamos em x = 0 e substituímos esses valores na fórmula da 
série de Taylor para obtermos a Série 1. 

Se m é um inteiro maior ou igual a zero, a série para depois de (m + 1) termos, 
porque os coeficientes a partir de k = m + 1 são zero. 

Se m não é um inteiro positivo ou zero, a série é infinita e converge para |x|< 1. 
Para saber por quê, considere u, o termo envolvendo x*. Em seguida, aplique o teste 
da razão para convergência absoluta para ver que 
Uk+1f _ | m — k 

Uk 


=>|X| conforme k > oo. 


k=l* 


Nossa dedução da série binomial mostra apenas que ela é gerada por (1 +x)” e 
converge para |x|< 1. A dedução não mostra que a série converge para (1 + x)”. Ela 
o faz, mas omitimos a prova. (Veja o Exercício 64.) 
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Série binomial 


Para-1<x<l, 


(1 +” =1+ » (1), 
£1 \k 


m m m(m — 1) 
He E 


m mím — Dm — 2)---(m-—k + 1) 
as k! 


onde definimos 


para k= 3. 


EXEMPLO 1 Sem=-]1, 


1 K-23) =(= = K+ 1) k! 
( 3 E K = (IX ($) = (Df. 


Com esses valores de coeficientes e com x substituído por —x, a fórmula da 
série binomial fornece a série geométrica familiar 


(1+x3*=1+ NEDXA=1-x+x=xXx+ 0 + DX+ e... 
A 


EXEMPLO2 Sabemosa partir da Seção 3.11, Exemplo 1,que V 1+ x = 1+ (x/2) 
para |x| pequeno. Com m = 1/2, a série binomial também fornece aproximações 
quadráticas e de ordem maior, juntamente com estimativas de erro obtidas a partir 
do teorema da estimativa de séries alternadas: 


DCD, CCI, 


2 — 
(1+ x) 1+>3+ 21 


e se ram 
2 8 16 128 


A substituição de x ainda dá outras aproximações. Por exemplo, 


2 
vi-x=1-8— 


x 2 
27 g Paa |x*| pequeno 


/ 1 1 1 
l-x=1 2X ae para 


Às vezes, podemos utilizar as séries binomiais para encontrar a soma de uma 
determinada série de potências em termos de uma função conhecida. Por exemplo, 
5 xê a xo. x” pmc > (e)? (ey? pe)? 

3057 og ts 


Exemplos adicionais são fornecidos nos Exercícios 59-62. 


1 
X 


pequeno, ou seja, |x| grande. 


x +- = x. 
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Avaliando integrais não elementares 


As séries de Taylor podem ser utilizadas para expressar integrais não elementares 
em termos de séries. Integrais como J sen x? dx aparecem no estudo de difração da luz. 
EXEMPLO 3 Expresse / sen x? dx como uma série de potências. 


Solução A partir da série para sen x substituímos x? por x para obtermos 


2 xê m x1 x1 x18 
ata ata 


senx? = x 


Portanto, 


3 
femea c+2 x x x E 


3 73 115 Bm» 


EXEMPLO 4 Calcule / E sen x? dx com um erro menor que 0,001. 


Solução A partir da integral indefinida do Exemplo 3, 


E 
[era dl 1 1 
0 


3 731105 B7 199 


A série se alterna, e encontramos por experimentação que 


1 


é o primeiro termo a ser numericamente menor que 0,001. A soma dos dois termos 
precedentes dá 


= 0,310. 


Sl- 


1 A 1 
| senx = 5— 


Com mais dois termos, podemos estimar 
1 
/ sen x? dx = 0,310268 
0 
com um erro menor que 10%. Com somente um termo além, temos 


1 
dad E de 1 
/ SENXUOX = 3- 42 + 1320 75600 * 6894720 


= 0,310268303, 


com um erro de cerca de 1,08 x 10°. Garantir essa precisão com a fórmula de erro 
para a regra dos trapézios exigiria que cerca de 8.000 subintervalos fossem utilizados. 


Arco tangentes 
Na Seção 10.7, Exemplo 5, encontramos uma série para tg”! x através da deri- 
vação para chegarmos a 


d -1 1 
xd X 1487 


lx xx 


e em seguida, através da integracáo, obtermos 


U*x=xXx 


No entanto, não provamos o teorema da integração termo a termo, do qual 
depende essa conclusão. Agora, deduzimos a série novamente integrando ambos os 
lados da fórmula finita 
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1 (- pupa 
1 + t? 1 + t? 
na qual o último termo surge da adição dos termos restantes como uma série geo- 


métrica com o primeiro termo a = (—1)"'!?"'2 e razão r=—*f?. Integrando ambos os 
lados da Equação 2 a partir de t= 0 a t= x nos dá 


=1- t? +t- t+- + (IM + , 8 


3 5 7 2n+1 
ida = E E LÃ E e de 
tg "x =x 3+5 7 + +ED > 71+ ROO, 
onde 
x ( = megan 
ROO = dt 
nO) / TE E 


O denominador do integrando é maior ou igual a 1; consequentemente, 
| xja 


[ROS | < “ne q — 
— Ja ee 


Se |x| = 1, o lado direito dessa desigualdade se aproxima de zero conforme 
n — œ. Portanto, lim R (x)=0se|x|s1e 


E 00 (Ine 
Lai 
Wx 2 +1. IX=1. 
3 5 7 
tgix=x o Se, x= 1 (3) 


Tomamos esse caminho em vez de encontrarmos a série de Taylor diretamente 
porque as fórmulas para as derivadas de ordem mais alta de tg! x são intratáveis. 
Quando colocamos x = 1 na Equação 3, chegamos à fórmula de Leibniz: 


T 1,1 1 1 (=P 


qo 223 Fo q 


Como essa série converge muito lentamente, ela não é utilizada na aproximação 
de 7 para muitas casas decimais. A série para tg ! x converge mais rapidamente 
quando x está próximo de zero. Por esse motivo, as pessoas que utilizam a série para 
tg! x para computar 7 usam várias identidades trigonométricas. 

Por exemplo, se 


11 Ea 
a =tg9*> e p=t9*3, 
entáo 
t t ads 
ga + tg B 2+3 
e+ B) -i gaggi 1-1 10% 
6 
e 
T aL 31 


Agora a Equação 3 pode ser utilizada com x = 1/2 para avaliar tg”! (1/2) e com x = 
1/3 para chegar a tg! (1/3). A soma desses resultados, multiplicada por 4, nos dá 7. 


Avaliando formas indeterminadas 


Podemos algumas vezes avaliar formas indeterminadas expressando as funções 
envolvidas como séries de Taylor. 


EXEMPLO 5 Avalie 
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Cálculo 
Solução Representamos In x como uma série de Taylor em potências de x — 1. Pode- 
mos conseguir isso calculando a série de Taylor gerada por In x em x = 1 diretamente 
ou substituindo x por x — 1 na série para In (1 + x) na Seção 10.7, Exemplo 6. Com 


qualquer das duas fórmulas obtemos 
Inx= (x— 1) a D +, 


a partir do qual concluímos que 
j nx. X 3 j — 1 — ... zz 
lim e TR lim (1 z (Xx 1) + ) L 


EXEMPLO 6 Avalie 


. Senx — tg x 
lim senx- ES 
x>0 Xx 


Solução As séries de Taylor para sen x e tg x, até termos em x5, são 


X, 2 


xx e 
SMX=X= 314 5700 gx=x+ 3 +as + 
Portanto, 
3045 2 
X xX = 1 X ir 
SRS a ef- 8 ) 
e 
_ 2 
im SAX im (1 x =) 
x=>0 X x>0 2 8 
a pd 
> 


Se aplicarmos séries para calcular lim, ((1/sen x) — (1/x)), não apenas en- 
contraremos o limite com sucesso, mas também descobriremos uma fórmula de 


aproximação para cossec x. 


1 1 
EXEMPLO 7 Encontre lim E — 2), 


Solucáo 
3 x ) 
X X + 
1 1 x-senx ( 3! 5! 
senx X xsenx é se 
AS Bs 
2 
3(1_X,. 1 XxX 
EE 51 + ) 310 5t 
2 2 
e(r- +.) Le + 
Portanto, 
2 
Lo 


, 1 1 ; 3! ! 

lim ( -3) = lim | x = 0. 
—0 \senx X E 2 

x>0 x>0 LE 4.. 
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A partir do quociente a direita, podemos ver que, se |x| é pequeno, entáo 


l E OET a o E 
= ST OU  COSSECX= 3 + 6 
Identidade de Euler 


Como você pode se lembrar, um número complexo é um número da forma a + bi, 


onde a e b são números reais ei = V —1. Se substituirmos x = ¡6 (0 real) na série 
de Taylor para e” e utilizarmos as relações 


2=—1, P=2i=—, t=22=1, P=ii=i, 


e assim por diante, para simplificar o resultado, obtemos 
io 120? Po  ¡%% ido ¡0 
lata ts 


2 4 6 3 5 
(1 + +) + ile 5 =) = caso + isene. 


Isso não prova que e? = cos 0 + i sen 6 porque ainda não identificamos o que 
significa elevar e a uma potência imaginária. Em vez disso, ela diz como definir e'? 
como sendo consistente com outras coisas que sabemos. 


DEFINIÇÃO 


Para qualquer número real 0, e? = cos 0 + i sen 0. (4) 


A Equação 4, chamada de identidade de Euler, nos permite definir e**? como 
sendo e” - e? para qualquer número complexo a + bi. Uma consequência da iden- 
tidade é a equação 


e" =—1 


Quando escrevemos a forma e'” + 1 = 0, essa equação combina cinco das cons- 
tantes mais importantes da matemática. 


TABELA 10.1 Séries de Taylor frequentemente utilizadas 
PE tt e D, |x] < 1 
= 1-x+8- H AED, |x| < 1 
E=1+x+L+ + D S, |x| < œ% 
ATIT E sas TE oa tes S |x| < oo 
r= A rs + «= SE |x| < 00 
In(1+x) =x np "+ (O Ea 3 E e LE REA 
tg Ix= x E + ( do Ee x= 1 
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Exercícios 10.10 


Séries binomiais 
Encontre os quatro primeiros termos da série binomial para as fun- 
ções nos Exercícios 1-10. 


1. (+x)? E (1+ y T aF” 
2. (1 +x)! 2 8. (14218 
3. (=a NA 1142 
4. (12910 6. (1-3 9. (1+% 

X 


10. === 
V1 + x 


Encontre a série binomial para as funções nos Exercícios 11-14. 
11. (+x 13. (1 — 2x) 


4 
X 
n (1-3) 


Aproximações e integrais não elementares 


12. (14%) 


EZ Nos Exercícios 15-18, utilize séries para estimar os valores das in- 
tegrais com um erro de magnitude menor que 107. (A seção de 
respostas apresenta os valores das integrais arredondados para cinco 
casas decimais.) 

0,2 01 
1 


2 
15. senx* dx 17. > 0x 
0 o Vl+x! 
26x 1 0,25 
16. f x dx 18. VI + x? dx 
0 0 


E Utilize séries para aproximar os valores das integrais nos Exercícios 
19-22 com um erro de magnitude menor que 107%, 


0,1 
E, V1 + xºdx 
0 


$ 
l= X 
22. Í El de 
0 X 


19. =K 


' ; ; E E ua 
23. Estime o erro se cos ? é aproximado por 1 — 5 + + na in- 


T 
tegral do cos £ dt. a 


2 3 
24. Estime o erro se cos Vté aproximado por 1 — E + DoE 


2 4 @ 
na integral J p cos Vt dt. 


Nos Exercícios 25-28, encontre o polinômio que irá aproximar F(x) ao 
longo do intervalo dado com um erro de magnitude menor que 103, 


25. F(X) = [sta [0, 1] 
JO 

26. F(X) = f Pela [0, 1] 
0 

27. F(x) = 1 “gta: (a) [0,0,5] (b) [0,1] 
0 


28. F(x) - (a, (a) [0,0,5] (b) [0, 1] 


Formas indeterminadas 


Utilize séries para avaliar os limites nos Exercícios 29-40. 


e -—(1+x 1 — cost — (t?/2 

29. im EA 31. im CC 
x>0 xX t>0 t 

ex ax seno — 0 + (0/6 

¡e aim 


> 90 e 


e Y = ty o In(1+x) 
ds a y SN 
E Fo 
aa im Yo 38. lim. 
y>0  yicosy x>2 In (x— 1) 
2 

35. lim x (6X — 1) im Sen 
sad 39 ME cos 2 


In(1 + x) 


A 1 
2% Jim, per Usen 1 40. lim 3 
x>0 x-senx 


Utilizando a Tabela 10.1 


Nos Exercícios 41-52, utilize a Tabela 10.1 para encontrar a soma 
de cada uma das séries. 


| | 1 | 1 | 1 
41. al T 1 Y 21 T 3! T 


TORORO] 


EN 3 EN 


Sloga pa A 
e E al es 
12. 2.2 328 4.2 
T T? i T’ q! : 
45. sa Sm gun" 
2 BP 2 7o 
46. 3 3 y 5 7 fes 
3.3 55 37 
47. 0 +++... 
PRA 3E 
al ae ER E 
49. i++ —x2+xM— 
244 5 6 
50. x2- DÊ 4 E 2x 7 
51. 1 + 2x — 3x? + 4x — 5x! 
Ji X J x? J e J x 1 
52. ql T 2 T 3 T 4 T 5 RR 


Teoria e exemplos 


53. Substitua x por —x na série de Taylor para In (1 + x) para obter 
uma série para In (1 — x). Em seguida, subtraia da série de 
Taylor para In (1 + x) para mostrar que, para |x| < 1, 


1+x. DEI, 
ni; a(x- 31 H o) 


54. Quantos termos da série de Taylor para In (1 + x) devem ser 
adicionados para se ter certeza de que se está calculando 
In (1,1) com um erro de magnitude menor que 10782 Justifique 
sua resposta. 


55. De acordo com o teorema da estimativa de séries alternadas, 
quantos termos da série de Taylor para tg”! 1 teriam de ser 
adicionados para se ter certeza de encontrar 7/4 com um erro 
de magnitude menor que 10? Justifique sua resposta. 

56. Mostre que a série de Taylor para f(x) = tg! x diverge para 
x|>1. 
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57. Estimando Pi Cerca de quantos termos da série de Taylor66. Série para tg !x para |x|>1 Deduza as séries 


para tg”! x teriam de ser utilizados para avaliar cada termo do 
lado direito da equação 


_ ala ad 
m = atgti + 32E 


com um erro de magnitude menor que 10%? Em contrapartida, 
A . 00 2 2 Za 

a convergência de 3p=1(1/n?) a 717/6 é tão lenta que nem mes- 

mo 50 termos conseguirão nos dar a precisão de duas casas. 


58. Integre os três primeiros termos diferentes de zero da série de 
Taylor para tg t de O a x para obter os três primeiros termos 
diferentes de zero da série de Taylor para In sec x. 


59. a. Utilize a série binomial e o fato de que 


dd 2-1/2 

stx = (1 — x) 

& (1-5 
para gerar os quatro primeiros termos diferentes de zero da 
série de Taylor para sen ! x. Qual é o raio de convergência? 

b. Série para cos ! x Utilize seu resultado no item (a) para 
encontrar os cinco primeiros termos diferentes de zero da 


série de Taylor para cos”! x. 


60. a. Série para senh! x Encontre os quatro primeiros termos 
diferentes de zero da série de Taylor para 


1 * @& 
senkt x = f —==.. 
o V1+t? 
Utilize os trés primeiros termos da série no item (a) para 


estimar senh”! 0,25. Dé um limitante superior para a mag- 
nitude da estimativa do erro. 


E 


61. Obtenha a série de Taylor para 1/(1 + x)? a partir da série para 
UA + x). 


62. Utilize a série de Taylor para 1/(1 — x?) para obter uma série 
para 2x/(1 — x°}. 


63. Estimando Pi O matemático inglés Wallis descobriu a fórmula 


7 24:4-.6-:6:8. 
4 3.3.5.5.7.7....' 


Encontre o valor de 77 com duas casas decimais a partir dessa 
fórmula. 


64. Utilize as etapas a seguir para provar a Equação 1. 
a. Derive a série 


f(x) = 1+ Sr) 
Eik 


para mostrar que 


=1<x< L 


b. Defina g(x) = (1 + x)” fx) e mostre que g'(x) = 0. 
c. A partir do item (b), mostre que 


f= 0t". 


65. Série para sen !x Integre a série binomial para (1 — x2) 12 
p 8 p 


para mostrar que, para |x| < 1, 


e 1-3-5- -(2n— 1) ye2n+1 


—1 -í 1 
AA A an FL 


m 1 1 1 


gix=5 x se E id x>1 
a 11,1 1, 
rx==.=5 so no aÃ; 


integrando a série 


L É. O O A (O 
lotação PE E ts 


no primeiro caso, de x a oo e, no segundo caso, de —oo a x. 
Identidade de Euler 


67. Utilize a Equação 4 para escrever as potências de e a seguir 
na forma a + bi. 
b. eir/4 e. eim 


68. Utilize a Equação 4 para mostrar que 


a. er 


e? + gro o elo gro 
coso = 2 e seno = zj 
69. Estabeleça as equações no Exercício 68 combinando a série de 


Taylor formal para e% e e”. 


70. Mostre que 


a. cosh ¡0 = cos 0, b. senh ¡0 = i sen O 


71. Multiplicando a série de Taylor por e* e sen x, encontre os ter- 
mos até x% da série de Taylor para e” sen x. Essa série é a parte 
imaginária da série para 


e: eix = elltix 
Utilize esse fato para conferir sua resposta. Para quais valores 
de x deve a série para e” sen x convergir? 


(a+iby 


72. Quando a e b sáo reais, definimos el * com a equação 


elitib = eax. gibx = etx(cos bx + i sen bx). 


Derive o lado direito dessa equação para mostrar que 


d (a+ibox : ib 
e = (a + ibjetibx, 
dx ( ) 


Dessa forma, a regra familiar (d/dx)e** = ke™ valerá para k 
complexo, bem como real. 


73. Utilize a definição de e? para mostrar que, para quaisquer nú- 
meros reais 0, O, e 6,, 
a. et ein = (070), b. e = 1/e”®. 

74. Dois números complexos a + ib e c + id são iguais se, e so- 
mente se, a = c e b = d. Utilize esse fato para avaliar 


fosa e Jsa 


a partir de 


fea am L efatibx EC 
a+b 


onde C= C, + iC, é uma constante complexa de integração. 
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Capítulo 


10. 


11. 


12. 
13. 


14. 
15. 


16. 


17. 


. O que é uma sequência infinita? O que significa a convergén- 


cia dessa sequéncia? E a divergéncia? Dé exemplos. 


. O que é uma sequência monotônica? Sob quais circunstâncias 


esse tipo de sequência tem um limite? Dê exemplos. 


. Quais teoremas estão disponíveis para calcular limites de se- 


quência? Dê exemplos. 


. Qual teorema às vezes nos permite usar a regra de L Hôpital 


para calcular o limite da sequência? Dê um exemplo. 


. Quais são os seis limites que ocorrem comumente no Teore- 


ma 5 que surgem frequentemente quando você trabalha com 
sequências e séries? 


. O que é uma série infinita? O que significa a convergência 


dessa série? E a divergência? Dê exemplos. 


. O que é uma série geométrica? Quando esse tipo de série con- 


verge? Quando diverge? Quando ela converge, qual é a soma? 
Dê exemplos. 


. Além das séries geométricas, que outra série convergente e 


divergente vocé conhece? 


. O que é o teste do n-ésimo termo para divergência? Qual é a 


ideia por trás desse teste? 


O que pode ser dito sobre somas e diferenças termo a termo 
de séries convergentes? E sobre múltiplos constantes de séries 
convergentes e divergentes? 


O que acontece se você adiciona um número finito de termos 
a uma série convergente? E a uma série divergente? O que 
acontece se você remover um número finito de termos de uma 
série convergente? E de uma série divergente? 


Como se reindexa uma série? Por que você pode querer fazer isso? 


Sob quais circunstâncias uma série infinita de termos não ne- 
gativos convergirá? E sob quais circunstâncias divergirá? Por 
que estudar séries de termos não negativos? 


O que é o teste da integral? Qual é o raciocínio que ele con- 
tém? Dê um exemplo de sua aplicação. 


Quando uma série p converge? E quando diverge? Como você 
sabe? Dê exemplos de série p convergentes e divergentes. 


O que são teste da comparação direta e teste de comparação 
no limite? Qual é o raciocínio que esses testes contêm? Dê 
exemplos de seu uso. 

Quais são os testes da razão e da raiz? Eles sempre fornecem 


as informações de que você precisa para determinar a conver- 
gência ou a divergência? Dê exemplos. 


18 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 
26. 


27. 
28. 


29. 


30. 


31. 


Questões para guiar sua revisão 


O que é uma série alternada? Qual teorema está disponível 
para determinar a convergência de tal série? 


Como você pode estimar o erro envolvido na aproximação da 
soma de uma série alternada com uma das somas parciais da 
série? Qual é o raciocínio por trás da estimativa? 

O que é convergência absoluta? E convergência condicional? 
Como as duas estão relacionadas? 

O que você sabe sobre rearranjo de termos de uma sequência 
absolutamente convergente? E de uma série condicionalmente 
convergente? 

O que é uma série de potências? Como você testa uma série 
de potências para convergência? Quais são os possíveis resul- 
tados? 

Quais são os fatos básicos sobre: 

a. somas, diferenças e produtos de séries de potências? 

b. substituição de uma função por x em uma série de potências? 

c. derivação termo a termo de séries de potências? 

d. integração termo a termo de séries de potências? 

Dê exemplos. 

O que é a série de Taylor gerada por uma função f(x) em um 
ponto x = a? Quais informações você precisa saber sobre f 
para construir a série? Dê um exemplo. 

O que é uma série de Maclaurin? 


Uma série de Taylor sempre converge para sua função gera- 
dora? Explique. 

O que são polinômios de Taylor? Qual é a aplicação deles? 

O que é a fórmula de Taylor? O que ela diz sobre os erros 
envolvidos na utilização dos polinômios de Taylor para apro- 
ximar as funções? Em particular, o que a fórmula de Taylor 
diz sobre o erro em uma linearização? E uma aproximação 
quadrática? 

O que é uma série binomial? Em que intervalo essa série con- 
verge? Como ela é utilizada? 


Como é possível utilizar eventualmente séries de potências 
para estimar os valores de integrais definidas não elemen- 
tares? 

Quais são as séries de Taylor para 1/(1 — x), VU + x), œ, 
sen x, cos x, In (1 + x) e tg! x? Como você estima os er- 
ros envolvidos na substituição dessas séries com suas somas 
parciais? 


Capítulo 


Exercícios práticos 


Determinando a convergência de sequências 


Quais das sequências cujos n-ésimos termos aparecem nos Exerci- 
cios 1-18 convergem? E quais divergem? Encontre o limite de cada 
uma das sequências convergentes. 


1. 


—1)" 1-2 
aged a 3. an = 2 
1-(—1)" 4. a, =1+(0,9y 
=" 


Vn 


nr n= Inn 
an = Sen” 9. dn = nom 
3 
a =sen nr mas pio 1) 
In(n?) -5M 
n= — 1 a= (Erê) 
In(2n + 1 mn 
piema aale 
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Eb n/3" 16. a = V2n+ 1 Séries de Maclaurin 
e n Cada uma das séries nos Exercicios 51-56 é o valor da série de 
3\ yn 17. a = (n +1) Taylor em x = 0 de uma função f(x) em um ponto em particular. 
14. a = (5) nt Qual função e qual ponto? Qual é a soma da série? 
(-4)" s1.1-1,1 el pi... 
= In = . T T T 
15. a,=n(2""— 1) 18. a = +] 4 16 g 
Ee 2 4 8 , VAN 
Séries convergentes 2. 53-18! 81 Ga O 
Encontre as somas das séries nos Exercícios 19-24. 3 5 2n+1 
so 00 sr ++ 
19. Y 1 22. -8 ' 3 5 (2n + 1)! 
És (2n — 3)2n — 1) Es (4n — 3)(4n + 1) r i 
00 oo 54. 1- -Z ds tipi ' 
Fr = g 3. Yen 9-2! * 81-4! 3(2n)! 
E n = 
a Ro (In2) (In2y" 
a > 9 o Soya 55. 1 + In2+ Aa ru 
“na Gn Dn + 2) A 4º 1 1 1 
Ñ a o 56. H 
Determinando a convergência de séries V3 9V3 45V3 
Nos Exercícios 25-40, determine se as séries convergem absoluta- (=) 1 boe. 
mente, convergem condicionalmente ou divergem. Justifique suas (2n — (va 
respostas, Encontre a série de Taylor em x = 0 para as funções nos Exercícios 
3 1 S p" -64, 
25. X —- 33. > E e A 
“A Vn minVn* +1 57. 1 61. cos (x%3) 
S- 2 (—1)"3n? 1- 2x 
TER ad y EE 1 eS 
n=1 ni "+1 58. 35 62. COS—= 
1+x v5 
w% | n 00 
> y 59. sen mx 63. emu 
n=1 Vn rl N 2x 
m SL i > DA? + 1) 60. sen 3 64. en 
HELP “&Gr+n-l 
o (Ip o (30 Séries de Taylor 
29. 2 In(n + 1) 37. Zi n! Nos Exercícios 65-68, encontre os quatro primeiros termos diferen- 
tes de zero da série de Taylor gerada por fem x =a. 
00 00 non 
30. a z 38. ss 65. f0) = V3+x*emx=-1 
IO na 66. f()=1(1-x3)emx=2 
> Inn S 1 67. f0)= 1x + D)emx=3 
1, UN 39. Y al œ+ 1) emx 
n=1 n mi Vn(n + D(n + 2) 68. fl)=lxemx=a>0 
32. $ o 5 40. Y o "A Integrais náo elementares 
=3INUNN = 2z 
ma manyan l Utilize séries para aproximar os valores das integrais nos Exercicios 
Séries de potências 69-72 com um erro de magnitude menor que 107%. (A seção de res- 
postas fornece os valores das integrais arredondados para 10 casas 
Nos Exercícios 41-50, (a) encontre o raio e o intervalo de conver- decimais.) 
gência da série. Em seguida, identifique os valores de x para os 12 y2, -1 
quais a série converge (b) absolutamente e (c) condicionalmente. 69. / e” dx 71. I tg x X dx 
oo (X E 42" 00 x" 0 0 
di A 46. © 1 , VA 1x 
= m1 Vn 70. Í xsen(xº) dx 72. f dx 
00 (x _ 1)-2 00 (n + 1)x2 1 JO JO Vx 
42. e d AAA ER A 
2 (2n — 1)! AO Ei Utilizando séries para encontrar limites 
43. 5 APR — 1) a 5 (Dx p?+1 Nos Er 73-78; o | = 
n=1 n eo 2n+ 1 a. Utilize séries de poténcias para avaliar o limite. 
= (n+ DOx+ 1y oo b. Em seguida, utilize um gráfico para provar seus cálculos. 
4. X —==— 49. > (cossech n)x"  Tsenx 1 1 
= 2n + 1)2” = “lim i +» ç 
mo ( ) n=1 73 <D 1 75. lim G = cost 1) 
x" < 9 —0 
45. Sa 50. > (cotgh n)x" e -eº-20 - (senh)/h-— cosh 
mn ns e pm 0 — seng 76. lim —— 5 7 
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1 — cos? z y? 
77. lim == ——— 
z>0 In(1 — zZ) + senz 78. lim cosy — cosh y 
Teoria e exemplos 


79. Utilize uma representação em série de sen 3x para encontrar 
valores de r e s para os quais 


im (sen3x_, r 
( ea s) =0. 
x>0 X X 
80. Compare as precisões das aproximações sen x =x e sen x = 


6x/(6 + x?) comparando os gráficos de f(x) = sen x — x e g(x) = 
sen x — (6x/(6 + x?)). Descreva o que você encontrar. 


81. Encontre o raio de convergência da série 


o 2:5:8-----(3n- 1) 
& 2:4-6:----(2n) 


n 


82. Encontre o raio de convergéncia da série 


O ZeBe eno 
< 4-9-14- --- 


«(Zn + 1) 
-«(5n— 1) 


(x= 1). 


83. Encontre uma fórmula fechada para a n-ésima soma parcial da 
ns 00 o: “. a . 
série >) p=2 In (1 — (1/nº)) e utilize-a para determinar a conver- 
géncia ou divergéncia da série. 
84. Avalie $k- (1/(k2 — 1)) encontrando os limites conforme 
n — 00 da n-ésima soma parcial da série. 


85. a. Encontre o intervalo de convergéncia da série 


ia do 
y=14 6X tgx t 
l 1:4:7:B0-2 5, 
T (3n)! T . 
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Determinando a convergéncia da série 


A Pe oo ao é x ro 
Quais das séries 2p=1 a, definidas pelas fórmulas nos Exercícios 


1-4 convergem? E quais divergem? Justifique suas respostas. 
[0,0] 


1 00 
i —— 3. —1)"tohn 
1 A Bn — gra 2 tg 
o (trip oo | | 
3 (tg *n) 4. ea 
A n+1 n2 nN 


Quais das séries S a, definidas pelas fórmulas nos Exercícios 
5-8 convergem? E quais divergem? Justifique suas respostas. 

n(n + 1) 
m IPA E a 
(n+ 2)(n + 3) 
(Sugestáo: escreva vários termos, veja quais fatores cancelam, 
e entáo generalize.) 


5 a=1 amı= 


n 
.n=2=7 misno > 
6. a= n+1 mn- Dn+ D” sen=2 
1Ma=2=Ll m1=333 sen=2 

n 
8. a,=1/⁄3” senéímpar, a, =n/3” senépar 


b. Mostre que a função definida pela série satisfaz a equação 
diferencial da forma 


e encontre os valores das constantes a e b. 
86. a. Encontre a série de Maclaurin para a função x?/(1 + x). 
b. A série converge em x = 1? Explique. 
87. Se Da 14, € pa 15, são séries convergentes de números não 


negativos, algo pode ser dito sobre E 14,b,? Justifique sua 
resposta. 


88. Se E 14,€ Ee 1», são séries divergentes de números não 
negativos, algo pode ser dito sobre Eni a,b,? Justifique sua 
resposta. 


89. Prove que tanto a sequência (x, quanto a série Es (x 
x,) convergem ou divergem, simultaneamente. 


[as 


90. Prove que En 1(a, (1 + a,)) converge se a, > 0 para todo n e 
Si a, converge. 


91. Suponha que a,, 4,, 4}, ..., A, são números positivos satisfazen- 


do as seguintes condições: 

i > >= s 

i) a4 34,23, 2.. 

ii) a série a, + a, + ag + a,¿+ + diverge. 
Mostre que a série 


diverge. 
92. Utilize o resultado do Exercício 91 para mostrar que 


Ea > Sian 


diverge. 


Exercícios adicionais e avançados 


Escolhendo centros para a série de Taylor 


A fórmula de Taylor 
fœ = f(a) + f'(alx— a) + I e (x— a)24 
fa) E ea o 
q PS (n+ pie ¿dd 


expressa o valor de fem x em termos dos valores de f e suas deri- 
vadas em x = a. Em computações numéricas, precisamos, portanto, 
que a seja um ponto onde conhegamos os valores de f e suas de- 
rivadas. Precisamos também que a esteja próximo o bastante dos 
valores de fem que estamos interessados para que (x— a)"*! seja tão 
pequeno que possamos desprezar o resto. 

Nos Exercícios 9-14, quais séries de Taylor você escolheria para 
representar a função próxima do valor dado de x? (Pode haver mais 
de uma boa resposta.) Escreva os quatro primeiros termos diferentes 


de zero da série que você escolher. 
9. cos x próximo de x = 1 12. In x próximo de x = 1,3 
10. sen x próximo de x = 6,3 13. cos x próximo de x = 69 


11. e próximo de x = 0,4 14. tg !x próximo de x= 2 


Teoria e exemplos 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


Sejam a e b constantes com 0 < a < b. A sequência 
f(a” + by!" converge? Se ela convergir, qual é o limite? 


Encontre a soma da série infinita 


1 | | | | | | 
10 102 102 10º 10º 10% 10” 
pe e ad 
108 10? 
Avalie 


oo n+1 al 
do 
n=0 Jn 1+x 


Encontre todos os valores de x para os quais 


00 nx” 

Am + D(2x + 1)" 
converge absolutamente 

a. O valor de 


lim 


n=00 


(1 _ Cos (a/n) 


n 
A ) , a constante, 


parece depender do valor de a? Em caso positivo, como? 
b. O valor de 


cos (a/n) 
(SE 


parece depender do valor de b? Em caso positivo, como? 


lim 


n=00 


n 
) , a e b constantes, b £ 0, 


c. Utilize cálculo para confirmar seus achados nos itens (a) e (b). 
Mostre que se Sa a, converge, então 

ES 6 + qe 

alo: 
converge. 


Encontre o valor para a constante b que fará com que o raio de 
convergência da série de potências 


seja igual a 5. 

Como você sabe que as funções sen x, In x e e* não são polinó- 
mios? Justifique sua resposta. 

Encontre o valor de a para o qual o limite 


. Sen(ax) — senx — x 
lim 3 
x=>0 Xx 


é finito e avalie o limite. 
Encontre os valores de a e b para os quais 


. cos (ax) — b 
m —————-— = 


li 
x—0 2x? 


=]. 


Teste de Raabe (ou Gauss) O seguinte teste, que apresenta- 
mos sem prova, é uma extensão do teste da razão. 

Teste de Raabe: Se Sri u, é uma série de constantes 
positivas e existirem constantes C, Ke N tais que 


Un q c fn 


| 
Un+1 


T T , 
n n2 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 
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onde | fln)|< K para n= N, então Si u, converge se C > 1 
e diverge se C=1. 


Mostre que os resultados do teste de Raabe concordam 
A po oo 
com o que você sabe sobre as séries Sn-1 (1/n?) e Bn-1 (1/n). 


(Continuação do Exercício 25.) Suponha que os termos de 
Sal u, sejam definidos recursivamente pelas fórmulas 
(2n — 1)? 


u=l, Uh nena 


Aplique o teste de Raabe para determinar se a série converge. 
Se E a, converge, e se a, + 1 e a, > 0 para todo n, 

29 2 
a. Mostre que 2p=1 4,? converge 
b. Drei a/(1—a,) converge? Explique. 
(Continuação do Exercício 27.) Se Cel a, converge, e se 

00 

1> a, >0 para todo n, mostre que 2 p=1 In (1 — a,) converge. 
(Sugestão: mostre primeiro que |In (1=a,)| =a,/(1—a,).) 
Teorema de Nicole Oresme Prove o teorema de Nicole 
Oresme, que diz 


(Sugestão: derive ambos os lados da equação 1/(1 — x) = 1 + 
Snt) 
a. Mostre que 


Snnt) 2x? 
2 x” (x= 1) 


para |x| > 1 derivando a identidade 
oo 2 
y x™l=_ X 
n=1 1-x 


duas vezes, multiplicando o resultado por x e em seguida subs- 

tituindo x por 1/x. 

b. Utilize o item (a) para encontrar a solução real maior que 1 
da equação 


2 n(n+ 1) 


x= O i 


Controle de qualidade 
a. Derive a série 


para obter uma série para 1/(1 — x}. 

b. Jogando-se dois dados de uma vez, a probabilidade de se 
obter 7 é p = 1/6. Se você jogar os dados repetidamente, 
a probabilidade de que um 7 apareça na primeira vez na 
n-ésima jogada é q" !p, onde q = 1 — p = 5/6. O número 
esperado de jogadas até que um 7 apareça pela primeira vez 
é Sei ng" !p. Encontre a soma dessa série. 


c. Como um engenheiro aplicando controle estatístico a uma 
operação industrial, você inspeciona itens tomados alea- 
toriamente a partir da linha de montagem. Você classifica 
cada item da amostra como “bom” ou “ruim”. Se a proba- 
bilidade de um item ser bom é p e de um item ser ruim é 
q=1—»p,a probabilidade de que o primeiro item ruim seja 
o n-ésimo inspecionado é p™!q. O número médio de itens 
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32. Valor esperado Suponha que uma variável aleatória X 


33. 


Cálculo 


inspecionados incluindo o primeiro item ruim encontrado, 
r 00 po . . 
é 3 n-11q""p. Avalie essa soma, assumindo que 0< p < 1. 


possa assumir os valores 1, 2, 3, ..., com probabilidades 
Pi» Po P3» -~~ onde p, é a probabilidade de que X seja igual 
a k (k= 1,2, 3, ...). Suponha ainda que p, = 0 e que Seis 
1. O valor esperado de X, denotado por E(X), é o número 
Me 14p, contanto que a série convirja. Em cada um dos casos 


a seguir, mostre que de 1P,= 1 e encontre E(X) se ele existir. 
(Sugestão: veja o Exercício 31.) 


a. Pr = 2k 
5k- 1 
RS ge 


2 de A 
hs k k+1 


Dosagem segura e eficaz A concentração no sangue resul- 
tante de uma dose única de um medicamento normalmente 
diminui com o tempo à medida que o medicamento é elimina- 
do do corpo. As doses podem, portanto, precisar ser repetidas 
periodicamente para evitar que a concentração fique abaixo de 
um nivel em particular. Um modelo para o efeito de repetidas 
doses fornece a concentração residual imediatamente antes da 
dose de ordem (n + 1) como 


R,= Cj | Cg m fas 


+ Cj ento, 


onde C, = alteração na concentração provocada por uma dose 
única (mg/mL), k= constante de eliminação (h !) e ty = tempo 
entre as doses (h). Veja a figura a seguir. 


C 
G TCi = Ot Ce" 
E 1 0 0 Es 
sa n— 
o 
E Ra 
3 a Rz Ba 
ê R¡ = Cet 
a ~ PE A AA 
0 to 
Tempo (h) 


a. Escreva R, na forma fechada como uma única fração e en- 
contre R = lim R 


n>00 nº 
b. Calcule R e R,, para C¿=1 mg/mL, k=0,1 he £,=10h. 
Até que ponto R,, é uma estimativa boa de R? 


34. 


c. Se k= 0,01 h! e fọ = 10 h, encontre o menor n tal que 
R, > (1/2)R. 

(Fonte: HORELICK, B.; KOONT, S. Prescribing Safe and 

Effective Dosage, COMAP, Inc., Lexington, MA.) 


Tempo entre doses de medicamentos (Continuação do 
Exercício 33.) Se um medicamento é conhecido por ser inefi- 
caz abaixo de uma concentração C, e perigoso acima de certa 
concentração mais alta C,, é preciso encontrar valores de C) 
e f} que produziráo uma concentração que seja segura (não 
acima de C,,) mas eficaz (não abaixo de C,). Veja a figura a 
seguir. Portanto, queremos encontrar os valores para C} € to 
para os quais 


R=C, e Cit R= CG 

C 
3 A 
E 
5 Nível seguro mais alto 
o CH f 
E 
2 Co 
E l 
S E Gs 
3 E | i Nível eficaz mais baixo 
5 k—ty— 
8 l | : 

== Jo Moss: 
0 Tempo 


Assim, C) = Cy — €,. Quando esses valores são substituídos 
na equação para R obtida no item (a) do Exercício 33, a equa- 
ção resultante fica simplificada para 


_1, CH 
lie 


Para encontrar um nível eficaz rapidamente, pode-se ministrar 
uma dose alta que iria produzir uma concentração de C,, mg/mL. 
Isso poderia ser seguido a cada 1, horas por uma dose que ele- 
ve a concentração por C) = Cy — C, mg/mL. 

a. Verifique a equação anterior para t). 


b. Se k = 0,05 h™ e a concentração segura é e vezes a con- 
centração eficaz mais baixa, encontre o período de tempo 
entre as doses que irá assegurar concentrações seguras e 
eficazes. 

c. Dados C, = 2 mg/mL, C, = 0,5 mg/mL e k = 0,02 ht, 
determine um esquema para a administração do medica- 
mento. 


a 


Suponha que k = 0,2 h™! e que a mais baixa concentração 
eficaz seja 0,03 mg/mL. Uma dose única que produz uma 
concentração de 0,1 mg/mL é administrada. Por quanto 
tempo o medicamento permanecerá eficaz? 


Capítulo 


Módulos Mathematica/Maple 


Bola quicando 


Projetos de aplicacáo de tecnologia 


O modelo prevé a altura de uma bola quicando e o tempo que ela levará para parar de quicar. 


Aproximações de uma função por polinômios de Taylor 


Uma animação gráfica mostra a convergência dos polinômios de Taylor para funções com derivadas de todas as ordens ao longo de um 
intervalo em seus domínios. 
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EQUAÇÕES PARAMÉTRICAS 
E COORDENADAS POLARES 


VISÃO GERAL Neste capítulo, estudaremos novas maneiras de definir curvas no 
plano. Em vez de pensar em uma curva como um gráfico de uma função ou equação, 
consideramos uma forma mais geral de pensar em uma curva como a trajetória de 
uma partícula em movimento, cuja posição está mudando ao longo do tempo. Então, 
cada uma das coordenadas de x e y da posição da partícula se torna uma função de 
uma terceira variável t. Podemos ainda alterar a forma na qual os pontos no plano 
são descritos utilizando coordenadas polares em vez das retangulares ou cartesianas. 
Essas duas novas ferramentas são úteis para a descrição de movimentos, como os 
dos planetas e satélites, ou projéteis se deslocando no plano ou espaço. Além disso, 
revisaremos as definições geométricas e equações padrão de parábolas, elipses e hi- 
pérboles. Essas curvas são denominadas seções cónicas, ou cónicas, e modelam as 
trajetórias percorridas por projéteis, planetas ou qualquer outro objeto se movendo 
sob a influência exclusiva de uma força gravitacional ou eletromagnética. 


1 1 1 Parametrizações de curvas planas 


Posição da partícula 


no tempo 1 a (FO, 8) 


FIGURA 11.1 A curva ou trajetória 
traçada por uma partícula se movendo no 
plano xy náo é sempre o gráfico de uma 
única função ou equação. 


Nos capítulos anteriores, estudamos as curvas como gráficos de funções ou 
equações envolvendo as duas variáveis x e y. Agora, introduziremos outra forma 
de descrever uma curva expressando ambas as coordenadas como funções de uma 
terceira variável £. 


Equações paramétricas 


A Figura 11.1 mostra a trajetória de uma partícula em movimento no plano xy. 
Observe que a trajetória falha no teste da reta vertical, de forma que ela não pode 
ser descrita como o gráfico de uma função da variável x. No entanto, podemos às 
vezes descrever a trajetória por meio de um par de equações, x = f(t) e y = g(t), em que 
f e g são funções contínuas. Quando estudamos movimentos, t geralmente denota 
o tempo. Equações como essas descrevem curvas mais gerais do que aquelas como 
y = f(x) e fornecem não somente o gráfico da trajetória delineada, mas também a 
localização da partícula (x, y) = (f(t), g(t)) em qualquer tempo t. 


DEFINIÇÃO Sex e y são dados como funções 
x=f(0, — y=20) 


sobre um intervalo / de valores de £, então o conjunto de pontos (x, y) = (f(t), 
g(t)) definido por essas equações forma uma curva paramétrica. As equa- 
ções são equações paramétricas para a curva. 


A variável t é um parámetro para a curva, e seu domínio / é o intervalo do 
parâmetro. Se 7 é um intervalo fechado, a = t = b, o ponto (f(a), g(a)) € o pon- 
to inicial da curva e (f(b), g(b)) é o ponto final. Quando fornecemos equações 
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FIGURA 11.3 As equações x = cos te 

y = sen ź descrevem o movimento no 
círculo x? +y? = 1. A seta mostra a direção 
do aumento de t (Exemplo 3). 


paramétricas e um intervalo para uma curva, dizemos que parametrizamos a curva. 
As equações com o respectivo intervalo constituem uma parametrizacáo da curva. 
Uma determinada curva pode ser representada por diferentes conjuntos de equações 
paramétricas. (Veja os Exercícios 19 e 20.) 


EXEMPLO 1 Trace a curva definida pelas equações paramétricas 


x=2, y=t+1, —0<t<oo. 
Solução Fazemos uma breve tabela de valores (Tabela 11.1), representamos grafica- 
mente os pontos (x, y) e desenhamos uma curva suave por eles (Figura 11.2). Cada 
valor de t fornece um ponto (x, y) na curva, como t = 1 fornece o ponto (1, 2) registra- 
do na Tabela 11.1. Se pensarmos na curva como a trajetória de uma partícula em mo- 
vimento, então a partícula se move pela curva na direção das setas exibidas na Figura 
11.2. Ainda que os intervalos de tempo na tabela sejam iguais, os pontos consecutivos 
representados graficamente ao longo da curva não estão a distâncias de comprimento 
de arco equivalentes. O motivo pelo qual isso ocorre é que a partícula diminui a sua 
velocidade à medida que se aproxima do eixo y ao longo do ramo inferior da curva 
conforme f aumenta, e então acelera depois de alcançar o eixo y em (0, 1) e se mover 
ao longo do ramo superior. Como o intervalo de valores para t é o conjunto de todos os 
números reais, não existe nenhum ponto inicial e nenhum ponto terminal para a curva. 


TABELA 11.1 Valores 
dex=?ey=t+1 para 
valores selecionados de t. 


t x y 

=3 9 =2 

=2 4 -1 

=] 1 0 
0 0 l FIGURA 11.2 Curva dada pelas equações 
1 1 2 paramétricas x= e y = t+ 1 (Exemplo 1). 
2 4 3 
3 9 4 


EXEMPLO 2 Identifique geometricamente a curva no Exemplo 1 (Figura 11.2) 
eliminando o parâmetro t e obtendo uma equação algébrica em x e y. 


Solução Resolvemos a equação y = t+ 1 para o parámetro t e substituímos o resul- 
tado na equação paramétrica para x. Esse procedimento nos dát=y— 1 e: 


x=?=(y 1?=y 2y +1. 


A equação x = y? — 2y + 1 representa uma parábola, como exibido na Figura 
11.2. Algumas vezes é muito difícil, ou mesmo impossível, eliminar o parámetro a 
partir de um par de equações paramétricas, conforme fizemos aqui. 


EXEMPLO 3 Represente as curvas paramétricas por meio de um gráfico: 


(a) x=cos t, y=sen tí, 0=1=2m7. 
(b) x=a cost, y=asent, 0=1=27. 
Solucáo 


(a) Comox? +)? = cos?t+ sen?t= 1, a curva paramétrica está ao longo do círculo unitá- 
rio x? +)? = 1. Conforme t aumenta de 0 a 27, o ponto (x, y) = (cos £, sen f) começa 
em (1, 0) e traça o círculo inteiro uma vez em sentido anti-horário (Figura 11.3). 


t = 4 ¢ (2,4) 


> X 


0 | Começa em 
t=0 


FIGURA 11.4 As equações x= Vtey=t 
e o intervalo t = 0 descrevem a trajetória 
de uma partícula que traça a metade direita 
da parábola y = x? (Exemplo 4). 


> 


(2, 4) (2,4) 


> x 


FIGURA 11.5 A trajetória definida por 
x=Ly=2,-c0<t<ooéa parábola 
inteira y = x? (Exemplo 5). 
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(b) Para x=4a cos t, y =a sen t, 0 £ t£ 27, temos x? + y? = &? cos?t + a? sen?t=a2. A 
parametrização descreve um movimento que começa no ponto (a, 0) e percorre 
o círculo x? + y? = a? uma vez em sentido anti-horário, retornando a (a, 0) em 
t= 2r. O gráfico é um círculo centrado na origem com raio r = a e pontos de 
coordenadas (a cos t, a sen f). 


EXEMPLO 4 A posição P(x, y) de uma partícula se movendo no plano xy é dada 
pelas equações e respectivo intervalo de parâmetro: 


R= vt y=t t=0 
Identifique a trajetória traçada pela partícula e descreva o movimento. 


Solução Tentamos identificar a trajetória eliminando t entre as equações x = Vte 
y = t. Com alguma sorte, isso irá produzir uma relação algébrica reconhecível entre 
x e y. Descobrimos que: 


y=t= (vi)? = x£. 


Assim, as coordenadas de posição da partícula satisfazem a equação y = x?, de for- 
ma que a partícula se move ao longo da parábola y = x?. 

Seria um erro, no entanto, concluir que a trajetória da partícula é a parábola 
inteira y = x°; ela é somente a metade da parábola. A coordenada x da partícula 
nunca é negativa. A partícula começa em (0, 0), quando t = 0 e sobe para o primeiro 
quadrante conforme t aumenta (Figura 11.4). O intervalo de parâmetro é [0, oo) e 
não existe um ponto final. 


O gráfico de qualquer função y = f(x) pode sempre ter uma parametrização natural 
x=tey= f(t. O domínio do parâmetro nesse caso é o mesmo domínio da função f. 


EXEMPLO 5 A parametrização do gráfico da função f(x) = x? é dada por: 
x=t, y=f(0=É, 00 <<. 


Quando f = 0, essa parametrização fornece a mesma trajetória no plano xy que 
tivemos no Exemplo 4. No entanto, uma vez que o parámetro f aqui pode agora ser 
também negativo, obtemos a parte esquerda da parábola; ou seja, temos a curva pa- 
rabólica inteira. Para essa parametrizacáo, náo existe um ponto inicial ou um ponto 
final (Figura 11.5). 


Observe que a parametrizacáo também especifica quando (o valor do paráme- 
tro) uma partícula se movendo está localizada em um ponto específico ao longo da 
curva. No Exemplo 4, o ponto (2, 4) é alcançado quando t = 4; no Exemplo 5, ele é 
alcançado “mais cedo”, quando t = 2. Você pode ver as implicações desse aspecto 
das parametrizações ao considerar a colisão de dois objetos: eles devem estar no 
mesmo exato ponto de localização P(x, y) para alguns (possivelmente diferentes) 
valores de seus respectivos parâmetros. Falaremos mais sobre esse aspecto das pa- 
rametrizações quando estudarmos movimento no Capítulo 13. 


EXEMPLO 6 Encontre uma parametrização para a reta que passa pelo ponto (a, b), 
com inclinação m. 


Solução Uma equação cartesiana da reta é y — b = m(x — a). Se fizermos o parâme- 
trot=x—a, descobrimos quex=a+tey— b = mt. Isto é: 


x=a+t, y=b+mt, —00 < t< oo 
parametriza a reta. Essa parametrização difere daquela que obteríamos por meio da 


técnica utilizada no Exemplo 5, quando t =x. No entanto, ambas as parametrizações 
dão a mesma reta. 
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TABELA 11.2 Valores de x = t+ 
(1/1) e y= t— (1/t) para valores 
selecionados de t. 
t 14% x y 
0,1 100 101 -99 
0,2 5,0 52 —4,8 
0,4 2,5 29 21 
1,0 1,0 2,0 0,0 
2,0 0,5 2,5 1,5 
5,0 0,2 52 4,8 
10,0 0,1 10,1 9,9 
> 
t=10 


o, 9,9) 


l >x 


aii 


Nos, -9,9) 


t=0,1 


FIGURA 11.6 Curva para x= t+ (1/1), y 
=1-— (1/1), t> 0 no Exemplo 7. (A parte 
mostrada é para 0,1 =t= 10.) 
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EXEMPLO 7 Esboce e identifique a trajetória traçada pelo ponto P(x, y) se: 


= 1 = 1 
THE yst- t> 0. 


Solução Fazemos uma breve tabela de valores na Tabela 11.2, representamos gra- 
ficamente os pontos e desenhamos uma curva suave por eles, conforme fizemos no 
Exemplo 1. Em seguida, eliminamos o parámetro t das equações. O procedimento é 
mais complicado que o envolvido no Exemplo 2. Tomando a diferença entre x e y, 
conforme dada pelas equações paramétricas, descobrimos que: 


x-y= (1+ $) (t 3 E 


Se adicionarmos ambos os lados das duas equações paramétricas, teremos: 


x+y= (t+ +) + (t-2)-2 


Podemos, então, eliminar o parámetro t multiplicando os dois lados destas últimas 
equações: 


oye y = (¿Jen = a 


ou, multiplicando os termos do lado esquerdo, obtemos uma equação padrão para 
uma hipérbole (revisado na Seção 11.6): 


x? -y =4, (1) 


Assim, as coordenadas de todos os pontos P(x, y) descritas pelas equacóes pa- 
ramétricas satisfazem a Equação 1. No entanto, a Equação 1 não necessita que a 
coordenada x seja positiva. Sendo assim, existem pontos (x, y) na hipérbole que não 
satisfazem a equação paramétrica x = t + (1/?), t> 0, para a qual x é sempre positivo. 
Ou seja, as equações paramétricas não fornecem nenhum ponto no ramo esquerdo 
da hipérbole dada pela Equação 1, pontos onde a coordenada x seria negativa. Para 
pequenos valores positivos de t, a trajetória está no quarto quadrante e sobe para 
o primeiro quadrante conforme t aumenta, cruzando o eixo x quando t = 1 (veja a 
Figura 11.6). O domínio do parâmetro é (0, 00) e não existe um ponto inicial ou um 
ponto final para a trajetória. 


Os Exemplos 4, 5 e 6 ilustram que uma determinada curva, ou parte dela, pode 
ser representada por diferentes parametrizações. No caso do Exemplo 7, podemos 
ainda representar o ramo direito da hipérbole por meio da parametrização 


x= V4+t, y=t -co<t<o, 


que é obtida solucionando a Equação 1 para x = 0 e sendo y o parâmetro. Ainda, 
outra parametrização para o ramo direito da hipérbole dada pela Equação 1 é: 


x=2sect  y=2tgt ba 


Essa parametrização segue da identidade trigonométrica sec? t— tg? t= 1, portanto: 
X — y? = 4 sec? t— 4 tg? t= 4(sec? t— tg? )=4. 


Conforme t varia entre —75/2 e 1/2, x = sec t permanece positivo e y = tg t varia entre 
— e oo, de forma que P percorre o ramo direito da hipérbole. Ele chega pelo ramo 
inferior conforme t — 07, alcança (2, 0) em t= 0 e se distancia para o primeiro qua- 
drante à medida que ź aumenta em direção a 77/2. Esse é o mesmo ramo da hipérbole 
da qual uma parte é mostrada na Figura 11.6. 


Anteparo da 
cicloide 


Anteparo da 
cicloide 


+. Cicloide e 


FIGURA 11.7 No relógio de pêndulo de 
Huygens, o prumo oscila em uma cicloide, 
de forma que a frequência é independente 
da amplitude. 


y 
A P(x, y) = (at + a cos 6, a + a sen 0) 


Ol< at IM 


> Xx 


FIGURA 11.8 Posição de P(x, y) na roda 
girada em um ângulo t (Exemplo 8). 


y 
a 
PNY. 
0) 2ra 


FIGURA 11.9 Curva cicloide 
x=a(t— sen £), y =a(1 — cos t), 
para t= 0. 


a 2a ma 2ra 
T T T T T T 


P(at — a sen t, a — a cos t) 


B(ar, 2a) 


FIGURA 11.10 Para estudarmos o 
movimento ao longo de uma cicloide de 
cabeça para baixo sob a influência da 
gravidade, viramos a Figura 11.9 de cabeça 
para baixo. Isso faz o eixo y ficar voltado 
para a direção da força gravitacional e as 
coordenadas y para baixo serem positivas. 
As equações e o intervalo de parâmetro 
para a cicloide são ainda 
x=a(t— sen t), 
y=a(l—cost), t=0. 


A seta indica a direção de aumento de t. 
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Cicloides 


O problema de um relógio cujo pêndulo se move em um arco circular é 
que a frequência do balanço depende da amplitude da oscilação. Quanto maior 
essa oscilação, mais tempo o pêndulo leva para retornar ao centro (sua posição 
mais baixa). 

Isso não aconteceria se o pêndulo pudesse oscilar em uma cicloide. Em 1673, 
Christian Huygens projetou um relógio cujo pêndulo podia oscilar em uma cicloide, 
uma curva que definiremos no Exemplo 8. Ele pendurou o pêndulo em um fio res- 
trito por anteparos que o faziam descrever a cicloide, conforme ele oscilava a partir 
do centro (Figura 11.7). 


EXEMPLO 8 Uma roda de raio a rola ao longo de uma reta horizontal. Encontre 
equações paramétricas para a trajetória traçada por um ponto P na circunferência da 
roda. À trajetória é chamada de cicloide. 


Solução Fazemos que a reta seja o eixo x e marcamos um ponto P na roda; inicia- 
mos com o P da roda na origem e a rolamos para a direita. Como parâmetro, utili- 
zamos o ângulo t pelo qual a roda gira, medido em radianos. A Figura 11.8 mostra a 
roda um pouco mais tarde, quando sua base está a at unidades da origem. O centro 


da roda C está em (at, a) e as coordenadas de P são: 
x=at+acos 6, y=a+asen 6. 


Para expressarmos 0 em termos de t, observamos que £ + 6 = 37/2 na figura, de 
forma que: 


Isso faz que: 


coso = cos (27 t) = —sent, sno = sn( 37 t) = —cost 
As equações que buscamos são: 
x=at—a sent, y=a-acost. 
Elas geralmente são escritas com o a fatorado: 
x=a(t— sen t), y=a(l — cos 1). (2) 


A Figura 11.9 mostra o primeiro arco da cicloide e parte do seguinte. 


Braquistócronas e tautócronas 


Quando viramos a Figura 11.9 de cabeça para baixo, as Equações 2 ainda se 
aplicam e a curva resultante (Figura 11.10) tem duas propriedades físicas inte- 
ressantes. A primeira é relativa à origem O e ao ponto B na parte mais baixa do 
primeiro arco. Entre todas as curvas suaves que ligam esses pontos, a cicloide é 
aquela ao longo da qual uma bolinha sem atrito, sujeita apenas à força da gravida- 
de, irá deslizar de O até B o mais rapidamente possível. Isso faz da cicloide uma 
braquistócrona, ou a curva de tempo mais curto para esses pontos. A segunda 
propriedade é que mesmo se você começar com a bolinha em parte da trajetória 
abaixo da curva, em direção a B, ela ainda assim levará o mesmo tempo para al- 
cançar B. Essa propriedade faz da cicloide uma tautócrona, ou a curva de mesmo 
tempo para O e B. 
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Existem outras braquistócronas de O até B ou a cicloide é a única? Podemos 
formular essa questão matematicamente da seguinte forma. No início, a energia 
cinética da bolinha é zero, uma vez que sua velocidade é zero. O trabalho realizado 
pela gravidade na movimentação da bolinha de (0, 0) a qualquer outro ponto (x, y) 
no plano é mgy, e isso deve ser igual à a variação de energia cinética. Isto é: 


mgy = Im? — am(o?. 


Assim, a velocidade da bolinha, quando ela atinge (x, y), tem de ser: 
v = V2gy. 


Ou seja, 


V20 dsé a diferencial do comprimento de arco 
o gy ao longo da trajetória da bolinha 


ou 
t- _ V1+ (yde ch 
V2gy V2y ` 


O tempo 7, que a bolinha leva para deslizar ao longo de uma trajetória particular 
y = f(x) de O até B(ar, 2a) é: 


po [1+ (yde? 6) 
i= > 29y a 


Que curvas y = f(x), se existir alguma, minimizam o valor dessa integral? 

À primeira vista, poderíamos pensar que a reta ligando O e B proporcionaria 
o menor tempo, mas talvez não. Pode haver alguma vantagem se a bolinha cair 
verticalmente no início para adquirir mais velocidade. Com uma velocidade maior, 
a bolinha poderia viajar por uma trajetória mais longa e ainda assim alcançar B 
primeiro. De fato, essa é a ideia correta. A solução, de um ramo da matemática 
conhecido como cálculo de variações, é que a cicloide original de O a B é a única 
braquistócrona entre O e B. 

Enquanto a solução do problema braquistócrono está além de nosso alcance 
atual, podemos ainda mostrar por que a cicloide é uma tautócrona. Na próxima 
seção iremos mostrar que a derivada dy/dx é simplesmente a derivada dy/dt dividida 
pela derivada dx/dt. Fazendo os cálculos da derivada e substituindo na Equação 3 
(omitimos os detalhes dos cálculos aqui) temos: 


xar [1 + (dydx) 
Teidoide= gi mM 
cicloide me 29y 
/ tr [a(2 — 2cost) di Escrita: q 
= A AA =a(1- cost), 
to V 2ga(1 — cost) E Es ) 
y =a(1 - cost) 
” la a 
= | Vat m3 


Assim, a quantidade de tempo que uma bolinha sem atrito leva para deslizar na 
cicloide até B, depois de ter sido liberada do repouso em O, é mV'a/g. 

Suponha que, em vez de começar com a bolinha em O, a iniciamos em algum 
ponto inferior na cicloide, um ponto (x,, Yọ) que corresponde ao valor de parâmetro 
t,> 0. A velocidade da bolinha em qualquer ponto posterior (x, y) na cicloide é: 


v = V2g(y — yo) = V2galcosty — cost).  y=a(1- cost) 
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De forma correspondente, o tempo necessário para que a bolinha deslize de 


(Xp Yo) até B é: 


a(2 — 2cost) 


AN 
AN 


_ jaf” | 1- cost 
2galcost — cost) | Val Var SE + 


2sen (t/2) 


(2005 (ty/2) — 1) — (2005 (Y/2) — 1) 


E B sen(t/2) dt 
IJa vco (to/2) — cos (t/2) 


Val, 


-2du u = cos(t/2) 
—2 du = sen(t/2) dt 
ve? — u? c = cos(ty/2) 


sen g 


q JN 


t=to 


É > ajl 
F g 


_1 Cos(t/2) [ 
cos( to/2) Jr 


B 
-9 |, ml 179 = a 
= 2/8 sen +0 + sen D = r fà. 


Esse é precisamente o tempo que a bolinha leva para deslizar de B para O. Ela leva a 


y 


FIGURA 11.11 Bolinhas liberadas 
simultaneamente na cicloide de cabeça 
para baixo em O, 4 e C alcançarão B ao 
mesmo tempo. 


Exercícios 11.1 


mesma quantidade de tempo para alcançar B de qualquer lugar que ela parta. Boli- 
nhas partindo simultaneamente de O, 4 e C na Figura 11.11, por exemplo, chegarão 
a B ao mesmo tempo. Esse é o motivo pelo qual o relógio de pêndulo de Huygens é 
independente da amplitude da oscilação. 


Encontrando equações cartesianas a partir de equações 
paramétricas 


Os Exercícios 1-18 fornecem equações paramétricas e intervalos de 
parâmetro para o movimento de uma partícula no plano xy. Identifi- 
que a trajetória da partícula encontrando a equação cartesiana para 
ela. Desenhe o gráfico de cartesiana (os gráficos irão variar confor- 
me a equação utilizada). Indique a parte do gráfico percorrida pela 
partícula e a direção do movimento. 


1. x=3t, y=9?, —oo<t<oo 


2. x=-Vt y=t t=0 

3. x=2t-5, y=4t-7, —o<t<oo 
4. x=3-3t y=2t, 0O=t=1 

5. x=cos2t, y=sen2t, 0=t=7 

6. x=cos(m—t), y=sen(m—t, O=t=T 
7. x=4cost, y=2sent, 0=<t=21 

8. x=4sent, y=5cost, 0O<=t=27 

9. x=sent, y=cos2t, 7 t= 5 
10. x=l+sent, y=cost—2, Ostar 
11. x=, y=*-2f*, —o<t<oo 

12. x= y = E, 1<t< 1 
13. x=t y= V1-*t, l1l=t=0 
14. x= Vt+1 y=Vt t=0 

15. x=sec?t—-1, y=tgt, —1/2<t<1/2 


1/2 < t<1r/2 


—00 <t<o00 


16. x=-sec t, 
17. x=-—cosh t, 
18. x=2 senh 1, 


v=tgt, 
y= senh t, 


y=2cosht, —o<t<oo 


Encontrando equações paramétricas 


19. Encontre equações paramétricas e um intervalo de parâmetro 
para o movimento de uma partícula que parte em (a, 0) e traça 
o círculo x2 +y = q”: 
a. uma vez em sentido horário. 
b. uma vez em sentido anti-horário. 
e. duas vezes em sentido horário. 
d. duas vezes em sentido anti-horário. 


(Pode haver muitas formas de resolver este exercício, de for- 
ma que suas respostas podem não ser as mesmas que estão no 
final do livro.) 


20. Encontre equações paramétricas e um intervalo de parâmetro 
para o movimento de uma partícula que parte em (a, 0) e traça 
a elipse (12/42) + (y2/b?) = 1: 
a. uma vez em sentido horário. 
b. uma vez em sentido anti-horário. 
c. duas vezes em sentido horário. 
d. duas vezes em sentido anti-horário. 


(Assim como no Exercício 19, pode haver muitas respostas 
corretas.) 


Nos Exercícios 21-26, encontre uma parametrização para a curva: 
21. o segmento de reta com extremidades (—1, —3) e (4, 1). 


22. o segmento de reta com extremidades (—1, 3) e (3, —2). 
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23. 
24. 
25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


Cálculo 


a metade inferior da parábola x — 1 = y?, 

a metade esquerda da parábola y = x? + 2x. 

o raio (semirreta) com ponto inicial (2, 3) que passa pelo ponto 
(=L=): 

o raio (semirreta) com ponto inicial (—1, 2) que passa pelo 
ponto (0, 0). 

Encontre equações paramétricas e um intervalo de parâmetro 


para o movimento de uma partícula que começa no ponto (2, 0) 
e traça a metade superior do círculo x? + y? = 4 quatro vezes. 
Encontre equações paramétricas e um intervalo de parâmetro 
para o movimento de uma partícula que se move ao longo do 
gráfico de y = x? da seguinte forma: começa em (0, 0), move- 
-se para (3, 9) e em seguida se desloca para frente para trás de 
(3, 9) para (3, 9) infinitamente. 


Encontre equações paramétricas para o semicírculo 
x+y =a, y>0, 

utilizando como parâmetro o coeficiente angular t = dy/dx da 

tangente da curva em (x, y). 


Encontre equações paramétricas para o círculo 

L+y =a, 
utilizando como parâmetro o comprimento de arco s medido em 
sentido anti-horário a partir do ponto (a, 0) até o ponto (x, y). 


Encontre uma parametrização para o segmento de reta que une 
os pontos (0, 2) e (4, 0) utilizando o ângulo 0 na figura a seguir 
como parâmetro. 


Encontre uma parametrização para a curva Y = Vxcom pon- 
to final (0, 0) utilizando o ángulo 6 na figura a seguir como 
parámetro. 


cd 


50 be 


0 


Encontre uma parametrização para o círculo (x — 22 + y?=1 
iniciando em (1, 0) e se movendo em sentido horário uma vez 
ao redor do círculo, com o ángulo central 0 na figura a seguir 
como parámetro. 


34. 


35. 


36. 


Encontre uma parametrização para o círculo x? + y? = 1 ini- 
ciando em (1, 0) e se movendo em sentido anti-horário até o 
ponto final (0, 1), com o ángulo 0 na figura a seguir como 
parámetro. 


Curva de Maria Agnesi A curva em formato de sino de 
Maria Agnesi pode ser feita da seguinte forma: inicie com um 
círculo de raio 1, centrado no ponto (0, 1), conforme exibido 
na figura a seguir. Escolha um ponto 4 na reta y = 2 e conecte- 
-o à origem com um segmento de reta. Designe por B o ponto 
onde o segmento cruza o círculo. Seja P o ponto em que a 
reta vertical por 4 cruza a reta horizontal que passa por B. A 
curva de Agnesi é a curva traçada por P conforme 4 se move 
ao longo da reta y = 2. Encontre equações paramétricas e um 
intervalo paramétrico para a curva de Agnesi expressando as 
coordenadas de P em termos de t, a medida em radianos do 
ângulo que o segmento O 4 faz com o eixo x positivo. As se- 
guintes igualdades (que você pode assumir) irão ajudar. 


a. x=AQ b. y=2—AB sent 
c. AB: OA = (AQP. 


> ta 


Hipocicloide Quando um círculo rola dentro de um círculo 
fixo, qualquer ponto P na circunferência do círculo que rola 
descreve uma hipocicloide. Seja x? + y? = a? o círculo fixo, 
seja b o raio do círculo que rola, e seja 4 (a, 0) a posição inicial 
do ponto P traçado. Encontre equações paramétricas para a 
hipocicloide, utilizando como parámetro o ângulo 0 a partir do 
eixo x positivo até a reta que une os centros dos círculos. Em 
particular, se b = a/4, assim como na figura a seguir, mostre 
que a hipocicloide é a astroide 


y=a sen? 0. 


x=a cos 0, 


37. Conforme o ponto N se move ao longo da reta y = a na figura 
a seguir, P se move de forma que OP = MN. Encontre equa- 
ções paramétricas para as coordenadas de P como funções do 
ângulo f que a reta ON faz com o eixo y positivo. 


y 
A 
A(O, a) 


0) 


38. Trocoides Uma roda de raio a rola ao longo de uma reta ho- 
rizontal sem deslizar. Encontre equações paramétricas para a 
curva traçada por um ponto P em um raio da roda a b unidades 
de seu centro. Como parâmetro, utilize o ángulo 0 através do 
qual a roda gira. A curva é chamada de trocoide, que é uma 
cicloide quando b= a. 


Distáncia utilizando equacóes paramétricas 

39. Encontre o ponto sobre a parábola x = t, y = É, —œ0 < t < o0, 
o mais próximo do ponto (2, 1/2). (Sugestáo: minimize o qua- 
drado da distância como uma função de t.) 


40. Encontre o ponto da elipse x = 2 cost, y = sen t, O=t=27, 
o mais próximo do ponto (3/4, 0). (Sugestáo: minimize o qua- 
drado da distância como uma função de t.) 


ER USO DE FERRAMENTAS GRÁFICAS 


Se você possui uma ferramenta que esboça gráficos de equações 
paramétricas, desenhe os gráficos das equações sobre os intervalos 
determinados nos Exercícios 41-48. 


41. Elipse x=4cost, y=2 sent, no intervalo: 
a. 0=t=271 b. 0=t<=7 


c. —mr2=<t= 7/2 


11.2 
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42. Ramo de hipérbole x = sec £ (entre como 1/cos (1)), y = tg t 
(entre como sen (7)/cos (t)), no intervalo: 


à =1,5=1f=1,5 b. -0,5=1=0,5 
c. 0,1 =1=0,1. 

43. Parábola x=21+3, y=2-1, 
44. Cicloide x=t—sent, y=1-—cost, no intervalo: 
a. 0O<=t=27 b. O=t=47 

Cc. TEt<3T 


45. Deltoide 


23122 


x=2c0st+c0s 2f, y=2sent—sen2t; 0=<t=271 


O que acontece se vocé substituir 2 por —2 nas equacóes para 
x e y? Desenhe os gráficos das novas equações e descubra. 


46. Uma curva interessante 


x=3costtcos3t, y=3sent—sen3t; 0=<t=271 


O que acontece se você substituir 3 por —3 nas equações para 
x e y? Desenhe os gráficos das novas equações e descubra. 


47. a. Epicicloide 


x=9cost—cos9, y=9sent—sen9; 0=t=21 
b. Hipocicloide 


x=8cost+2cos4t, y=8sent—-2sen4t; 0=t=27 


c. Hipotrocoide 


x=cost+5cos 3f, y=6cost—5sen3t; O<=t=27 


48. a. x=6cost+5cos3t, y=6sent—sS sen 3t; 
0O=t=27 
b. x=6cos2t+5cos6t, y=6 sen 21— 5 sen 6t; 
Etar 
c. x=6 cos ź+ 5 cos3t, y=6sen2f— 5 sen 3t; 
0O=t=27 
d. x=6cos2t+5cos6t, y= 6 sen 4t— 5 sen 6t; 


Ostan 


Cálculo com curvas paramétricas 


Nesta seção, aplicaremos cálculo às curvas paramétricas. Especificamente, en- 
contraremos coeficientes angulares, comprimentos e áreas associadas com curvas 


parametrizadas. 


Tangentes e áreas 


Uma curva parametrizada x = f(t) e y = g(t) é derivável em t se f e g forem 
deriváveis em f. Em um ponto em uma curva parametrizada derivável em que y é 
também uma função derivável de x, as derivadas dy/dt, dx/dt e dy/dx estão relacio- 
nadas pela regra da cadeia: 


Y _Y ax 
dt dx dt 


Se dx/dt + 0, podemos dividir ambos os lados dessa equação por dx/dt para solucio- 


nar para dy/dx. 
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Fórmula paramétrica para dy/dx 


Se todas as três derivadas existem e dx/dt £ 0, 


Y e 
dx dyd’ (1) 


Se equações paramétricas definem y como uma função de x duas vezes deri- 
vável, podemos aplicar a Equação 1 à função dy/dx = y” para calcular d2y/dx? como 
uma função de t: 


d?y 
dx? 


at 
— aty) = L Equação 1 com y no lugar de y 


Fórmula paramétrica para d?y/dx? 


Se as equações x = f(t), y = g(t) definem y como uma função de x duas vezes 
diferenciável, então em qualquer ponto onde dx/dt £ 0 e y'= dy/dx, 


A dy  dy/dt 
de ade = 


EXEMPLO 1 Encontre a tangente à curva 


x= sect, y = tot, = 


x= sect, y =tgt, 
T T 
UEA 
2 2 


no ponto (V2, 1), em que t= 7/4 (Figura 11.12). 


FIGURA 11.12 A curva no Exemplo 1éo Solução O coeficiente angular da curva em 1 é 
ramo direito da hipérbole x? — y? = 1. 
dy dd cet 


dax dyd sectigt 


Fazendo t igual a 7/4, temos: 


sect ? 
tgt: Equação 1 


dl sec(m/4) 
dx|t=5/4 tg (7/4 


-X2 v3 
A reta tangente é: 
y = 1= V2(x- V2) 
y= V2x-2+1 
y= V2x- 1 


EXEMPLO 2 Encontre d?y/dx? como uma função de tsex=1—P,y=t-—. 
Solução 
1. Expresse y'= dy/dx em termos de t. 


dy dy/d 1-3 
Y = x” ad 1-2 


| Encontrando d2y/dx? em termos de t 2. Diferencie y'em relação a t. 
1. Expresse y'= dy/dx em termos de t. dy d/1- 32 2 - 6t 2 
z — — 6t + & ; ; 
2. Encontre y/dt. de dt ( 1- ?2t ) = (L= 2t)2 Regra da derivada do quociente 


3. Divida dy/dt por dx/dt. 


FIGURA 11.13 Astroide no Exemplo 3. 


FIGURA 11.14 Curva suave C definida 


parametricamente pelas equações x = f(t) 


ey=g(t),a=t=b. O comprimento da 
curva de 4 a B é aproximado pela soma 


dos comprimentos da trajetória poligonal 


(segmentos de reta), iniciando em 
A = P,, seguindo para P,, e assim por 
diante, terminando em B = P, 


>= 


Pra = lg)» 8-1) 


Py = (ft). 8H) 


FIGURA 11.15 O arco P, ,P,é 
aproximado pelo segmento de reta 
exibido aqui, que tem comprimento 


Le= V (AX)? + (Ayo?. 


>X 
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3. Divida dy''dt por dx/dt. 


dy dy/d_ (2-6 + 6%)/(1- 2)? 2-6+ 6 
dx? dxdt 1- 2t — (1-22 


Equação 2 


EXEMPLO 3 Encontre a área delimitada pela astroide (Figura 11.13) 


x=co t  y=sem t, 0=1=27. 


Solução Por simetria, a área delimitada é quatro vezes a área sob a curva no primei- 
ro quadrante, em que 0 = 1 = 7/2. Podemos aplicar a fórmula da integral definida 
para a área estudada no Capítulo 5, utilizando substituição para expressar a curva e 
a diferencial dx em termos do parâmetro t. Portanto: 


1 
aza f y dx 
0 


m/2 
= af sen?t- 3 cos? tsen t dt Substituição para y e dx 
0 


a fa 2 
_ / (G os æ) ç + fes æ) dt ia (à = a 
0 


1/2 
E 3/ (1 — 2 cos 2t + cos? 2t(1 + cos 2t) dt Expandir 
0 
3 7/2 
= 3/ (1 — cos 2t — cos? 2t + cos! 2t) dt M ultiplicar termos 
0 
3 ma 7/2 1/2 
= (1 — cos29 ae f costara + | cos? 2tat| 
0 o 6 
=> > Sen > y Sen > [Sen 3 sen RE 
-33 0-0 o) (3+0 0 0) + ho 0 0+0) | ava 
3 


|$ 


Comprimento de uma curva definida parametricamente 
Seja C uma curva dada parametricamente pelas equações 
x=f() e y=g(), astsb. 


Assumimos que as funções f e g são continuamente deriváveis (o que significa que 
elas possuem primeiras derivadas contínuas) no intervalo [a, b]. Assumimos também 
que as derivadas f'(f) e g'(t) não são simultaneamente zero, o que previne que a curva 
C tenha quaisquer cantos ou cúspides. Essa curva é chamada de curva lisa. Subdi- 
vidimos a trajetória (ou arco) AB em n partes nos pontos A = Py P,, P,,..., P, =B 
(Figura 11.14). Esses pontos correspondem a uma partição do intervalo [a, b] por 
a= h<: <t, =b, em que P,= (f(t), g(t,)). Una pontos sucessivos dessa 
subdivisão através de segmentos de reta (Figura 11.14). Um segmento de reta repre- 
sentativo tem comprimento: 


Lk = V(Ax9? + (Ayo? 
= VE — f(t-DP + [ato — alt)? 


(veja a Figura 11.15). Se At, é pequeno, o comprimento L, é aproximadamente o 
comprimento do arco P, _ P, Pelo teorema do valor médio, existem números fe e 


sk 


t, em [t _;, t] tal que: 
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Axe = f(t — f (ten) = $'(4ó) Atg 
Ay = At) — Nes) = g (6^) Atk 


Assumindo que a trajetória entre 4 e B é percorrida exatamente uma vez conforme t 
aumenta de t = a para t = b, sem voltar ou retraçar, uma aproximação para o (ainda 
não definido) “comprimento” da curva AB é a soma de todos os comprimentos L; 


Sh 2 VA” + (Ayo? 


VIGO + [g (ti Ah. 


Ainda que essa última soma à direita não seja exatamente uma soma de Riemann 
(porque f'e g' são avaliados em pontos diferentes), pode ser demonstrado que seu 
limite, à medida que a norma da partição tende a zero e o número de segmentos 
n => œ, é a integral definida: 


n b 
lim SME? + [g (te) a= f VI (OR + [g (01? de 


IPI>0 k=1 


Portanto, é razoável definir o comprimento da curva de 4 até B como essa integral. 


DEFINIÇÃO Se uma curva C é definida parametricamente por x = f(f) e 
y = g(t), a t= b, em que f'e g' sáo contínuas e não simultaneamente zero 
em [a, b], e C é percorrida exatamente uma vez conforme f aumenta de t=a 
para t = b, então o comprimento de C é a integral definida: 


b 
L= f VIP OP + Ig OF de 


Uma curva suave C não volta ou muda o sentido do movimento sobre o interva- 
lo de tempo [a, b], uma vez que (f? + (g? > 0 ao longo de todo o intervalo. Em um 
ponto em que uma curva começa a voltar sobre si própria, ou a curva deixa de ser 
derivável ou ambas as derivadas devem ser simultaneamente iguais a zero. Iremos 
examinar esse fenômeno no Capítulo 13, em que estudaremos vetores tangentes às 
curvas. 

Se x= f(t) e y = g(t), então, utilizando a notação de Leibniz, teremos o seguinte 
resultado para o comprimento do arco: 


e o 


E se existirem duas parametrizações diferentes para uma curva C cujo compri- 
mento queremos encontrar — faz diferença qual delas utilizaremos? A resposta é não, 
contanto que a parametrização que escolhermos satisfaça as condições estabelecidas 
na definição para o comprimento de C (veja o Exercício 41 para um exemplo). 


EXEMPLO 4 Utilizando a definição, encontre o perímetro do círculo de raio r 
definido parametricamente por 


x=r cost e y=r sent, 0=t=27. 


Solução Conforme t varia de O a 27, o círculo é percorrido exatamente uma vez, 
portanto a circunferência é 


Ye 
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Encontramos: 
XL rent O rast 
e 
E + (SE) = rise? t + cost) = r?, 
Portanto: 


L = | Nea- E = 2rr. 
o 


EXEMPLO 5 Encontre o comprimento da astroide (Figura 11.13) 
x=co ct e  y=seBft  0=(=27. 


Solução Por causa da simetria da curva com relação aos eixos coordenados, seu com- 
primento é quatro vezes o comprimento da porção do primeiro quadrante. Temos: 


x=cost, y= st 
[3cos t(-snd F = 9cos*tsertt 


NY 
N 
II 


2 
) = [3seYt(cost)]? = 9sef'tcost 


a, (MP 
( yl ) MEE 


= V9cos tsmt 


= 3|costsent| 
= 3costsent. e 
Portanto: 
do pamela quadro” = |, 3enstemta 
-5 . Cent ape 
=-¿osa "= 


O comprimento da astroide é quatro vezes isto: 4(3/2) = 6. 


Comprimento de uma curva y= f(x) 


Gregory St. Vincent 
(1584-1667) 


A fórmula de comprimento na Seção 6.3 é um caso especial da Equação 3. 
N Dada uma função continuamente derivável y = f(x), a =x = b, podemos determinar 
x = t como um parámetro. O gráfico da função f é então a curva C definida para- 
metricamente por: 


x=t e v=f(t), astsb, 


um caso especial que consideramos antes. Entáo: 
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B(0, 1) S. 


E (6,7) = (cos? 1, sen? 1) 


>x 
0 A(1, 0) 


FIGURA 11.16 Centroide (c.m.) do arco 
da astroide no Exemplo 6. 


A partir da Equação 1, temos 


dy , 
ax af, 


OROEN 


=1+[f F. t=x 


resultando em 


Uma substituição na Equação 3 nos dá a fórmula do comprimento de arco para o 
gráfico de y = f(x), consistente com a Equação 3 na Seção 6.3. 


Diferencial do comprimento de arco 


Consistente com nossa discussão na Seção 6.3, podemos definir a função de 
comprimento de arco para uma curva definida parametricamente x = f(t) e y = g(t), 
a=t=b,por: 


t 
st) = f VIF P + [g (AP dz 


Então, pelo teorema fundamental do cálculo: 


Errar (e) + (Y). 


A diferencial do comprimento de arco é: 


2 2 
=- (a o 
A Equação 4 é frequentemente abreviada para: 
ds = Væ + dy”. 


Da mesma forma que na Seção 6.3, podemos integrar a diferencial ds entre limites 
apropriados para encontrar o comprimento total de uma curva. 

Segue um exemplo de onde utilizamos a fórmula de comprimento do arco para 
encontrar o centroide de um arco. 


EXEMPLO 6 Encontre o centroide do arco do primeiro quadrante da astroide no 
Exemplo 5. 


Solução Tomamos a densidade da curva como sendo ô = 1 e calculamos a massa e os 
movimentos da curva em relação aos eixos coordenados, conforme fizemos na Seção 6.6. 

A distribuição de massa é simétrica em torno da reta y = x, portanto x= y. Um 
segmento típico da curva (Figura 11.16) possui massa: 


2 d 2 
dm=1-ds= ($) + (5) dt = 3 cost sent dt. Do Exemplo 5 


A massa da curva é: 
1/2 1/2 3 
M = dm = 3costsentdt = >: Novamente do Exemplo 5 
0 0 


O momento da curva em relação ao eixo x é: 


7/2 
m= [gem f sert - 3 cost sent dt 
0 


1/2 1/2 
-3[ saft cost dt = 3.2% =>. 
0 0 


Círculo y 
x = cost 

y=1l+sent 
0=1t=<27 


FIGURA 11.17 No Exemplo 7 calculamos 
a área da superfície de revolução varrida 
por essa curva parametrizada. 
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Segue que: 


O centroide é o ponto (2/5, 2/5). 


Áreas de superfícies de revolução 


Na Seção 6.4, encontramos fórmulas integrais para a área de uma superfície 
em que uma curva é girada em torno de um eixo coordenado. Especificamente, 
descobrimos que a área da superfície é S= /277y ds para rotação em torno do eixo x 
e S= [2x ds para rotação em torno do eixo y. Se a curva é parametrizada pelas 
equações x= f()ey=g(f),a=t=b,em que fe g são continuamente deriváveis e 
(12 + (2? > 0 em [a, b], então a diferencial do comprimento de arco ds é dada 
pela Equação 4. Essa observação nos leva às seguintes fórmulas para a área das 
superfícies de revolução das curvas parametrizadas suaves. 


Área de superfície de revolução para curvas parametrizadas 


Se uma curva suave x = f(t), y = g(t), a S t £ b, é percorrida exatamente uma vez 
conforme f aumenta de a para b, então as áreas das superfícies obtidas girando-se 
a curva em torno dos eixos coordenados são conforme segue: 


1. Revolução em torno do eixo x (y = 0): 


CCA 


2. Revolução em torno do eixo y (x = 0): 
b 2 2 
E [ax dy 
s= [20x ($) + E) a (6) 


Assim como com o comprimento, podemos calcular a área da superfície a par- 
tir de qualquer parametrização conveniente que satisfaga os critérios estabelecidos. 


EXEMPLO 7 A parametrização padrão do círculo de raio 1 centrado no ponto i 
(0, 1) no plano xy é: 
x=cos t, y=l+sent, 0=1=27. 


Utilize essa parametrização para encontrar a área da superfície varrida pelo giro do 
círculo em torno do eixo x (Figura 11.17). 


Solução Avaliamos a fórmula 


b d 2 dy 2 E quação 5 para revolução 
S= 27y a O AS y em torno do eixo x; 
a at at y=1+sent=0 
2 


= / (1 + sent) V (sent? + (cos t)? dt 
0 
Í 


277 


= 271 (1 + sent) dt 
0 


= 2m|t — cos E = 4r”. 
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Exercícios 11.2 


Tangentes às curvas parametrizadas 


Nos Exercícios 1-14, encontre uma equação para a reta tangente à 
curva no ponto definido pelo valor dado de t. Encontre também o 
valor de d?y/dx? nesse ponto. 


1. 


pul pudo pu 
N = O 


ul 
o 


14. 


LENAR 


. X 


x=2 cost, y=2sent, t=71/4 

. x=sen2mt, y=cos2mt, t=—1/6 

. x=4sent, y=2cost, t=71/4 

. X=COS Í, y= V3cost, t=2m/3 
x=t y=Vt t=1/4 

x=sec2?t— 1, y=tgt, t=—7/4 
x=sect, y=tgt, t=7/6 

x= -Vt+ 1, y= V3, t=3 
x=22+3, y=É, t=-1 

e x=1/t, y=-2+Int, t=1 

. x=t=sent, y=1-—cost, t=71/3 

. x=cost, y=l+sent, t=7/2 
aq ta 
x=t+e, y=1-€e, t=0 


Parametrizacóes definidas implicitamente 


Assumindo que as equações nos Exercícios 15-20 definem x e y 
implicitamente como funções deriváveis x = f(t), y = g(t), encontre 
o coeficiente angular da curva x = f(t), y = g(t) no valor determi- 
nado de f. 


15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
Área 
21. 


22. 


23. 


24. 


+22=9, 2)-32=4, t=2 
x= V5- vi yt-D=Vt t=4 
x+7%2=P+t yvVt+1+2Vy=4 t=0 


xsent+2x=t, tsent-2t=y, t=T 
x=2+t y+28=2W+?, t=1 
t=In(x—), y=te, t=0 

Encontre a área sob um arco da cicloide: 


x=a(t— sent), y=a(l—cos f). 


Encontre a área delimitada pelo eixo y e a curva: 
x=t-2, y=1+e% 
Encontre a área delimitada pela elipse: 


x=acost, y=bsent, O=t=27. 


Encontre a área sob y = x? sobre [0, 1] utilizando as seguintes 
parametrizações. 


a x=2, p= 


Comprimentos das curvas 


Encontre os comprimentos das curvas nos Exercícios 25-30. 


25. x=cost, 


y=t+sent, O=tsT 


26. x=f, y=320, 0=t=V3 


27. x= 22, y=(2t+ 1/3, 


0=1=4 


28. x=(21+ 3/3, y=t+202, 0=t=3 


29. 
30. 


x=8cost+8tsent, y=8sent—8tcost, 0O=t=71/2 


x=In(sect+tgt)—sent, y=cost, 0=t=7/3 


Área da superfície 


Encontre as áreas das superfícies geradas girando as curvas nos 
Exercícios 31-34 em torno dos eixos indicados. 


31. 
32. 
33. 
34. 
35. 


36. 


x = cos tí, 0O=t=27; eixox 

x=(23)2, y=2Vt O<t=V3 eixoy 

x=t+ V2, y= (8/2 + VA -V2<t=< VZ eixo y 
x= In (sec £ + tg f) — sen t, 0=t=1/3; 
Tronco de cone O segmento de reta unindo os pontos (0, 1) e 
(2, 2) é girado em torno do eixo x para gerar um tronco de cone. 
Encontre a área de superfície do tronco de cone utilizando a para- 


metrização x=21, y=t+ 1,0=t=. Verifique seu resultado com 
a fórmula geométrica: Area = 1r(r, + r,) (altura de inclinação). 


y=2+sen t, 


y=cos t, eixo x 


Cone O segmento de reta que une a origem ao ponto (A, r) é 
girado sobre o eixo x para gerar um cone de altura h e base de 
raio r. Encontre a área de superfície do cone com as equações 
paramétricas x= ht, y = rt, O=t= 1. Confira seu resultado com 
a fórmula geométrica: Área = 7r (geratriz). 


Centroides 


37. 


38. 


39. 


40. 


Encontre as coordenadas do centroide da curva: 


x=cost+tsent, y=sent—-tcost, 0O=t=<71/2. 


Encontre as coordenadas do centroide da curva: 


x=e'cost,y=e'sent StS T. 


Encontre as coordenadas do centroide da curva: 


x=cost, y=t+sent, OStST. 


A maioria dos cálculos de centroide para curvas é feita com 
uma calculadora ou computador que possua um programa de 
avaliação de integrais. Como aplicação disso, encontre, com 
precisão centesimal, as coordenadas do centroide da curva 


get y= 3502 Dete va 


Teoria e exemplos 


41. 


42. 


O comprimento é independente da parametrizacáo Para 
ilustrar o fato de que os números que obtemos para compri- 
mento náo dependem da forma que parametrizamos nossas 
curvas (exceto pelas leves restrições que previnem a volta men- 
cionada anteriormente), calcule o comprimento do semicírculo 


y= V1- X? com essas duas parametrizações diferentes: 
a. x=cos2t, y=sen2t, 0=t=71/2. 
b. x=sengt, y=cosmt, —1/2=t=1/2. 


a. Mostre que a fórmula cartesiana 
d 2 
dx 
L=[ 14 (5) 
E dy) Y 
para o comprimento da curva x = g(y), c S y = d (Seção 


6.3, Equação 4), é um caso especial da fórmula paramétrica 
para comprimento 


ORO 


Utilize esse resultado para encontrar o comprimento de cada 
curva. 


b.x=y2 0=y=4/3 


e. x= 3 y? O=y=1 


43. A curva com equações paramétricas 


x=(1+2sen0)cos 0, y=(1+2 sen 0) sen 0 


é chamada de limaçon e é exibida na figura a seguir. 
Encontre os pontos (x, y) e os coeficientes angulares das retas 
tangentes a esses pontos para: 

a. 0=0. b. 0 = 7/2. 


y 
A 


c. 0=41B. 


3 


> Xx 
-1 1 


44. A curva com equações paramétricas: 


x=t, y=l—cost 0=t=27 


é denominada senoide e é exibida na figura a seguir. Encontre 
o ponto (x, y) em que o coeficiente angular da reta tangente é: 


a. o maior b. o menor. 


0 27 


IJ As curvas nos Exercícios 45 e 46 são denominadas curvas 
de Bowditch ou figuras de Lissajous. Em cada um dos casos, 
encontre o ponto no interior do primeiro quadrante em que a 
tangente à curva é horizontal, e encontre as equações das duas 
tangentes na origem. 


Coordenadas polares 


11.3 
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45. 46. 
y _ 
A x= sent A x=sen2t 
y=sen2t 1 y = sen 31 
| | >X 
gia -1 1 


47. Cicloide 


a. Encontre o comprimento de um arco da cicloide 


x=a(t-senf),y= a(l—cosf). 


b. Encontre a área da superfície gerada ao girar um arco da 
cicloide no item (a) em torno do eixo x paraa=1. 


48. Volume Encontre o volume percorrido pelo giro da regiáo 
limitada pelo eixo x e um arco da cicloide: 


x=t-—sent, y=1-cost 


em torno do eixo x. 


USO DO COMPUTADOR 


Nos Exercícios 49-52, utilize um SAC para realizar os seguintes 
passos para a curva determinada sobre o intervalo fechado. 

a. Represente graficamente a curva com as aproximacóes do 
trajeto poligonal para n = 2, 4, 8 pontos de partição sobre o 
intervalo. (Veja a Figura 11.14.) 

b. Encontre a aproximação correspondente ao comprimento 
da curva por meio da soma dos comprimentos dos segmen- 
tos de reta. 


c. Avalie o comprimento da curva utilizando uma integral. 
Compare suas aproximações para n = 2, 4, 8 com o compri- 
mento real dado pela integral. Como o comprimento real se 
compara com as aproximações conforme n aumenta? Ex- 
plique sua resposta. 

1 1 


49. x=5t y=5t, 0=t=1 
50. x=2? — 162 +251+5, y=2+t—3, 0=1=6 
51. x=t— cost y=l+sent, —T=It=T 


52. x=e'cost, y=e'sent, O=t=7 


Nesta seção, estudaremos as coordenadas polares e sua relação com coordena- 
das cartesianas. Você verá que as coordenadas polares são muito úteis para calcular 


P(r, 0) 


Origem (polo) 


O >X 
Raio inicial 


FIGURA 11.18 Para definir coordenadas 
polares para o plano, iniciamos com uma 
origem, chamada de polo, e um raio inicial. 


muitas integrais múltiplas estudadas no Capítulo 15. 


Definição de coordenadas polares 


Para definirmos coordenadas polares, primeiro fixamos uma origem O (cha- 
mada de polo) e um raio inicial a partir de O (Figura 11.18). Então, cada ponto P 
pode ser localizado associando a ele um par de coordenadas polares (r, 0), no qual 
r fornece a distância orientada de O a P e 0 dá o ângulo orientado a partir do raio 
inicial até o raio OP. 
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>X 


Raio inicial 
0=0 


FIGURA 11.19 As coordenadas polares 
náo sáo únicas. 


dete)-rt22) 


FIGURA 11.20 As coordenadas polares 
podem ter valores de r negativos. 


—5m/6 


FIGURA 11.21 O ponto P(2, 7/6) tem 
infinitos pares de coordenadas polares 
(Exemplo 1). 


FIGURA 11.22 A equação polar para um 
círculo ér=a. 


AA X 
Raio inicial 


Coordenadas polares 


P(r, 0) 


Distância orientada Ângulo orientado do 
entre Oe P raio inicial para OP 


Assim como na trigonometria, O é positivo quando medido em sentido anti- 
-horário e negativo quando medido em sentido horário. O ángulo associado a 
um determinado ponto náo é único. Embora um ponto no plano só possua um 
par de coordenadas cartesianas, ele possui infinitos pares de coordenadas po- 
lares. Por exemplo, o ponto a 2 unidades da origem ao longo do raio 0 = 7/6 
tem coordenadas polares r = 2, 6 = 7/6. Ele também possui coordenadas r = 2, 
0 =-—117/6 (Figura 11.19). Em algumas situações, permitimos que r seja negativo. 
Esse é o motivo pelo qual utilizamos a distância orientada na definição de P(r, 0). O 
ponto P(2, 77/6) pode ser alcançado girando 77r/6 radianos em sentido anti-horário 
a partir do raio inicial e avançando 2 unidades (Figura 11.20). Ele também pode ser 
alcançado girando 7/6 radianos em sentido anti-horário a partir do raio inicial e 
voltando 2 unidades. Então o ponto tem coordenadas polares r = —2, 0 = 7/6. 


EXEMPLO 1 Encontre todas as coordenadas polares do ponto P(2, 7/6). 


Solução Esboçamos o raio inicial do sistema de coordenadas, desenhamos o raio a 
partir da origem que forma um ángulo de 7/6 radianos com o raio inicial e marca- 
mos o ponto (2, 7/6) (Figura 11.21). Determinamos então os ângulos para os outros 
pares de coordenadas de P, nos quais r = 2 er=—2. 

Para r=2, a lista completa dos ângulos é: 


T TT T T 
6 G +27 6 + 47 g + Om... 
Para r=—2, os ângulos são: 
r r bm Dm 
56" -5 + 27, -5p + 47, -5 + Om, 


Os pares correspondentes de coordenadas de P são: 


(2.5 + anr), n= 0, +1, +2,... 


(2-5 + anr), n= 0, +1, +2... 


Quando n = 0, as fórmulas fornecem (2, 7/6) e (—2, —577/6). Quando n= 1, eles 
fornecem (2, 137/6) e (—2, 77/6), e assim por diante. 


Equações e gráficos polares 


Se mantivermos r fixo em um valor constante r = a 0, o ponto P(r, 0) estará a 
la] unidades a partir da origem O. Conforme 0 varia em qualquer intervalo de com- 
primento 27, P traça um círculo de raio |a| centrado em O (Figura 11.22). 

Se mantivermos 0 fixo em um valor constante O = 0, e fizermos r variar entre 
— e 00, o ponto P(r, 0) traça a reta que passa por O, que forma um ángulo de me- 
dida 0, com o raio inicial. 
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e A sl 
Isr<2,0=0<5 Equação Gráfico 


r=a Círculo de raio |a| centrado em O. 
E ES 0-0 Reta através de O formando um ângulo de medida 0, com o raio inicial. 
(b) EXEMPLO 2 


segmentos e raios. 


(c) Eu y polares satisfaçam as seguintes condições. 


(a) l=r=<2 e asss 


o 
s 
IA 
IA 
el 


(a) r=1ler=-—1 são equações para o círculo de raio 1 centrado em O. 
(b) 0 = 7/6, 0 = 77/6 e 0 =—57%/6 são equações para a reta na Figura 11.21. 


Equações da forma r = a e 0 = 0, podem ser combinadas para definir regiões, 


EXEMPLO 3 Represente graficamente os conjuntos de pontos cujas coordenadas 


(sem restrição em r) 


Solução Os gráficos são exibidos na Figura 11.23. 


FIGURA 11.23 Gráficos de desigualdades 
típicas em r e 0 (Exemplo 3). 


Relacionando coordenadas polares e cartesianas 


Quando utilizamos coordenadas polares e cartesianas em um plano, posiciona- 
mos as duas origens juntas e tomamos o raio polar inicial como o eixo x positivo. 
O raio 0 = 7/2, r > 0, torna-se o eixo y positivo (Figura 11.24). Os dois sistemas de 
coordenadas estão, portanto, relacionados pelas equações a seguir. 


y 


iog = T 
Raio 0 = > 


x= rcosð,  y=rFSen0, 
P(x, y) = P(r, 0) 


Equações relacionando coordenadas polares e cartesianas 


r? =x + y, tg0=?Y 


x 
Raio inicial 


As duas primeiras equações determinam unicamente as coordenadas cartesianas 
x e y, dadas as coordenadas polares r e 0. Por outro lado, se x e y são dadas, a terceira 
equação fornece duas possíveis escolhas para r (um valor positivo e um valor negati- 
vo). Para cada (x, y) % (0, 0), existe um único 0 E [0, 27) satisfazendo as duas primei- 
ras equações, cada uma delas então fornecendo uma representação em coordenadas 
polares do ponto cartesiano (x, y). As outras representações do ponto em coordena- 


das polares podem ser determinadas a partir dessas duas, como no Exemplo 1. 


FIGURA 11.24 Maneira usual para 
relacionar as coordenadas polares e 
cartesianas. 


EXEMPLO 4 Aqui temos algumas equações equivalentes expressas em termos de 


coordenadas polares e coordenadas cartesianas. 


Equação polar 


Equação cartesiana equivalente 


rcos0=2 
r? cos0seng=4 
r? cos? 0 — r? sen? 0 = 1 
r=1+2rc0s 0 
r=1-—c0s0 


x=2 
xy=4 
e=y= 
y-3x=4x-1=0 
x +) +27 +2x8+2xy?—y?=0 


Algumas curvas são expressas de forma 
outras não. 


mais simples com coordenadas polares, 
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Y 

A x24(y-3)=9 
ou 

r=6sen0 


> X 


FIGURA 11.25 Círculo no Exemplo 5. 


EXEMPLO 5 Encontre uma equação polar para o círculo x? + (y — 3)? = 9 (Figura 
11.25). 


Solução Aplicamos as equações relacionando coordenadas polares e cartesianas: 


x +(y—-32=9 

x2 +y —6y+9=9 Expandir (y — 3}. 
x +y —6y=0 Cancelamento 
1?— 6r sen 9=0 tyr 


r=0 ou r—6sen6=0 


r=6sen6 Inclui as duas possibilidades 


EXEMPLO 6 Substitua as equações polares a seguir por equações cartesianas 
equivalentes e identifique seus gráficos. 


(a) r cos 0 =—4 
(b) 7? = 4r cos 0 

= 4 
(e) r 


2c0s0 — send 


Solução Utilizamos as substituições r cos 0 = x, r sen 0 = y, P =x +). 


(a) r cos 0 =—4 


A equação cartesiana: r cos 0 =—4 
x=—4 


O gráfico: Reta vertical passando por x =—4 no eixo x. 
(b) 72? = 4r cos 6 


A equação cartesiana: r? = 4r cos 0 


x? + y = 4x 

xX —4x+y=0 

x2—- 4x +4+ y =4 Completando o quadrado 
(1-2) + y?=4 


O gráfico: Círculo, raio 2, centro (A, k) = (2, 0) 


4 
œ) r= 2 cos6 — seng 


A equação cartesiana: r(2 cos 0 — sen 0) = 4 


2r cos 0 — r sen 0 = 4 


2x-y=4 
y=2x—4 
O gráfico: Reta, coeficiente angular m = 2, intercepto do eixo y em b =—4 
Exercicios 11.3 
Coordenadas polares 
1. Quais pares de coordenadas polares representam o mesmo 2. Quais pares de coordenadas polares representam o mesmo 
ponto? ponto? 
a. (3,0) d. (2, 77/3) g. (3, 27) a. (—2, 1/3) d. (r,0 +7) g. (r, 0+) 
b. (-3,0) e. (3,71) h. (22, —7/3) b. (2, — 7/3) e. (r, 0) h. (22, 277/3) 
c. (2, 277/3) f. (2, 7/3) e. (r, 0) f. (2,-27/3) 


3 


. Represente graficamente os pontos (dados em coordenadas 
polares). Em seguida, encontre todas as coordenadas polares 
de cada um dos pontos. 

a. (2, 7/2) e. (-2, 7/2) 

b. (2,0) d. (72,0) 

Represente graficamente os pontos (dados em coordenadas 
polares). Em seguida, encontre todas as coordenadas polares 
de cada um dos pontos. 

a. (3, 7/4) e. (3,-7/4) 

b. (23, 1/4) d. (—3, —71/4) 


Coordenadas polares para cartesianas 


5 
6 


. Encontre as coordenadas cartesianas dos pontos do Exercício 1. 


. Encontre as coordenadas cartesianas dos seguintes pontos (da- 
dos em coordenadas polares). 


a. (V2,7/4) e. (3, 57/6) 
b. (1,0) f. (5, tg” (4/3) 
e. (0, 7/2) g. Cl, 77) 


d. (-V2, 1/4) h. (2V3, 27/3) 


Coordenadas cartesianas para polares 


7 


10. 


. Encontre as coordenadas polares, 0 = 0 < 27 e r = 0, dos pon- 
tos a seguir dados em coordenadas cartesianas. 


a. (1,1) e (V3, -1 

b. (-3,0) d. (3,4) 

Encontre as coordenadas polares, =m = 0 < m e r = 0, dos 
pontos a seguir dados em coordenadas cartesianas. 


a. (2,2) c (V3, 1) 

b. (0,3) d. (5,-12) 

Encontre as coordenadas polares, 0 = 0 < 27 e r = 0, dos pon- 
tos a seguir dados em coordenadas cartesianas. 

a. (3,3) e. (-1, V3 

b. (71, 0) d. (4, —3) 

Encontre as coordenadas polares, =m = 0 < 2r e r = 0, dos 
pontos a seguir dados em coordenadas cartesianas. 

a. (2,0) c. (0, —3) 


b. (1, 0) d. É 3) 


Desenhando gráficos em coordenadas polares 


Desenhe os gráficos dos conjuntos de pontos cujas coordenadas po- 
lares satisfaçam as equações e desigualdades nos Exercícios 11-26. 


11. 


12 


13. 
14. 


r=2 15. 0=0=7%/6, r=0 
. 0=r=2 16. 0=27/3, r=-2 

r=1 17. 0=7/3, -1=r=3 

l=r=2 18. 0=117/4, r=-1 


11.4 


Capítulo 11 Equações paramétricas e coordenadas polares 


19. 
20. 
23. 
24. 
25. 
26. 
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6=7/2, r=0 21. 0<=0=7,, r=1 
0=71/2, r=0 22. 0=0=<1, r=-1 
m4<0=<37/4, 0O=rsl 

=71/4=0=<71/4, -1=rsl 

—1/2=0=<1/2, l=rs=2 

0=0=1/2, 1=|r=2 


Equacóes polares para cartesianas 


Substitua as equações polares nos Exercícios 27-52 por equações car- 
tesianas equivalentes. Em seguida, descreva ou identifique o gráfico. 


27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 


37. 


38. 


39. 


rcos0=2 40. r=4tg0sec0 

r sen 0 =-—1 41. r= cossec 0 e” “050 
rsenĝ=0 42. rsen =lnr+ ln cos 0 
rcos0=0 43. 12+21?c0s0sen0=1 
r=4 cossec 0 44. cos? 0 = sen? 0 


45. r2=-—4rcos 0 
46. r?=—6r sen 0 


r=—3 sec 0 


rcos0+rseng=1 


r sen 0 =r cos 0 47. r=8sen0 

12=1 48. r=3 cos 0 

r? = 4r sen 0 49. r=2 cos 0+2 send 

r= — © 50. r= 2 cos 0 — sen 0 
send — 2 cos6 

r? sen20=2 51. rsen(o + z) = 2 

r = cotg 0 cossec 6 52. cs? — o) =5 


Equações cartesianas para polares 


Substitua as equações cartesianas nos Exercícios 53-66 por equa- 
ções polares equivalentes. 


53. 
54. 
55. 
56. 
57. 
58. 


59. 


67. 
68. 


x=7 60. xy=2 

y= 61. y? =4x 

x=y 62. 2+xy+y= 
x-y=3 63. 2+(y-2)?=4 

x +y2=4 64. (x—-5)?+y?=25 
2-P= 65. (x-3)?+(y+1)=4 
L y 

9+g=1 66. (x+2)+(y-5?=16 
Encontre todas as coordenadas polares da origem. 


Retas verticais e horizontais 

a. Mostre que toda reta vertical no plano xy tem uma equacáo 
polar da forma r = a sec 0. 

b. Encontre a equação polar análoga para retas horizontais no 
plano xy. 


Desenhando gráficos em coordenadas polares 


Geralmente é de grande auxílio ter o gráfico de uma equação em coordenadas 
polares. Esta segáo descreve técnicas para desenhar gráficos dessas equacóes utili- 
zando simetrias e tangentes ao gráfico. 


Simetria 


A Figura 11.26 ilustra os testes de simetria padráo em coordenadas polares. O 
resumo a seguir nos diz como os pontos simétricos estáo relacionados. 
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(r, 0) 


(r, 0) 
ou (=r, m — 0) 


(a) Em relação ao eixo X 


(7-0) Y 
ou (-r,- 0) 


(r, 0) 


(b) Em relação ao eixo y 


(r, 0) 


>x 


(Er, 0) ou (r, 0 + T) 


(c) Em relação à origem 


FIGURA 11.26 Três testes para simetria 
em coordenadas polares. 


Testes de simetria para gráficos polares 


1. Simetria em relação ao eixo x: se o ponto (r, 0) está no gráfico, então o ponto 
(r, —0) ou (~r, m — 0) está no gráfico (Figura 11.26a). 

2. Simetria em relação ao eixo y: se o ponto (r, 0) está no gráfico, então o ponto 
(r, m — 0) ou (~r, —0) está no gráfico (Figura 11.26b). 

3. Simetria em relação à origem: se o ponto (r, 0) está no gráfico, então o ponto 
(Tr, 0) ou (r, 0 + 7) está no gráfico (Figura 11.26c). 


Coeficiente angular 


O coeficiente angular de uma curva polar r = f(0) no plano xy é dado ainda por 
dy/dx, que não é r'= df/d6. Para saber por qué, pense no gráfico de f como o das 
equações paramétricas: 


x=r cos 0 = f(0) cos 6, y=r sen 0 = f(0) sen 6. 


Se f é uma função derivável de 0, então x e y também o são e, quando dx/d0 + O, 
podemos calcular dy/dx a partir da fórmula paramétrica: 


dy yd 


2 Seção 11.2, Equação 1 
dx” yo 


comt=0 


É ((9)- seno) 


E fo). coso) 


df 
ap Sen O + $(0) cos 6 


= df Regra do produto para derivadas 
ap COS O — $f(0) seno 


Portanto, podemos observar que dy/dx não é o mesmo que df/d6. 


Coeficiente angular da curva r= f(0) 
dy f'(0) seno + f (0) coso 
Xi o) fÍ'(0)coso — $(0) seno” 
contanto que dx/d0 + 0 em (r, 0). 


Se a curva r = f(0) passa pela origem em 0 = 0,, então f(0,) = 0, e a equação do 
coeficiente angular nos dá: 


dy 
dx 


_ Í'(00) senóo _ 
(0,00  F'(00) cos00 


tg 60. 


Se o gráfico de r = f(0) passa pela origem no valor 0 = 0,, o coeficiente angular da 
curva nesse ponto é tg 0, O motivo pelo qual dizemos “coeficiente angular em (0, 05)”, 
e não somente “coeficiente angular na origem”, é que uma curva polar pode passar pela 
origem (ou qualquer ponto) mais de uma vez, com diferentes coeficientes angulares em 
diferentes valores de 0. Contudo, esse não é o caso em nosso primeiro exemplo. 


EXEMPLO 1 Desenhe a curva r= 1 — cos 0. 


Solução A curva é simétrica em relação ao eixo x, porque: 
(r, 0) no gráfico =r = 1 — cos 6 
=>r=1-cos 40) cos O= cos (-0) 


=> (r, —0) no gráfico. 


0 

0 0 
Tm | 
3 2 
T 

2 1 
2m | 3 
3 2 
T 2 


(rr, 2) 


r= 1] — cos 0 


(rr, 2) 


(c) 


FIGURA 11.27 Passos para desenhar a 
cardioide r = 1 — cos 0 (Exemplo 1). A seta 
mostra a direção de crescimento de 6. 
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Conforme 0 aumenta de O a 7, cos 0 diminui de 1 para —1, e r= 1 — cos 0 au- 
menta de um valor mínimo de O para um valor máximo de 2. Conforme 6 continua 
de 7 para 27, cos 0 aumenta de —1 de volta para 1 e r diminui de 2 de volta para 0. 
A curva começa a repetir quando 0 = 27% porque o cosseno tem período 27. 

A curva parte da origem com coeficiente angular tg (0) = 0 e retorna à origem 
com coeficiente angular tg (277) = 0. 

Fazemos uma tabela de valores de 0 = 0 a O = 7, representamos graficamente 
os pontos, desenhamos uma curva suave que passa por eles com uma tangente hori- 
zontal na origem e refletimos a curva em relação ao eixo x para completar o gráfico 
(Figura 11.27). A curva é chamada cardioide porque tem a forma de um coração. 


EXEMPLO 2 Desenhe a curva 7? = 4 cos 0. 


Solução A equação 7? = 4 cos 6 requer cos 0 = 0, de modo que obtemos todo o grá- 
fico variando 6 de —77/2 para 7/2. A curva é simétrica em relação ao eixo x porque: 


(r, 0) no gráfico = 1?=4 cos 0 
=r? =4 cos (—0) cos 0 = cos (0) 


=> (r, —0) no gráfico. 


A curva é também simétrica em relação à origem porque: 
(r, 0) no gráfico = 7? = 4 cos 0 
= (~?) = 4 cos 0 


= (—r, 0) no gráfico. 


Juntas, essas duas simetrias implicam a simetria em relação ao eixo y. 

A curva passa pela origem quando 0 = —7/2 e 0 = 7/2. Ela tem uma tangente 
vertical nas duas passagens, pois tg 0 é infinito. 

Para cada valor de 6 no intervalo entre —7/2 e 7/2, a fórmula r? = 4 cos 6 for- 
nece dois valores de r: 


r = +2Vcos6. 


Fazemos uma breve tabela de valores, marcamos os pontos correspondentes e 
utilizamos as informações a respeito da simetria e tangentes para nos guiar na cone- 
xão dos pontos com uma curva suave (Figura 11.28). 


y 
9 | cos6 |r=+2Vcos0 + 1 =4cos6 
0 1 +2 
TT v3 e 
+6 3 = +1,9 
> Xx 
+7 1 = +17 
4 | va 
47 1 SER 
Ha E = +1,4 
4T / \ 
“a 0 0 Laço parar =-2Vcos 6, Laço para r = 2Vcos 6, 
T T T T 
(a) -z7 59S 7 E 


(b) 


FIGURA 11.28 Gráfico de 7? = 4 cos 0. As setas mostram a direção de 
crescimento de 0. Os valores de r na tabela são arredondados (Exemplo 2). 
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r?=sen26 


T Sm 
12 2 27 
EIA EY A JA 0 


Náo existem raízes quadradas 
de números negativos 


no partes + 


3 0 das raízes 


Ed quadradas 


2 


r° = sen 20 


FIGURA 11.29 Para esboçar o gráfico 
de r = f(0) no plano cartesiano r0 em (b), 
primeiro esboçamos o gráfico de 

r? = sen 20 no plano 726 em (a) e em 
seguida ignoramos os valores de 0 para 
os quais sen 20 é negativo. Os raios do 
esboço em (b) cobrem o gráfico polar da 


lemniscata em (c) duas vezes (Exemplo 3). 


Exercícios 11.4 


Técnica para desenhar gráficos 


Uma maneira de desenhar o gráfico de uma equação polar r = f (0) é fazer uma 
tabela de valores (r, 0), marcar os pontos correspondentes e em seguida conectá-los 
na ordem de crescimento de 6. Isso pode funcionar bem se forem marcados pontos 
suficientes para revelar todos os laços e reentrâncias do gráfico. Outro método de 
desenhar o gráfico, geralmente mais rápido e confiável, é: 


1. primeiro esboce o gráfico r = f(0) no plano cartesiano r6, 


2. em seguida utilize o gráfico cartesiano como uma “tabela” e guia para esboçar o 
gráfico em coordenadas polares. 


Esse método é melhor do que simplesmente marcar pontos, pois o primeiro 
gráfico cartesiano, mesmo quando desenhado apressadamente, mostra em um re- 
lance onde r é positivo, negativo e não existente, bem como onde r é crescente e 
decrescente. Aqui está um exemplo. 


EXEMPLO 3 Desenhe a curva lemniscata 


r? = sen 26. 


Solução Aqui começamos esboçando o gráfico de 7? (e não r) como uma função de 
6 no plano cartesiano 120. Veja a Figura 11.29a. Passamos deste para o gráfico de 
r = +Vsen2 no plano r0 (Figura 11.29b), e em seguida desenhamos o gráfico 
polar (Figura 11.29c). O gráfico na Figura 11.29b “cobre” o gráfico polar final na 
Figura 11.29c duas vezes. Poderíamos ter lidado com qualquer um dos laços sozi- 
nho, com as duas metades superiores ou com as duas metades inferiores. A cobertu- 
ra dupla não traz nenhum prejuízo, e dessa forma aprendemos um pouco mais sobre 
o comportamento da função. 


UTILIZANDO A TECNOLOGIA Desenhando curvas polares parametricamente 


Para fazer curvas polares complicadas, podemos precisar de uma calculadora grá- 
fica ou computador. Se o dispositivo não representa gráficos polares diretamente, 
podemos converter r = f(0) para a forma paramétrica utilizando as equações: 


x=rcos0=f(0)cos0, y=rsen0= f(0) sen 0. 


Em seguida, utilizamos o dispositivo para desenhar uma curva parametrizada no 
plano cartesiano xy. Pode ser necessário utilizarmos o parâmetro t em vez de 0 
para o dispositivo de representação gráfica. 


Simetrias e gráficos polares 


Identifique as simetrias das curvas nos Exercícios 1-12. Em segui- 


da, esboce as curvas. 
1. r=1+c0s0 


7. r=sen (0/2) 


Coeficientes angulares de curvas polares 


Encontre os coeficientes angulares das curvas nos Exercícios 17-20 
nos pontos determinados. Esboce as curvas com suas tangentes nes- 
ses pontos. 


2. r=2—2 cos6 8. r= cos (0/2) 17. Cardioide r=-—1+c0s0; 0=+7/2 

3. r=1-seng 9. 12=c08 0 18. Cardioide r=-—1+sen0; 0=0,7 

4. r=1+sen6 10. 2 =sen 0 19. Rosa de quatro pétalas r=sen20; 0=+ 7/4, +37/4 
5. r=2+seng 11. 2 =-sen 0 20. Rosa de quatro pétalas r=c0s20; 0=0,+1/2, m 
6. r=1+2sen0 12. 1 =-cos 0 


Desenhe as lemniscatas nos Exercícios 13-16. Quais simetrias essas 


curvas têm? 


13. r?=4 cos 20 15. 12 = 
16. 1?=-<cos 20 


14. r2=4 sen 20 


—sen 20 


Desenhando limacons 


Desenhe os limaçons nos Exercícios 21-24. Limaçon é uma palavra 
francesa antiga para “caracol”. Você entenderá o nome quando dese- 
nhar os limaçons no Exercício 21. As equações para limaçons têm a 
formar=a+bcos0our=a+b sen 6. Existem quatro formas básicas. 
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21. Limaçons com um laço interno 30. Qual das opções a seguir tem o mesmo gráfico que r=cos 20? 
a. r= 5 + coso b. r= + seno a. r= -sen (20 + 7/2) 


b. r= —cos (0/2) 


22. Cardioides Confira sua resposta com cálculos algébricos. 
a. r= 1 — cos 0 hrs | sen [1 31. Uma rosa em uma rosa Desenhe o gráfico da equação 
23. Limaçons com reentrâncias r=1-2sen36. 
a r= 5 + coso b. r= 5 — seng 32. Nefroide de Freeth Desenhe o gráfico da nefroide de Freeth: 
24. Limaçons ovais r=1+ 2sen5. 
a. r=2 + cos 0 b. r=—2 + sen 0 
E 33. Rosas Desenhe o gráfico das rosas r = cos mb, para 
Desenhando curvas e regiões polares m= 1/3,2,3€7. 
25. Esboce a região definida pelas desigualdades —1 = r < 2 e 34. Espirais As coordenadas polares são perfeitas para definir 
=m/2 = 0 = 1/2. espirais. Desenhe as espirais a seguir. 
26. Esboce a região definida pelas desigualdades 0 = r =2 sec 0 a. r=0 
e-m/4=0= 1/4. b. r=-0 
Nos Exercícios 27 e 28, esboce a regiáo definida pela desigualdade. e. Uma espiral logarítmica: r = e"? 
27. 0=r=2-2c080 28. 057? = cos 0 d. Uma espiral hiperbólica: r = 8/0 
29. Qual das opções a seguir tem o mesmo gráfico que r= 1 — cos 0? e. Uma hipérbole equilátera: r = + 10/ Vo 


a. r=-1-c0s0 
b. r= 1+ cos 0 
Confira sua resposta com cálculos algébricos. 


(Utilize cores diferentes para cada um dos dois ramos.) 


1 1 5 Áreas e comprimentos em coordenadas polares 
Oo 


Esta seção mostra como calcular áreas de regiões planas e comprimentos de 
curvas em coordenadas polares. As ideias de definição são as mesmas de antes, mas 
as fórmulas são diferentes em coordenadas polares e cartesianas. 


Área no plano 


A região OTS na Figura 11.30 é delimitada pelos raios 0 = « e 0=B e a curva 
r= f(0). Aproximamos a região com n setores circulares em forma de leque que não 
se sobrepõem, com base em uma partição P do ângulo TOS. O setor típico tem raio 
r,= f(0,) e o ángulo central mede A0, radianos. Sua área é A9,/27 vezes a área de 
um círculo de raio r,, ou: 


do dead qd 2 
Ak = 5'K A0x = 3 (f0) A0k. 
O = A área da região OTS é aproximadamente: 
n n 
FIGURA 11.30 Para derivar uma fórmula y Ak = Y 5 (f) A0k. 
k=1 k=1 


para a área da região OTS, aproximamos 
a região com setores circulares em forma 


de leque Se f é contínua, esperamos que as aproximações melhorem conforme a norma 


da partição P tende a 0, onde a norma de P é o maior valor de AO, - Somos então 
levados à seguinte fórmula que define a área da região: 
n 1 2 
A= lim >(Í(00)) A0% 
IPli>0 a 2 (1100) 


B 
-f OI 
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P(r, 0) 


>x 


FIGURA 11.31 Diferencial da área dA 
para a curva r = f (0). 


0 


FIGURA 11.33 A área da região 
sombreada é calculada subtraindo-se a área 
da região entre r, e a origem da área da 
regiáo entre r, e a origem. 


y Limite superior 
ri =1-co0s0 t 6=af2 


n=l 


y 


> X 


S> Limite inferior 
0 = -7/2 


FIGURA 11.34 Região e limites de 
integração no Exemplo 2. 


Área da região em formato de leque entre a origem e a curva r=f (0), ~ =0 =B 


B 
_ lo 
a= f 5" do. 


Esta é a integral da diferencial da área (Figura 11.31): 


da = Sr2 do = >(f(6))? da. 


EXEMPLO 1 Encontre a área da região no plano delimitada pela cardioide 
r=2(1 + cos 6). 


Solução Desenhamos o gráfico da cardioide (Figura 11.32) e determinamos que o raio 
OP percorre a região exatamente uma vez, conforme 0 vai de 0 a 27. A área é, portanto: 


6=27 1 5 27 
J Y de = f 3º 41 + cos6) do 
0 0 
27 
-f X1 + 20050 + cos? 6) do 
0 


27 
- f (2 + 40050 + 211582) de 
0 


27 
-f (3 + 4cos0 + cos20) de 
0 


sen 20 
2 


27 
= (30 + asen + | = br — 0 = 6r. 
0 
Para encontrarmos a área de uma região como a da Figura 11.33, que está entre 
duas curvas polares r, =r,(0) e r, =r,(0) de 0 = a e 0= p, subtraímos a integral de 
(1/2)r,?d6 da integral de (1/2)r,?d6. Isso nos leva à seguinte fórmula: 


Área da região 0 =r, (0) =r=r,(0), a =0 = B 


B B B 
1 1 1 
a= f 51200 f Irga- f 5 (12 r?) do (1) 


EXEMPLO 2 Encontre a área da região que está dentro do círculo r = 1 e fora da 
cardioide r = 1 — cos 6. 


Solução Esboçamos a região para determinar suas fronteiras e encontrar os limites 
da integração (Figura 11.34). A curva externa ér, = 1, a curva interna ér, = 1 — cos 0 
e 6 vai de —7/2 a 7/2. A área, da Equação 1, é: 


J 1 A > 
A= sirf =r) de 
—=r/2 2 l i : ) 
1/2 
- Liso 2 E 
= 2/ 7 (1 = fi ) do Simetria 


m/2 
- f (1 — (1 — 2 cos + cos? 0)) de Quadrado r. 
0 


7/2 7/2 
- f 20050 — cof o) do = f (2coso — 155052) de 
9 0 


T 


0 4 


1/2 


0 ndo 


25000 > 4 


>, 


r=1= cos 
Pir, 0) 


FIGURA 11.35 Calculando o comprimento 
de uma cardioide (Exemplo 3). 
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O fato de que podemos representar um ponto de diferentes maneiras em coordena- 
das polares requer um cuidado adicional na decisão de quando um ponto está no 
gráfico de uma equação polar e na determinação dos pontos nos quais os gráficos 
polares têm uma intersecção. (Precisamos de pontos de intersecção no Exemplo 2.) 
Em coordenadas cartesianas, podemos sempre encontrar os pontos em que duas 
curvas se cruzam resolvendo suas equações simultaneamente. Em coordenadas po- 
lares, a história é diferente. Uma resolução simultânea pode revelar alguns pontos de 
intersecção sem revelar outros, de forma que algumas vezes é difícil encontrar todos 
os pontos de intersecção de duas curvas polares. Uma forma de identificar todos os 
pontos de intersecção é esboçar um gráfico das equações. 


Comprimento de uma curva polar 


Podemos obter uma fórmula de coordenadas polares para o comprimento de 
uma curva r = f(0), « = 0 = B, parametrizando a curva como: 


x=r cos 0 = f(0)cos 0, y=rsen0=f(0)sen6, a=0=<B. (2) 


A fórmula paramétrica para comprimento, Equação 3 da Seção 11.2, então nos 


dá o comprimento como: 
B 2 2 
E dx dy 
= (€) + (5) o. 
B 2 
L= [rs (5) do 


quando as Equações 2 são substituídas por x e y (Exercício 29). 


Essa equação fica: 


Comprimento de uma curva polar 


Se r = f(0) tem uma primeira derivada contínua para a = 0 = 8 e se o ponto 
P(r, 0) traça a curva r = f(0) exatamente uma vez conforme 6 vai de a a B, então 
o comprimento da curva é: 


B 2 
L= f TAE (5) db. (3) 


EXEMPLO 3 Encontre o comprimento da cardioide r = 1 — cos 6. 


Solução Esbogamos a cardioide para determinar os limites da integração (Figura 
11.35). O ponto P(r, 0) traga a curva uma vez, em sentido anti-horário conforme 6 
vai de 0 a 27, de forma que esses são os valores que tomamos para o e B. 

Com 


-1 dr _ 
r=1-cos6, qo = seno, 


temos 


= (1 — cos0)? + (seng)? 


1 — 2cos6 + cos 0 + sere = 2 — 2cos6 
Hi 


N 
+ 
ATN 
es 
UA 
N 
| 
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B 2 27 
L= [res (5) > V2 — 2cos6 do 
a 0 


27 
=/ 4se? 5 dy 1- coso = 2se? (9/2) 
0 
27 
=/ > 
0 


27 0 


0 


sen(9/2) = 0 para 0< 0 < 27 


Exercícios 11.5 


2 


g |7 
di 4 cos | =4+4=8. 


Encontrando áreas polares 


Encontre as áreas das regiões nos Exercícios 1-8. 


1. Delimitada pela espiral r = 0 para0=0= 7. 


> 


T T 
r=0 2'2 


(T, 71) 0 


2. Delimitada pelo círculo r = 2 sen 6 param 4=0= 7/2. 


y 


r=2sen6 


Dentro do limaçon oval r = 4 + 2 cos 0. 
Dentro da cardioide r = a(1 + cos 0), a>0. 


Dentro de uma folha da rosa de quatro pétalas r = cos 20. 


ENO O 


Dentro de uma folha da rosa de três pétalas r = cos 30. 


y 
A 


r = cos 30 


> X 


7. Dentro de uma alça da lemniscata 7? = 4 sen 20. 
8. Dentro de uma rosa de seis pétalas 1? = 2 sen 30. 
Encontre a área das regiões nos Exercícios 9-18. 
9. Dividida pelos círculos r = 2 cos 0 e r = 2 sen 0. 
10. Dividida pelos círculos r = 1 e r= 2 sen 0. 
11. Dividida pelo círculo r = 2 e pela cardioide r = 2(1 — cos 0). 
12. Dividida pelas cardioides r = 2(1 + cos 0) e r = 2(1 — cos 0). 
13. Dentro da lemniscata 72 = 6 cos 20 e fora do círculo r = V3. 


14. Dentro do círculo r = 3a cos 6 e fora da cardioide 
r=a(l + cos0), a> 0. 


15. Dentro do círculo r = —2 cos 0 e fora do círculo r = 1. 
16. Dentro do círculo r = 6 acima da reta r = 3 cossec 0. 


17. Dentro do círculo r = 4 cos 0 e à direita da reta vertical 
r= sec 0. 


18. Dentro do círculo r = 4 sen 6 e abaixo da reta horizontal 
r=3 cossec 6. 


19. a. Encontre a área da região sombreada na figura a seguir. 


y = 
24 r=1g0 


r Lom cossec 0 


l >X 


-1 0 1 


b. Parece que, se o gráfico de r = tg 0, —71/2 < 0 < 7/2, po- 
deria ser assintótico às retas x = 1 e x=-—1. Sim ou não? 
Justifique sua resposta. 

20. A área da região que está dentro da curva cardioide r = cos 0 + 1 

e fora do círculo 7 = cos 0 não é 


2r 
E [(cos6 + 1)? — cos?6] do = r. 
0 


Por que não? Qual é a área? Justifique suas respostas. 
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Encontrando comprimentos de curvas polares 30. Circunferências dos círculos Como é usual diante de uma 
nova fórmula, é uma boa ideia testá-la em objetos familiares 


Encontre os comprimentos das curvas nos Exercícios 21-28. . 
para ter a certeza de que ela fornece resultados consistentes 


21. Aespiralr= 02, 0=0=< V5. com a experiéncia passada. Utilize a fórmula para comprimen- 
22. A espiral r = el / V2, O<0<T. to na Equação 3 para calcular as circunferências dos círculos 
23. A cardioider = 1 + cos 0. a seguir (a > 0). 
24. Acurvar=asen?(0/2), 0=0=7, a>0. arma b. r=a cos 6 c. r=asenô 
25. O segmento parabólico r = 6/(1 + cos 0), 0 = 0 = 7/2. Teoria e exemplos 
26. O segmento parabólico r = 2/(1 — cos 0), 1m/2 5057. 31. Valor médio Se f é contínua, o valor médio da coordenada 
27. A curva r = cos? (0/3), 0=0=/4. polar r sobre a curva r = f(0), a = 0 = B, com relação a 0 é 
28. A curvar = V1 + n20, 0 = 0 = rV2. dado pela fórmula: 
29. Comprimento da curva r = f(0), œ = 0 = B Assumindo e 1 so de 

que as derivadas necessárias sáo contínuas, mostre como as B-— a Ja i 

substituições 


Utilize essa fórmula para encontrar o valor médio de r com 
relação a 0 sobre as curvas a seguir (a > 0). 


(Equações 2 no texto) transformam a. A cardioide r = a(l — cos 0). 


b. Ocírculor=a 
B 2 dy 2 À 
L -f e (4) ($) do c. Ocírculor=acos6, —1/2=<0=<71/2. 
É 32. r= f(0) contra r = 2f(0) Alguma coisa pode ser dita sobre 
B d 2 
= Ip24 (Œ 
L / ré + (5) do. 


os comprimentos relativos das curvas r = f(0), a = 0 5 B, e 
1 1 6 Seções cônicas 
e 


x=f(0)cos0, y= f(0) sen O 


r=2£0), a = 0 = B? Justifique sua resposta. 


Nesta seção, definimos e revisamos parábolas, elipses e hipérboles geometri- 
camente e derivamos suas equações cartesianas padrão. Essas curvas são chamadas 
de seções cónicas ou cónicas, porque elas são formadas pela secção de um cone 
duplo com um plano (Figura 11.36). Esse método geométrico foi a única forma que 
os matemáticos gregos encontraram para descrevê-las, pois eles não dispunham de 
nossas ferramentas de coordenadas cartesianas ou polares. Na próxima seção, ex- 
pressaremos as cônicas em coordenadas polares. 


Parábolas 


DEFINIÇÕES Um conjunto que consiste de todos os pontos em um plano 
equidistantes de um ponto fixo e de uma dada reta fixa no plano é uma pará- 
bola. O ponto fixo é o foco da parábola. A reta fixa é a diretriz. 


Se o foco F está na diretriz L, a parábola é a reta que passa por F perpendicular 
a L. Consideramos isso como um caso degenerado e assumimos de agora em diante 
que F não está em L. 

Uma parábola tem sua equação mais simples quando seu foco e a diretriz estão 
transpostos a um dos eixos coordenados. Por exemplo, suponha que o foco está no 
ponto F(0, p) no eixo y positivo e que a diretriz é a reta y = —p (Figura 11.37). Na 
notação da figura, um ponto P(x, y) está na parábola se, e somente se, PF = PQ. A 
partir da fórmula de distância: 


PF = V(x- 0) + (y— p? = Vx + (y - p? 
PQ = V(x- X? + (y - pp? = V(y + p?. 
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Círculo: plano perpendicular Elipse: plano oblíquo Parábola: plano paralelo 


Hipérbole: o plano corta 
ao eixo do cone ao eixo do cone 


à lateral do cone as duas metades do cone 


(a) 


Ponto: plano passando Uma reta: tangente Par de retas que se 
somente pelo vértice do cone do plano ao cone interceptam 
(b) 


FIGURA 11.36 As seções cónicas padrão (a) são as curvas nas quais um plano corta um cone duplo. As hipérboles vêm em duas partes, 
chamadas de ramos. O ponto e as retas obtidas passando-se o plano pelo vértice do cone (b) são seções cônicas degeneradas. 


Quando igualamos essas expressões, elevamos ao quadrado e simplificamos, 


temos: 
q 2 
y= 4p ou x = 4py. Forma padrão (1) 
y Essas equações revelam a simetria da parábola em relação ao eixo y. Chamamos o 


eixo y de eixo da parábola (forma curta para “eixo de simetria”). 

O ponto em que uma parábola cruza seu eixo é o vértice. O vértice da parábola 
x? = 4py está na origem (Figura 11.37). O número positivo p é o comprimento focal 
da parábola. 
P(x, y) Se a parábola se abre para baixo, com seu foco em (0, —p) e sua diretriz como 
> areta y= p, então as Equações 1 se tornam: 


O vértice está na 
metade do trajeto entre 


retri P 
a diretriz e 9 foco. a L e 
Diretriz: y = -p O(x, -p) y=- e x2 = —4py. 
4p 
FIGURA 11.37 Forma padrão da parábola Trocando as variáveis x e y, obtemos equações semelhantes para parábolas se 


x2=4py,p>0. abrindo à direita ou à esquerda (Figura 11.38). 


Vértice 
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y y 
Diretriz + 1 Diretriz 
x=-p x=p 
Vértice Vértice 


(a) (b) 


FIGURA 11.38 (a) Parábola y? = 4px. (b) Parábola y? = —4px. 


EXEMPLO 1 Encontre o foco e a diretriz da parábola y? = 10x. 
Solução Encontramos o valor de p na equação padrão y? = 4px: 
-10_5 


40 = 10,  portanto Pp 472: 


Em seguida, encontramos o foco e a diretriz para esse valor de p: 


Foco: (p,0)= (3 0) 


Foco Centro Foco 


FIGURA 11.39 Pontos no eixo focal de 


uma elipse. 


Diretriz: x=-p ou x= 3. 


Eixo focal 


Elipses 


DEFINIÇÕES Elipse é um conjunto de pontos em um plano cujas distâncias 
A a partir de dois pontos fixos nesse plano tém uma soma constante. Os dois 
pontos fixos sáo os focos da elipse. 

A reta que passa pelos focos de uma elipse é o eixo focal da elipse. O 
ponto no eixo na metade do trajeto entre os focos é o centro. Os pontos onde 
o eixo focal e a elipse se cruzam sáo os vértices da elipse (Figura 11.39). 


Se os focos são F (~c, 0) e F,(c, 0) (Figura 11.40), e PF, + PF, é denotado por 
2a, entáo as coordenadas de um ponto P na elipse satisfazem a equacáo: 


FIGURA 11.40 A elipse definida pela Vx + 0? + y? + V(x- 0? + y? = 2a. 
equação PF, + PF,=2a é o gráfico da 
equação (x?/a?) + (y2/b?) = 1, em que Para simplificar essa equação, movemos o segundo radical para o lado direito, 
b=q2—c?, elevamos ao quadrado, isolamos o radical restante e elevamos ao quadrado nova- 
mente, obtendo: 
2 2 
Eu ue], (2) 
a a” = € 


Uma vez que PF, + PF, é maior que o comprimento F} F, (pela desigualdade do 
triángulo PF F,), o número 2a é maior que 2c. Consequentemente, a > c e o número 
a? — c? na Equação 2 é positivo. 

Os passos algébricos que levam à Equação 2 podem ser invertidos para mos- 
trar que todo ponto P cujas coordenadas satisfazem uma equação dessa forma com 
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0<c<a também satisfaz a equação PF, + PF, = 2a. Um ponto, portanto, está na 
elipse se, e somente se, suas coordenadas satisfazem a Equação 2. 
Se 


b= Va? - æ, (3) 


então a? — c? = b?, e a Equação 2 toma a forma: 


2 2 
xy 
S+5=1 4 
A Equação 4 revela que essa elipse é simétrica em relação à origem e a ambos 
os eixos coordenados. Ela está dentro do retângulo delineado pelas retas x = +a e 
y = +b. Ela cruza os eixos nos pontos (+a, 0) e (0, +b). As tangentes nesses pontos 
são perpendiculares aos eixos porque: 


dy b?x Obtido a partir da E quação 4 
dx a?y por derivação implícita 


é zero se x = 0 e infinita se y = 0. 

O eixo maior da elipse na Equação 4 é o segmento de reta de comprimento 2a que 
une os pontos (+a, 0). O eixo menor é o segmento de reta de comprimento 2b 
que une os pontos (0, +b). O número a é o semieixo maior, o número b é o semiei- 
xo menor. O número c, encontrado na Equação 3 como: 


c= Va? — b?, 


é a distância entre o centro e o foco da elipse. Se a = b, a elipse é um círculo. 


EXEMPLO 2 A elipse 


A + 2 

16 * 9 =? 100,3) e y 
Vértice Vértice 16 + 9 = 1 (5) 
(44, 0) (4, 0) 


(Figura 11.41) tem: 
aii Semieixo maior: a = V/16 = 4, Semieixo menor: b = V9 = 3 
Distância entre centro e foco: c = V16— 9= V7 
Focos: (+C, 0) = (+V7, 0) 
Vértices: (+a, 0) = (+4, 0) 
Centro: (0, 0). 


Centro 


(0, -3) 


FIGURA 11.41 Flipse com seu eixo maior 
horizontal (Exemplo 2). 


Se trocarmos x e y na Equação 5, teremos a equação 


2 
x y: 
ate 1 6 
9 + 16 (6) 
O eixo maior da elipse é agora vertical, em vez de horizontal, com os focos e 
vértices no eixo y. Não existe confusão ao analisarmos as Equações 5 e 6. Se en- 
contrarmos os interceptos nos eixos coordenados, saberemos qual é o eixo maior, 
porque é o mais longo dos dois eixos. 


Equações de forma padrão para elipses centradas na origem 


L y L y 
Focos no eixox S+>5=1 (a> b) Focos no eixo y: 5 + `= = 1(a>b) 
Ê b? E p? a? 
Distância entre centro e foco: C= Wa? -— b? Distância entre centro e foco: c= Va? -— b? 
Focos: (+c, 0) Focos: (0, +c) 
Vértices: (+a, 0) Vértices (0, +a) 


Nos dois casos, a é o semieixo maior e b é o semieixo menor. 


Vértices 


Foco Ed Foco 


o 
Centro J 


Eixo focal 


FIGURA 11.42 Pontos no eixo focal de 
uma hipérbole. 


FIGURA 11.43 As hipérboles têm dois 
ramos. Para pontos no ramo direito da 
hipérbole mostrados aqui, PF, — PF, 

= 2a. Para pontos no ramo esquerdo da 
hipérbole, PF, — PF = 2a. Seja, então, 


b= Ve- al 
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Hipérboles 


DEFINIÇÕES Uma hipérbole é o conjunto de pontos em um plano cujas dis- 
tâncias a partir de dois pontos fixos nesse plano têm uma diferença constante. 
Os dois pontos fixos são os focos da hipérbole. 

A reta que passa pelos focos de uma hipérbole é o eixo focal. O ponto no 
eixo na metade do trajeto entre os focos é o centro da hipérbole. Os pontos 
onde o eixo focal e a hipérbole se cruzam são os vértices (Figura 11.42). 


Se os focos são F (~c, 0) e F,(c, 0) (Figura 11.43) e a diferença constante é 2a, 
então um ponto (x, y) está na hipérbole se, e somente se: 


Vx + 0? + y2- V(x- 0? + y? = +2a. (7) 


Para simplificar essa equação, movemos o segundo radical para o lado direito, 
elevamos ao quadrado, isolamos o radical restante e elevamos ao quadrado nova- 
mente, obtendo: 


2 + PE = 1. (8) 
Até agora, isso parece ser igual à equação para uma elipse. Mas agora a? — c? é ne- 
gativo porque 2a, sendo a diferença de dois lados do triângulo PF F,, é menor que 
2c, o terceiro lado. 

Os passos algébricos que levam à Equação 8 podem ser invertidos para mos- 
trar que todo ponto P cujas coordenadas satisfazem uma equação dessa forma com 
0 < a< c também satisfaz a Equação 7. Um ponto, portanto, está na hipérbole se, e 


somente se, suas coordenadas satisfazem a Equação 8. 
Se denotarmos por b a raiz quadrada positiva de c?— a 


b= Ve? - a”, (9) 


2 


então, a? — c?=—b? e a Equação 8 toma a forma mais compacta 
2 2 
xX y 
X- IL (10) 
a? b? 


As diferenças entre a Equação 10 e a equação para uma elipse (Equação 4) são o 
sinal negativo e a nova relação: 


c2=a2+b?. Da Equação 9 


Como a elipse, a hipérbole é simétrica em relação à origem e aos eixos co- 
ordenados. Ela cruza o eixo x nos pontos (+a, 0). As tangentes nesses pontos são 
verticais porque 


dy E b?x Obtido a partir da Equação 10 


dx aly por derivacáo implícita 
é infinito quando y = 0. A hipérbole não tem interceptações no eixo y; de fato, ne- 
nhuma parte da curva está entre as retas x = —a ex =a. 


As retas: 


y = 220% 


são as duas assíntotas da hipérbole definidas pela Equação 10. A maneira mais 
rápida de descobrir as equações das assíntotas é substituir o 1 na Equação 10 por O 
e resolver a nova equação para y: 


xX y e y 
a b? a? b 
— M — AAA — 

hipérbole Opor1 assíntotas 


2 
50 > y =+2x 
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FIGURA 11.44  Hipérbole e suas 
assíntotas no Exemplo 3. 


EXEMPLO 3 A equação 


2 
ey 
475571 (11) 


é a Equação 10 com a? = 4 e b? = 5 (Figura 11.44). Temos: 
Distância entre centro e foco: c= Va? + b? = V4+5=3 
Focos: (+c, 0) = (+3, 0), Vértices: (+a, 0) = (+2, 0) 
Centro: (0, 0) 


L y v5 
5 


Assíntotas: A 5 0 ou y= +15 X. 


Se permutarmos x e y na Equação 11, os focos e vértices da hipérbole resultante 
estarão ao longo do eixo y. Ainda podemos encontrar as assíntotas da mesma forma 
que antes, mas agora suas equações serão y = +2% V5. 


Focos: (+c, 0) 
Vértices: (+a, 0) 


x2 
Assíntotas: 27 
a 


Equações de forma padrão para hipérboles centradas na origem 


Focos no eixox: >- `> 1 
a 


Distáncia entre centro e foco: 


2 2 
R xoy =- %=1 
ocos no eixo y: Fria dm 
c= Va? + b? Distância entre centro e foco: c= Va? + b? 

Focos: (0, +c) 

Vértices: (0, +a) 
2 

“sb z Y R “a 
O ou y= +3X Assintotas: ao mo ou y= +pX 


Observe a diferença nas equações das assíntotas (b/a na primeira, a/b na segunda). 


Transladamos as cônicas utilizando os princípios analisados na Seção 1.2, 
substituindo x por x + h e y por y + k. 


EXEMPLO 4 Mostre que a equação x? — 4y? + 2x + 8y — 7 = 0 representa uma 
hipérbole. Encontre seu centro, assíntotas e focos. 


Solução Reduzimos a equação para a forma padrão completando o quadrado em x 
e y conforme segue: 


bé +2)-4y - 2) =7 
(Ê + 2x+ 1) - 4y? - 2y+ D)=7+1-4 


(x+ 1)? 


7 (y-12=1 


Essa é a Equação 10 na forma padrão de uma hipérbole, com x substituído por x + 1 
e y substituído por y — 1. A hipérbole é deslocada uma unidade para a esquerda e uma 
unidade para cima, e tem seu centrox+1=0ey—1=0,0ux=-—1 ey=1. Além disso: 


a=4, P=], e= +b = 5, 


assim, as assíntotas são as duas retas: 


mps (y-D=0 e ly D=ú 


Os focos deslocados tém coordenadas (- 1+ V35, 1). 


Exercícios 11.6 
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Identificando gráficos 
Associe as parábolas nos Exercícios 1-4 com as seguintes equações: 
X=, x2=-6y, y»?=8x, y=. 


Em seguida, encontre o foco e a diretriz de cada parábola. 
1. 3. 


y y 
x 
Xx 
y y 
Xx 
x 


Associe cada uma das seções cônicas nos Exercícios 5-8 com estas 
equações: 


2. 4. 


2 2 2 

X Y_ X y2 
49 I zty i 
2 2 

y 2 x? y 
47X51 4 9 1, 


Em seguida, encontre os focos e vértices da seção cônica. Se a seção 
cónica for uma hipérbole, encontre também suas assíntotas. 


5. 7. 
y y 
A 
i <> o 
6. 8 
y y 
A A 
x od 


Parábolas 


Os Exercícios 9-16 dão equações de parábolas. Encontre o foco e a 
diretriz de cada uma das parábolas. Em seguida, esboce a parábola. 
Inclua o foco e a diretriz em seu esboço. 


9. y?=12x 12. y?=-2x 15. x=—3y? 
10. x?=6y 13. y=4x2? 16. x=2y? 
11. x?=-8y 14. y=—8x? 

Elipses 


Os Exercícios 17-24 nos dão equações para elipses. Coloque cada 
uma das equacóes na forma padráo. Em seguida, esboce a elipse. 
Inclua os focos em seu esboço. 


17. 16x?+25)2=400 21. 312+2y=6 

18. 2+ 162= 112 22. 912+10y2=90 

19. 27 +) =2 23. 6x? + 9y? =54 

20. 2x? +) =4 24. 169x? + 25y? = 4225 


Os Exercícios 25 e 26 nos dão informações sobre os focos e vérti- 
ces das elipses centradas na origem do plano xy. Em cada um dos 
casos, encontre a equação na forma padrão da elipse a partir das 
informações dadas. 


25. Focos: (+ V2, 0) Vértices: (+2, 0) 
26. Focos: (0, +4) Vértices: (0, +5) 


Hipérboles 


Os Exercícios 27-34 fornecem equações para hipérboles. Coloque 
cada equação na forma padrão e encontre as assíntotas da hipérbole. 
Em seguida, esboce a hipérbole. Inclua as assíntotas e focos no seu 
esboço. 


27. 2-y= 31. 8x7 —- 277 = 16 

28. 9x? — 16y? = 144 32. y?- 31?=3 

29. y-x2=8 33. 8y?-212=16 

30. y?-x2=4 34. 64x? — 36y? = 2304 


Os Exercícios 35-38 fornecem informações sobre os focos, vértices 
e assíntotas de hipérboles centradas na origem do plano xy. Em cada 
um dos casos, encontre a equação na forma padrão da hipérbole a 
partir das informações fornecidas. 


35. Focos: (0, + v2) 


37. Vértices: (+3, 0) 


Assíntotas: y = +x Assintotas: Y = +$ x 
36. Focos: (+2, 0) 38. Vértices: (0, +2) 
Assíntotas: Y = EE x Assíntotas: Y = => x 


Transladando seções cônicas 
Você pode querer revisar a Seção 1.2 antes de resolver os Exercícios 
39-56. 
39. A parábola y? = 8x é deslocada 2 unidades para baixo e 1 uni- 
dade para a direita para gerar a parábola (y + 2} = 8(x — 1). 
a. Encontre o vértice, foco e diretriz da nova parábola. 


b. Represente graficamente os novos vértice, foco e diretriz e 
esboce na parábola. 
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40. A parábola x? = —4y é deslocada 1 unidade para a esquerda e 3 
unidades para cima para gerar a parábola (x + 1)? =-4(y— 3). 
a. Encontre o vértice, foco e diretriz da nova parábola. 


b. Represente graficamente os novos vértice, foco e diretriz e 
esboce na parábola. 


41. A elipse (x7/16) + (2/9) = 1 é deslocada 4 unidades para a 
direita e 3 unidades para cima para gerar a elipse: 
x-4 y-3 
16 ' 9 


a. Encontre os focos, vértices e centro da nova elipse. 


1. 


b. Represente graficamente os novos focos, vértices e centro 
e esboce na nova elipse. 


42. A elipse (x?/9) + (92/25) = 1 é deslocada 3 unidades para a 
esquerda e 2 unidades para baixo para gerar a elipse: 
(x+3? (y+22 
9 l 25 


a. Encontre os focos, vértices e centro da nova elipse. 


1. 


b. Represente graficamente os novos focos, vértices e centro 
e esboce na nova elipse. 
43. A hipérbole (x?/16) — (4/9) = 1 é deslocada 2 unidades para a 
direita para gerar a hipérbole: 


AY yo, 
16 9 " 
a. Encontre o centro, focos, vértices e assíntotas da nova hi- 


pérbole. 
b. Represente graficamente os novos centro, focos, vértices e 
assíntotas e esboce na nova hipérbole. 
44. A hipérbole (y7/4) — (x2/5) = 1 é deslocada 2 unidades para 
baixo para gerar a hipérbole: 


CATA 
4 5 ' 
a. Encontre o centro, focos, vértices e assíntotas da nova hi- 


pérbole. 


b. Represente graficamente os novos centro, focos, vértices e 
assíntotas e esboce na nova hipérbole. 


Os Exercícios 45-48 fornecem equações para parábolas e nos dizem 
quantas unidades para cima ou para baixo e para direita ou para es- 
querda cada parábola deve ser deslocada. Encontre uma equação para 
a nova parábola e determine os novos vértices, focos e diretrizes. 


45. y?=4x, esquerda 2, baixo 3 47. x?= 8y, direita 1, baixo 7 
46. y? =—12x, direita 4, cima 3 48. x?= 6y, esquerda 3, baixo 2 


Os Exercícios 49-52 fornecem equações para elipses e nos dizem 
quantas unidades para cima ou para baixo e para a direita ou para 
a esquerda cada elipse deve ser deslocada. Encontre uma equação 
para a nova elipse e determine os novos focos, vértices e centro. 


2 


2 
49. ç + z = 1, esquerda 2, baixo 1 
x o 
50. 5 + y? =1, direita3, cima 4 
2 2 
5j "o 1, direita 2, cima 3 
3 2 
2 2 
52, Š + LAE 1, esquerda 4, baixo 5 


16 5 


Os Exercicios 53-56 fornecem equações para hipérboles e nos dizem 
quantas unidades para cima ou para baixo e para a direita ou para a 
esquerda cada hipérbole deve ser deslocada. Encontre uma equação 
para a nova hipérbole e determine os novos centro, focos, vértices e 
assíntotas. 


l y e i 
5. 7-57 1, direita 2, cima 2 
2 
54. x — 5 = 1, esquerda 2, baixo 1 
55. y? — x? = 1, esquerda 1, baixo 1 
yY q P 
56. 37X5 1, direita 1, cima 3 


Encontre o centro, focos, vértices, assíntotas e raio, conforme apro- 
priado, das seções cónicas nos Exercícios 57-68. 


57. 12+4x+y?=12 

58. 2x2 + 2y? — 28x + 12y+114=0 

59. 2 +2x+4y—-3=0 

60. y? —4y-8x-12=0 

61. xX +57 +4x=1 65. xX- y —2x+4y=4 
62. 9x? + 6y? + 36y=0 66. x? — y? +4x—6y=6 
63. 12+2y?-2x—4y=-1 67. 2x2 y? + 6y =3 


64. 42+y2+8x-2y=-1 68. y?—412+16x=24 
Teoria e exemplos 


69. Se retas são traçadas paralelas aos eixos coordenados passan- 

do por um ponto P na parábola y? = kx, k> 0, a parábola divide 

a região retangular delimitada por essas retas e os eixos coor- 
denados em duas regiões menores, 4 e B. 

a. Se as duas regiões menores são giradas em torno do eixo y, 

mostre que elas geram sólidos cujos volumes têm a razão 4:1. 


b. Qual é a razão dos volumes gerados pelo giro das regiões 
em torno do eixo x? 


y 


70. Cabos de pontes suspensas pendurados em parábolas 
O cabo de ponte suspensa exibido na figura a seguir suporta 
uma carga uniforme de w libras por pé horizontal. Pode ser de- 
monstrado que, se H é a tensão horizontal do cabo na origem, 
então a curva do cabo satisfaz a equação: 

dy w 

=X. 

dx H 
Mostre que o cabo é pendurado em uma parábola resolvendo 
essa equação diferencial sujeita à condição inicial de que y = 0 
quando x = 0. 


y 


Cabo da ponte 
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71. Largura da parábola no foco Mostre que o número 4p é $0. Área da superfície Acurva y= VX2+10<=x= V2, 
a largura da parábola x? = 4py (p > 0) no foco, mostrando que é parte do ramo superior da hipérbole y? — x? = 1, é girada 
que a reta y = p corta a parábola em pontos separados por 4p em torno do eixo x para gerar uma superfície. Encontre a área 
unidades. da superfície. 

72. Assíntotas de (x?/a?) — (y?/b?) = 1 Mostre que a distância g4, Propriedade refletiva das parábolas A figura a seguir mos- 


vertical entre a reta y = (b/a)x e a metade superior do ramo 
direito y = (b/a) VW x? — a? da hipérbole (x2/42) — (92/b2) = 1 
se aproxima de 0, demonstrando que: 


x a) = D lim (x— Vx? — a?) =0. 


x>00 


; b 
lim x 
x>00 a 


Resultados semelhantes valem para as porções remanescentes 
da hipérbole e as retas y = +(b/a)x. 


tra um ponto típico P(xy, Yo) na parábola y? = 4px. A reta L é 
tangente à parábola em P. O foco da parábola está em F(p, 0). 
O raio L' que se estende de P à direita é paralelo ao eixo x. Mos- 
tramos que a luz de F a P será refletida ao longo de L', mos- 
trando que £ é igual a a. Estabeleça essa igualdade realizando 
os seguintes passos. 


a. Mostre que tg 8 = 2p/y,. 
b. Mostre que tg & = vy/(Xx9— P). 


73. Área Encontre as dimensões do retângulo de maior área que c. Utilize a identidade: 
podem ser inscritos na elipse x? + 4y? = 4 com seus lados para- tgó — gg 
lelos aos eixos coordenados. Qual é a área do retângulo? tga = —— 7 
1+ tgọtgg 


74. 


75. 


Volume Encontre o volume do sólido gerado pelo giro da re- 
gião delimitada pela elipse 9x? + 4y? = 36 em torno do (a) eixo 
x, (b) eixo y. 


Volume A região “triangular” no primeiro quadrante delimi- 


para demonstrar que tg a = 2p/yp. 
Uma vez que a e B são agudos, tg B = tg a implica que 8 = a. 
Essa propriedade refletiva das parábolas é utilizada em apli- 


cações como faróis de automóveis, radiotelescópios e antenas 
de TV via satélite. 


tado pelo eixo x, a reta x = 4 e a hipérbole 9x? — 4y? = 36 é 
girada em torno do eixo x para gerar um sólido. Encontre o 
volume do sólido. 


76. Tangentes Mostre que as tangentes à curva y? = 4px a partir 
de qualquer ponto na reta x = —p são perpendiculares. 


77. Tangentes Encontre equações para as tangentes do círculo 
(x— 22 + (y— 1)? = 5 nos pontos em que o círculo cruza os 
eixos coordenados. 


78. Volume A região delimitada à esquerda pelo eixo y, à direita 
pela hipérbole x? — y? = 1 e acima e abaixo pelas retas y = +3, 
é girada em torno do eixo y para gerar um sólido. Encontre o 
volume do sólido. 


79. Centroide Encontre o centroide da região que é delimitado 
abaixo pelo eixo x e acima pela elipse (x?/9) + (7/16) = 1. 


Cônicas em coordenadas polares 


11.7 


As coordenadas polares são especialmente importantes na astronomia e na en- 
genharia astronáutica, porque os satélites, luas, planetas e cometas movem-se todos 
aproximadamente ao longo de elipses, parábolas e hipérboles que podem ser des- 
critas com uma única e relativamente simples equação em coordenadas polares. 
Desenvolvemos essa equação aqui depois de primeiro introduzirmos a ideia de ex- 
centricidade de uma seção cônica. A excentricidade revela o tipo da seção cônica 
(círculo, elipse, parábola ou hipérbole) e o grau ao qual está “achatada” ou aplanada. 


Excentricidade 


Ainda que a distância entre centro e foco c não apareça na equação 


2 
E que (a> b) 
para uma elipse, podemos ainda determinar c a partir da equação c = Va? — b?. 
Se fixarmos a e alterarmos c sobre o intervalo 0 = c = a, as elipses resultantes irão 
variar de formato. Eles são círculos se c = 0 (de forma que a = b) e ficam aplana- 
dos conforme c aumenta. Se c = a, os focos e vértices se sobrepõem e a elipse se 
degenera para um segmento de reta. Assim, somos levados a considerar a razão 
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Diretriz 1 


y=- 
e 


Diretriz 2 


FIGURA 11.45 Focos e diretrizes da 
elipse (x2/a?) + (2/b?) = 1. A diretriz 1 
corresponde ao foco F}, e a diretriz 2, ao 


foco F,. 


Diretriz 1 


= =“ 
E Iê 


y 


Diretriz 2 


FIGURA 11.46 Focos e diretrizes da 
hipérbole (x?/a?) — (y?/b?) = 1. Não 
importa onde P esteja na hipérbole, 
PF =e:PD,ePF,=e: PD, 


e = c/a. Utilizamos essa razão também para hipérboles; apenas nesse caso c é igual 
a Va? + b? em vez de Va? — b?, e definimos essas razões com um termo de 


alguma forma familiar — excentricidade. 


DEFINIÇÃO 
A excentricidade da elipse (12/a2) + (y?/b?)=1 (a >b) é: 


c Va =p? 


e= a = a . 


A excentricidade da hipérbole (1?/a?) — (y?/b?) = 1 é: 


co Va? +b 


eSa a ` 


A excentricidade de uma parábola ée = 1. 


Enquanto uma parábola tem um foco e uma diretriz, cada elipse tem dois focos 
e duas diretrizes. Estas são as retas perpendiculares ao eixo maior nas distâncias 
+a/e a partir do centro. A parábola tem a propriedade de que: 


PF=1-PD (1) 


para qualquer ponto P nela, em que F é o foco e D é o ponto mais próximo de P 
na diretriz. Para uma elipse, pode ser mostrado que as equações que substituem a 
Equação 1 são: 


PF=e:PD, | PF,=e-PD,, (2) 


Aqui, e é a excentricidade, P é qualquer ponto na elipse, F} e F, são os focos e D, e 
D, são os pontos nas diretrizes mais próximos de P (Figura 11.45). 

Em ambas as Equações 2, a diretriz e o foco devem corresponder; isto é, se 
utilizarmos a distância entre P e F,, devemos usar também a distância entre Pe a 
diretriz na mesma extremidade da elipse. A diretriz x = —a/e corresponde a F Cc, 0), 
e a diretriz x= a/e corresponde a F,(c, 0). 

Assim como na elipse, pode ser mostrado que as retas x = +a/e atuam como 
diretrizes para a hipérbole e que: 


PF=e:PD, e 


PF,=e- PD,. (3) 


Aqui, P é qualquer ponto na hipérbole, F} e F, são os focos e D, e D, são os pontos 
nas diretrizes mais próximos de P (Figura 11.46). 

Tanto na elipse quanto na hipérbole, a excentricidade é a razão da distância 
entre os focos e a distância entre os vértices (porque c/a = 2c/2a). 


distância entre os focos 


eo distáncia entre os vértices 


Em uma elipse, os focos estáo mais próximos um do outro que os vértices, e a razáo 
é menor que 1. Em uma hipérbole, os focos estáo mais distantes entre si que os 
vértices, e a razão é maior que 1. 

A equação “foco-diretriz” PF = e - PD une a parábola, a elipse e a hipérbole da 
seguinte maneira. Suponha que a distância PF de um ponto P a partir de um ponto 
fixo F (o foco) é um múltiplo constante de sua distância a partir de uma reta fixa (a 
diretriz). Ou seja, suponha que: 


PF=e-PD (4) 


FIGURA 11.47 | Hipérbole e diretriz no 
Exemplo 1. 


Diretriz 
D 
Foco na 
origem 
>x 
k 
= 


FIGURA 11.48 Se uma seção cônica 

é colocada na posição com seu foco 
posicionado na origem e uma diretriz 
perpendicular ao raio inicial e à direita 
da origem, podemos encontrar sua 
equação polar a partir da equação foco- 
-diretriz da cônica. 
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em que e é a constante de proporcionalidade. Então a trajetória traçada por P é: 
(a) uma parábola se e= 1, 

(b) uma elipse de excentricidade e se e < 1 e 

(c) uma hipérbole de excentricidade e se e > 1. 


Não existem coordenadas na Equação 4 e, quando tentamos traduzi-la em forma 
de coordenada, ela o faz em diferentes formas, dependendo do tamanho de e. Pelo 
menos, isso é o que acontece nas coordenadas cartesianas. Entretanto, conforme 
veremos, em coordenadas polares a equação PF = e - PD se traduz em uma única 
equação, independente do valor de e. 

Dados o foco e a diretriz correspondente de uma hipérbole centrada na origem 
e com os focos no eixo x, podemos utilizar as dimensões exibidas na Figura 11.46 
para encontrar e. Sabendo o valor de e, podemos derivar uma equação cartesiana 
para a hipérbole da equação PF = e : PD, como no próximo exemplo. Podemos en- 
contrar equações para elipses centradas na origem e com focos no eixo x de maneira 
semelhante, utilizando as dimensões mostradas na Figura 11.45. 


EXEMPLO 1 Encontre uma equação cartesiana para a hipérbole centrada na origem 
que tem um foco em (3, 0) e a reta x= 1 como a diretriz correspondente. 


Solução Primeiro utilizamos as dimensões mostradas na Figura 11.46 para encon- 
trar a excentricidade da hipérbole. O foco é: 


(c, 0) =(3, 0), portanto c=3, 
A diretriz é a reta: 


x=46=1 potato a-e. 


Quando combinados com a equação e = c/a que define a excentricidade, esses re- 
sultados nos dão: 


ss sa portanto e?=3 e e= V3. 


Sabendo o valor de e, podemos agora derivar a equação que desejamos a partir 
da equação PF = e - PD. Na notação da Figura 11.47, temos: 


PF = e. PD Equação 4 
V(x= 3? + (y - 0? = V3|x- 1] e= V3 
xX —- 6x+ 9+ y? = 30 — 2x+ 1) 


2x —- y2 = 6 
Ll yY 
a > 


Equacóes polares 


Para encontrar equações polares para elipses, parábolas e hipérboles, coloca- 
mos um foco na origem e a diretriz correspondente à direita da origem ao longo da 
reta vertical x = k (Figura 11.48). Em coordenadas polares, isso faz com que: 


PF=r 


PD=k-FB=k-—rcos 0. 
A equação foco-diretriz da seção cônica PF = e - PD então se torna: 
r=e(k—r cos 0), 


que pode ser resolvida para r a fim de obter a expressão a seguir. 
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Equação polar para uma seção cônica com excentricidade e 


ke 


r= ==, 
1 + ecos6 


em que x = k> 0 é a diretriz vertical. 


EXEMPLO 2 Aqui estão equações polares para três cónicas. Os valores de ex- 
centricidade identificando a cônica são os mesmos para as coordenadas polares e 
cartesianas. 


1, : k 


sr 2» PIS r= ZF cosô 

a , o k 

e=1 parábola = 05 
2k 


e= 2: hipérbole r= + 2cos0 


Você pode ver as variações da Equação 5, dependendo da localização da dire- 
triz. Se a diretriz é a reta x = —k à esquerda da origem (a origem ainda sendo o foco), 
substituímos a Equação 5 por: 


p= ke 
1 — ecoso' 

O denominador agora tem um (—) em vez de um (+). Se a diretriz é uma das retas 

y = k ou y = —k, as equações têm senos em vez de cossenos, conforme exibido na 

Figura 11.49. 


m= ke p= ke 
l+ecos0 l — e cos 0 
Foco na origem Foco na origem 
X X 
Diretriz x = k Diretriz x = —k 
(a) (b) 
pede pote 
l + esen l] — e sen 0 
y y 


vip Foco na origem 
Diretriz y = k 8 


Diretriz y = —k 
(c) (d) 


FIGURA 11.49 Equações para seções cónicas com 
excentricidade e > 0, mas diferentes localizações da diretriz. 
Os gráficos aqui exibem uma parábola, portanto e = 1. 


EXEMPLO 3 Encontre uma equação para a hipérbole com excentricidade 3/2 e 
diretriz x = 2. 


Solução Utilize a Equação 5 com k=2 ee=3/2: 


(= 232 6 
1 + (3/2) cos6 2 + 3c056' 


Diretriz 
= k 


Foco na 
Centro origem 
o 2 


>x 


FIGURA 11.50 Em uma elipse com 
semieixo maior a, a distância foco-diretriz 
é k= (ale) — ea, portanto ke = a(1 — e°). 


>= 


Poo, 00) 


>x 


FIGURA 11.51 Podemos obter uma 
equação polar para a reta L lendo a relação 
r =r cos (0 — 05) a partir do triângulo 
retângulo OP,P. 
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EXEMPLO 4 Encontre a diretriz da parábola: 


25 


r = 10+ 10cos6' 


Solução Dividimos o numerador e o denominador por 10 para colocar a equação 
em forma polar padrão: 


o 5/2 
r= IF 0050 * 
Esta é a equacáo: 
p= ke 
1 + ecos 


com k= 5/2 e e = 1. A equação da diretriz é x = 5/2. 


A partir do diagrama da elipse na Figura 11.50, vemos que k está relacionado à 
excentricidade e e o semieixo maior a pela equação: 


- 
Ra ea. 


A partir disso, descobrimos que ke = a(1 — e?). Substituir ke na Equação 5 por 
a(1 — e?) nos dá a equação polar padrão para uma elipse. 


Equação polar para a elipse com excentricidade e e semieixo maior a 


a(l- e?) 


[= 1 + ecos (6) 


Observe que, quando e = 0, a Equação 6 se torna r= a, o que representa um círculo. 


Retas 


Suponha que a perpendicular a partir da origem para a reta L encontra L no 
ponto Py(r¿, 0o), com r} = 0 (Figura 11.51). Então, se P(r, 0) é qualquer outro ponto 
em L, os pontos P, P, e O são os vértices de um triângulo retângulo, a partir do qual 
podemos ler a relação: 


ra =r cos (0 — 0,). 


Equação polar padrão para retas 


Se o ponto Py(r,, 05) é a base da perpendicular a partir da origem para a reta L, e 
r) = 0, então uma equação para L é: 


r cos (0 — 0) = ro (7) 


Por exemplo, se 9, = 7/3 e r} = 2, descobrimos que: 


TT _ 
rcos (4 = z) =2 
T 


T T. 
(cosa cos 3 + send sen 3) =2 


v3 


51 cos + > rseng = 2 ou x+ V3y= 4. 
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Círculos 


FIGURA 11.52 Podemos obter uma 
equação polar para esse círculo aplicando a 
lei dos cossenos ao triángulo OP,P. 


Para encontrar uma equação polar para o círculo de raio a centrado em Py(ro, 
00), determinamos que P(r, 0) é um ponto no círculo e aplicamos a lei dos cossenos 
ao triângulo OP,P (Figura 11.52). Isso dá: 


a =r} + r?- 2ryr cos (9 — 8,). 


O ae Se o círculo passa pela origem, então r) = a, e essa equação é simplificada para: 


q? =@ +r —2ar cos (0— 7) 
r2=2ar cos (0 — 0,) 
r=2a cos (0 — 0). 


Se o centro do círculo está no eixo x positivo, 9, = O e temos ainda a simplificação: 


r= 2a cos 0. (8) 


Se o centro está no eixo y positivo, O = 7/2, cos (0 — 7/2) = sen 0, e a equação 
r = 2a cos (0 — 0,) se torna: 


r=2a sen 0. (9) 


As equações para círculos através da origem centrados nos eixos x e y negativos 
podem ser obtidas substituindo r por —r nas equações anteriores. 


EXEMPLO 5 Aqui estão diversas equações polares fornecidas pelas Equações 8 e 9 
para os círculos através da origem e tendo centros que estão no eixo x ou y. 


Raio 


1/2 


Centro Equação 
(coordenadas polares) polar 
(3,0) r=6cos0 
(2, 7/2) r=4sen 0 
(—1/2,0) r=-cos 0 
(—1, 7/2) r=-—2 sen 0 


Exercícios 11.7 


Elipses e excentricidade 


Nos Exercícios 1-8, encontre a excentricidade da elipse. Em segui- 
da, encontre e desenhe os focos e diretrizes da elipse. 


1. 16x?+25y?=400 5. 32+2y=6 

2. 71+16=112 6. 9x?+10y?=90 

3. 2? +y =2 7. 6x? +9% = 54 

4. 2x? +y =4 8. 169x? +25? = 4225 


Os Exercícios 9-12 fornecem os focos ou vértices e as excentricida- 
des das elipses centradas na origem do plano xy. Em cada um dos 
casos, encontre a equação de forma padrão da elipse nas coordena- 
das cartesianas. 
9. Focos: (0, +3) 
Excentricidade: 0,5 
10. Focos: (+8, 0) 
Excentricidade: 0,2 


11. Vértices: (0, +70) 
Excentricidade: 0,1 

12. Vértices: (+10, 0) 
Excentricidade: 0,24 


Os Exercícios 13-16 fornecem os focos e as diretrizes correspon- 
dentes das elipses centradas na origem do plano xy. Em cada um 
dos casos, utilize as dimensões na Figura 11.45 para encontrar a 
excentricidade da elipse. Em seguida, encontre a equação de forma 
padrão da elipse nas coordenadas cartesianas. 


13. Foco: (V5,0) 15. Foco: (-4,0) 
Diretriz: x=-—= Diretriz: x=-16 
v5 
14. Foco: (4,0) 16. Foco: (-V2,0) 
Dirai x= $ Direriz: x= -2V2 


Hipérboles e excentricidade 


Nos Exercícios 17-24, encontre a excentricidade da hipérbole. Em 
seguida, encontre e desenhe os focos e diretrizes da hipérbole. 

17. *-y=1 19. -x =8 

18. 9x? — 16y? = 144 20. y?-12=4 


21. 82-2y?=16 
22. y?- 31?=3 


23. 8? —2x2= 16 
24. 64x? — 36y? = 2304 


Os Exercícios 25-28 fornecem as excentricidades e os vértices ou 
focos das hipérboles centradas na origem do plano xy. Em cada um 
dos casos, encontre a equação de forma padrão da hipérbole nas 
coordenadas cartesianas. 


25. Excentricidade: 3 27. Excentricidade: 3 


Vértices: (0, +1) Focos: (+3, 0) 
26. Excentricidade: 2 28. Excentricidade: 1,25 
Vértices: (+2, 0) Focos: (0, +5) 


Excentricidades e diretrizes 


Os Exercícios 29-36 fornecem as excentricidades das seções cônicas 
com um foco na origem, com a diretriz correspondente àquele foco. 
Encontre uma equação polar para cada seção cônica. 


29. e=], x=2 33. e=1/2, x=1 
30. e=1, y=2 34. e=1/4, x=-2 
31. e=5, y=-6 35. e=1/5, y=-10 
32. e=2, x=4 36. e=13, y=6 
Parábolas e elipses 


Esboce as parábolas e elipses nos Exercícios 37-44. Inclua a diretriz 
correspondente ao foco na origem. Rotule os vértices com coorde- 
nadas polares apropriadas. Rotule também os centros das elipses. 


SON TE cos AT zs 
ASS > T AS 5300 
39. r= 0 os 43. r= 7350 
40. r= 1350 44, r= s 
Retas 


Esboce as retas nos Exercícios 45-48 e encontre equações cartesia- 
nas para elas. 


45. ros (a - z) = V2 


4 


47. rcos (a = 27) =3 


46. rcos (a F 3r) =1 


T TES 
4 48. rcos (0 + 3) =2 


3 


Encontre uma equação polar na forma r cos (0 — 0) = rọ para cada 
uma das retas nos Exercícios 49-52. 


49. V2x+ V2y= 6 51. y==5 
50. V3x-y=1 52. x=-4 
Círculos 


Esboce os círculos nos Exercícios 53-56. Dê coordenadas polares 
para seus centros e identifique seus raios. 


53. r=4c0s0 55. r=-2c0s0 
54. r=6sen6 56. r=-8 sen 0 
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Encontre equações polares para os círculos nos Exercícios 57-64. 
Esboce cada círculo no plano coordenado e classifique-o com suas 
equacóes cartesianas e polares. 


57. (1-6? +92=36 61. 12+2x+)=0 
58. (x+22 +y =4 62. x2-16x+y?=0 
59. 12+(y-5)=25 63. 2 +32 +y=0 

60. 2+(y+7)=49 64. R+y-Sy-0 


Exemplos de equações polares 


H Desenhe as retas e seções cónicas nos Exercícios 65-74. 


65. r=3 sec (0 — 7/3) 70. r=8/(4+ sen 6) 
66. r=4 sec (0 + 7/6) 71. r=1/(1— sen 0) 
67. r=4sen0 72. r= 1/(1 + cos 0) 
68. r=-—2 cos 0 73. r= 1/(1 + 2 sen 0) 
69. r= 8/(4 + cos 0) 74. r=1/(1 +2 cos 0) 


75. Periélio e afélio Um planeta dá uma volta em torno do Sol 
em uma elipse cujo semieixo maior tem comprimento a. (Veja 

a figura a seguir.) 

a. Mostre que r = a(1 — e) quando o planeta está mais próxi- 
mo do Sol e que r = a(1 + e) quando o planeta está mais 
distante do Sol. 

b. Utilize os dados da tabela no Exercício 76 para determinar o 
quão próximo cada um dos planetas em nosso sistema solar 
chega do Sol e o quão distante cada planeta chega do Sol. 


Afélio Periélio 
(o mais distante (o mais próximo 
do Sol) do Sol) 
Planeta 
0 


e 
Sol 


76. Órbitas planetárias Utilize os dados da tabela a seguir e a 
Equação 6 para encontrar equações polares para as órbitas dos 


planetas. 
Planeta Paste Excentricidade 
Mercúrio 0,3871 0,2056 
Vênus 0,7233 0,0068 
Terra 1,000 0,0167 
Marte 1,524 0,0934 
Júpiter 5,203 0,0484 
Saturno 9,539 0,0543 
Urano 19,18 0,0460 
Netuno 30,06 0,0082 
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Capítulo 


1. O que é uma parametrização de uma curva no plano xy? Uma 
função y = f(x) sempre tem uma parametrização? São parame- 
trizações de uma curva única? Dê exemplos. 

2. Dê algumas parametrizações típicas para retas, círculos, pará- 
bolas, elipses e hipérboles. Quanto uma curva parametrizada 
poderia ser diferente do gráfico de sua equação cartesiana? 


3. O que é uma cicloide? Quais são as equações paramétricas 
típicas para cicloides? Quais propriedades físicas contam para 
a importância das cicloides? 


4. Qual é a fórmula para o coeficiente angular dy/dx de uma cur- 
va parametrizada x = f(t), y = g(t)? Quando a fórmula é apli- 
cada? Quando você pode esperar conseguir encontrar d?y/dx? 
também? Dé exemplos. 


5. Como vocé pode algumas vezes encontrar a área delimitada 
por uma curva parametrizada e um dos eixos coordenados? 


6. Como vocé encontra o comprimento de uma curva parametri- 
zada suave x= f(t), y = g(1), a S t = b? O que a sua caracterís- 
tica de ser suave tem a ver com o comprimento? O que mais 
você precisa saber sobre a parametrização para poder encon- 
trar o comprimento da curva? Dé exemplos. 


7. Qual é a função de comprimento de arco para uma curva para- 
metrizada suave? Qual é a diferencial de comprimento de arco? 


8. Sob quais condições você pode encontrar a área da superfície 
gerada por meio do giro de uma curva x= f(t), y=g(0), a=t<b 
em torno do eixo x? E do eixo y? Dé exemplos. 

9. Como vocé encontra o centroide de uma curva parametrizada 
suave x= f(t), y = g(t), a = t = b? Dé um exemplo. 

10. O que são coordenadas polares? Quais equações relacionam 
coordenadas polares a coordenadas cartesianas? Por que você 
poderia desejar mudar de um sistema de coordenadas para outro? 


Questões para guiar sua revisão 


11. Quais consequências a falta de unicidade de coordenadas po- 
lares tem para o esboço de gráficos? Dê um exemplo. 


12. Como você desenha equações em coordenadas polares? Inclua 
em sua discussão: simetria, coeficiente angular, comporta- 
mento na origem e o uso de gráficos cartesianos. Dê exemplos. 


13. Como você determina a área da região 0 = r(0) S r = r,(0), 
æ = 0 = ß, no plano de coordenadas polares? Dê exemplos. 


14. Sob que condições você pode encontrar o comprimento de 
uma curva r = f(0), «a = 0 = B, no plano de coordenadas pola- 
res? Dê um exemplo de cálculo típico. 


15. O que é uma parábola? Quais são as equações cartesianas para 
parábolas cujos vértices estão na origem e cujos focos estão 
nos eixos coordenados? Como você pode determinar o foco e 
a diretriz de tal parábola a partir de sua equação? 


16. O que é uma elipse? Quais são as equações cartesianas para 
elipses centradas na origem com focos em um dos eixos coor- 
denados? Como você pode determinar os focos, vértices e di- 
retrizes de tal elipse a partir de sua equação? 

17. O que é uma hipérbole? Quais são as equações cartesianas 
para hipérboles centradas na origem com focos em um dos 
eixos coordenados? Como você pode determinar os focos, 
vértices e diretrizes de tal elipse a partir de sua equação? 


18. O que é excentricidade de uma seção cônica? Como você pode 
classificar as seções cônicas pela excentricidade? Como a for- 
ma de uma elipse e sua excentricidade estão relacionadas? 


19. Explique a equação PF = e + PD. 
20. Quais são as equações padrão para as retas e seções cônicas 
em coordenadas polares? Dê exemplos. 


Capítulo Exercícios práticos 


Identificando equações paramétricas no plano 


Os Exercícios 1-6 fornecem equações paramétricas e intervalos pa- 
ramétricos para o movimento de uma partícula no plano xy. Identi- 
fique a trajetória da partícula encontrando uma equação cartesiana 
para ela. Desenhe a equação cartesiana e indique a direção do movi- 
mento e a porção traçada pela partícula. 


1. x=12, y=t+l; 00<t<oo 

2. x= Vi y=1- vt t=0 

3. x=(1/2)tgt, y=(12)sect; —1/2<t<1/2 
4. x=-2 cost, y=2sent; 0=t=7T 

5. x=-cost, y=cos?t; O=t=T 

6. x=4cost, y=9sent; O=t=27 


Encontrando equações paramétricas e retas tangentes 


7. Encontre equações paramétricas e um intervalo de parâme- 
tro para o movimento de uma partícula no plano xy que trace 
a elipse 16x? + 9y? = 144 uma vez em sentido anti-horário. 
(Existem muitas formas de fazer isso.) 


8. Encontre equações paramétricas e um intervalo de parâmetro 
para o movimento de uma partícula que parta no ponto (—2, 0) 
no plano xy e trace o círculo x? + y? = 4 três vezes em sentido 
horário. (Existem muitas formas de fazer isso.) 


Nos Exercícios 9 e 10, encontre uma equação para a reta no plano xy 
que seja tangente à curva no ponto correspondente ao valor determi- 
nado de t. Encontre também o valor de d?y/dx? nesse ponto. 


y= (1/2) sec t; 
y=1-3%t t=2 


9. x= (1) tgt, t=711/3 


10. x=1+1/2, 


11. Elimine o parámetro para expressar a curva na forma y = f(x). 


a. x=48, y=B-1 b. x=cost, y=tgt 


12. Encontre equações paramétricas para a curva dada. 
a. Reta passando por (1, —2) com coeficiente angular 3 
b. x-1} +0+2}=9 
e y=4x2=x 
d. 9x? + 4y? =36 


Comprimentos das curvas 

Encontre os comprimentos das curvas nos Exercícios 13-19. 
13. y=x2- (132, 1<x=4 
14. x=)2, 1<y<8 


15. y= (512º (5/84, 1<x=<32 

16. x=(y/12)+ (1%), 1=y=2 

17. x=5cost—cos5t, y=5sent—sen5t, 0=t=x7/2 
18. x=P*-68, y=2+62, 0=t=l 

19. x=3c0s0, y=3sen0, osos% 


20. Determine o comprimento do laço delimitado x= £, y =(4/3) — t 
mostrado aqui. O laço começa em t = — V 3 e termina em 


t= V3. 


y 
1t t>0 

t=0 t= *V3 
DN l | | > x 
0 1 2 4 


Y 
Loa 


Áreas de superfície 


Determine as áreas das superfícies geradas girando as curvas nos 
Exercícios 21 e 22 em torno dos eixos indicados. 


21. x=22, y=2t O<t= v5; eixox 
22. x=8£+1/00, y=4vt 1/V2=<t< l; eixo y 


Equações polares para equações cartesianas 


Esboce as retas nos Exercícios 23-28. Determine também uma 
equação cartesiana para cada reta. 


25. r=2 sec O 
23. ros (4 + 3) = 2V3 
3 26. r = -V2 c0 
A V2 27. r=— (3/2) cossec 0 
2 


24. r cos (o = 4 28. r= (3V3) COSSEC A 


Encontre equações cartesianas para os círculos nos Exercícios 29-32. 
Esboce cada círculo no plano coordenado e rotule-o com as equa- 
ções cartesianas e polares. 


29. r=-4 sen 0 
30. r = 3V3seng 


31. r = 2V2 cos0 
32. r=— 6 cos 0 


Equações cartesianas para equações polares 


Encontre equações polares para os círculos nos Exercícios 33-36. 
Esboce cada círculo no plano coordenado e rotule-o com suas equa- 
ções cartesianas e polares. 


33. x2 +y +5y=0 
34. 2+y-2y=0 


35. x2 +y —3x=0 
36. 2+y+4x=0 
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Gráficos em coordenadas polares 


Esboce as regiões definidas pelas desigualdades de coordenadas po- 
lares nos Exercícios 37 e 38. 


37. 0Sr <6 cos 0 38. —4sen6=r=0 


Relacione cada um dos gráficos nos Exercícios 39-46 com a equa- 
ção apropriada (a)-(1). Há mais equações do que gráficos, portanto 
algumas equações não serão relacionadas. 


a. r= cos 20 g. r=1+c0s0 


b. rcosó=1 h.r=1-—seng 
po 6 di 2 
= 1-— 2c050 ha 1 — cos6 
d. r=sen 20 j. 1?=sen 20 
e. r=0 k. r=— sen 0 
f. 12=c0s 20 L r=2c08s0+1 
39. Rosa de quatro pétalas 43. Círculo 
y y 
xX 
x 
40. Espiral 44. Cardioide 
y y 
5 
(a) f 0) 
41. Limaçon 45. Parábola 


y 
z i 


42. Lemniscata 


y 


Área em coordenadas polares 


46. Lemniscata 


Encontre as áreas das regiões no plano de coordenadas polares des- 
critas nos Exercícios 47-50. 


47. Delimitada pelo limaçon r = 2 — cos 0. 
48. Delimitada por uma pétala da rosa de três pétalas r = sen 30. 
49. Dentro da “figura oito”r= 1 + cos 20 e fora do círculo r = 1. 


50. Dentro da cardioide r=2(1 + sen 0) e fora do círculo r=2 sen 6. 
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Comprimento em coordenadas polares 


Encontre os comprimentos das curvas dadas pelas equações de 
coordenadas polares nos Exercícios 51-54. 


51. r=-1+c0s0 


52. r=2sen0+2c0s0, 0=0=11/2 
53. r=8 sen? (0/3), 0=0=1/4 
54. r= V1+0c0820, -—1/2=0=<1/2 


Desenhando seções cónicas 


Esboce as parábolas nos Exercícios 55-58. Inclua o foco e a diretriz 
em cada esboço. 


55. x? =—4y 
56. x? =2y 


57. y?=3x 
58. y? = —(8/3)x 


Encontre as excentricidades das elipses e hipérboles nos Exercícios 
59-62. Esboce cada seção cônica. Inclua os focos, vértices e assín- 
totas (conforme apropriado) em seu esboço. 


59. 1612+7y?=112 61. 312-y?=3 
60. 12+2y?=4 62. 5y? — 4x = 20 


Os Exercícios 63-68 fornecem equações para seções cônicas e nos 
dizem quantas unidades para cima ou para baixo e para a direita 
ou para a esquerda cada curva será deslocada. Encontre uma equa- 
ção para a nova seção cônica e descubra os novos focos, vértices, 
centros e assíntotas, conforme apropriado. Se a curva for uma pará- 
bola, encontre também a nova diretriz. 


63. X? = —12y, direita 2, cima3 

64. y? = 10x esquerda 1/2, baixo 1 
l y 

65. 91555 1, esquerda 3, baixo 5 
Roy a, ; 

66. 169 + i4 ~ 1, direita 5, cima 12 
y y 

67. 7-5 =1, direita2, cima 2V2 
2 2 

68. T = a = 1, esquerda 10, baixo 3 


Identificando seções cônicas 


Complete os quadrados para identificar as seções cônicas nos Exer- 
cícios 69-76. Encontre seus focos, vértices, centros e assíntotas 


(conforme apropriado). Se a curva for uma parábola, encontre tam- 
bém sua diretriz. 


69. x?-4x—4y=0 

70. 4x — y? +4y=8 

71. y?-2y+16x =-49 

72. x2-2x+8y=-17 

73. 9x2 + 16y? + 54x — 64y =—1 


74. 25x? + 9y? — 100x + 54y =44 
75. xX +y —2x—2y=0 
76. x +y +4x+2y=1 


Cônicas em coordenadas polares 


Esboce as seções cônicas cujas equações de coordenadas polares são 
fornecidas nos Exercicios 77-80. Forneça coordenadas polares para 
os vértices e, no caso de elipses, para os centros também. 


o 2 o 6 

71. r= TF cos 79. r= 1 20050 
= 8 = 12 

78. r= >F 0050 80. r= 37 mo 


Os Exercícios 81-84 fornecem as excentricidades das seções côni- 
cas com um foco na origem do plano de coordenadas polares, com 
a diretriz para aquele foco. Encontre uma equação polar para cada 
seção cônica. 
81. e=2, 
82. e=1, 


rcosĝ0=2 83. e=1/2, rsen0=2 


r cos 0 =—4 84. e=1/3, rsen0=-6 


Teoria e exemplos 


85. Encontre o volume do sólido gerado girando a regiáo delimi- 
tada pela elipse 9x? + 4y? = 36 em torno (a) do eixo x, (b) do 
eixo y. 

86. A região “triangular” no primeiro quadrante delimitado pelo 
eixo x, a reta x = 4 e a hipérbole 9x? — 4y? = 36 é girada em 
relação ao eixo x para gerar um sólido. Encontre o volume do 
sólido. 

87. Mostre que as equações x = r cos 0, y =r sen 0 transformam 
a equação polar: 

Ps k 
1 + ecos 


na equação cartesiana 


(1 — ex? + y? + 2kex 


12=0. 


88. Espirais de Arquimedes O gráfico de uma equação da for- 
ma r= 40, em que a é uma constante diferente de zero, é cha- 
mado de espiral de Arquimedes. Existe algo de especial sobre 
as larguras entre as voltas sucessivas de tal espiral? 
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Encontrando seções cônicas 


1. Encontre uma equação para a parábola com foco (4, 0) e dire- 
triz x = 3. Esboce a parábola com seu vértice, seu foco e sua 
diretriz. 


2. Encontre o vértice, o foco e a diretriz da parábola: 
x — 6x— 12y+9=0 


3. Encontre uma equação para a curva traçada pelo ponto P(x, y) 
se a distância entre P e o vértice da parábola x? = 4y for duas 
vezes a distância entre P e o foco. Identifique a curva. 


Exercícios adicionais e avançados 


4. Um segmento de reta de comprimento a + b vai do eixo x ao 
eixo y. O ponto P no segmento está a unidades a partir de 
uma extremidade e b unidades a partir da outra extremidade. 
Mostre que P traça uma elipse conforme as extremidades do 
segmento deslizam ao longo dos eixos. 


5. Os vértices de uma elipse de excentricidade 0,5 estão nos pon- 
tos (0, +2). Onde os focos estão? 


6. Encontre uma equação para a elipse de excentricidade 2/3 que 
tenha a reta x = 2 como uma diretriz e o ponto (4, 0) como o 
foco correspondente. 


7. Um foco de uma hipérbole está no ponto (0, —7) e a diretriz 
correspondente é a reta y = —1. Encontre uma equação para a 
hipérbole se sua excentricidade for (a) 2, (b) 5. 


8. Encontre uma equação para a hipérbole com focos (0, —2) e 
(0, 2) que passa pelo ponto (12, 7). 


9. Mostre que a reta: 
b’xx + ayy, -ah = 0 


é tangente à elipse b?x? + a?y? — a?b? = 0 no ponto (x, yı) na 
elipse. 
10. Mostre que a reta: 


b2xx, — ayy, — 2b? = 0 


é tangente à hipérbole b?x? — a?y? — a?b?=0 no ponto (x,. y4) 
na hipérbole. 


Equações e desigualdades 


Quais pontos no plano xy satisfazem as equações e desigualdades 
nos Exercícios 11-16? Desenhe uma figura para cada exercício. 


11. -y -— 1)? + y? — 25)? + 4y?-4)=0 
12. (x+y6?+y-1)=0 

13. (2/9) + (7/16) < 1 

14. (49) -— (7/16) =1 

15. (9x? + 4y? — 36)(4x? + 9? — 16) =0 

16. (9x? + 4y? — 36)(4x? + 9? — 16)>0 


Coordenadas polares 
17. a. Encontre uma equação em coordenadas polares para a curva: 


x=e'cost, y=e”sent, —oo<t<oo. 


b. Encontre o comprimento da curva de t= 0 a t= 27. 


18. Encontre o comprimento da curva r = 2 sen? (0/3), 050 £37, 
no plano de coordenadas polares. 


Os Exercícios 19-22 fornecem as excentricidades das seções côni- 
cas com um foco na origem do plano de coordenadas polares, com 
a diretriz para aquele foco. Encontre uma equação polar para cada 
seção cônica. 
19. e=2, 
20. e=1, 


rcos0=2 21. e=1/2, rsen0=2 


r cos 0 = —4 22. e=1/3, rsen0=-6 


Teoria e exemplos 


23. Epicicloides Quando um círculo gira externamente ao longo 
da circunferéncia de um segundo círculo fixo, qualquer ponto 
P na circunferéncia do círculo que gira descreve uma epici- 
cloide, conforme mostrado aqui. Suponha que o círculo fixo 
tenha seu centro na origem O e raio a. 


Seja b o raio do círculo que gira e seja a posição inicial do 
ponto P traçado A(a, 0). Encontre equações paramétricas para 
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a epicicloide, utilizando como parámetro o ángulo 0 a partir do 
eixo x positivo até a reta que passa pelos centros dos círculos. 


24. Encontre a centroide da regiáo delimitada pelo eixo x e o arco 
da cicloide 


x=a(t— sent), y=a(l—cosf) 0=1t=2r7. 


Ángulo entre o raio vetor e a reta tangente a uma curva de coor- 
denadas polares Em coordenadas cartesianas, quando desejamos 
discutir a direção de uma curva em um ponto, utilizamos o ângulo À 
medido em sentido anti-horário a partir do eixo x positivo até a reta 
tangente. Em coordenadas polares, é mais conveniente calcular o ân- 
gulo y a partir do raio vetor até a reta tangente (veja a figura a seguir). 
O ângulo & pode então ser calculado a partir da relação: 


b=0+1h, (1) 


que vem da aplicação do teorema de ângulo externo ao triângulo na 
figura a seguir. 


Suponha que a equação da curva seja dada na forma r = f(0), em 
que f(0) é uma função derivável de 6. Então: 


x=rcos0 e y=rsenô (2) 
são funções deriváveis de 0 com 
x = —rseng +4 cosa, 
dy _ dr 
do = "OSO + SENO y, (3) 
Uma vez que y = & — 0, da Equação 1, 
_ _ yt 
Uv=06-0) = mom” 
Além disso, 
Yo 
= aa 
porque tg q é o coeficiente angular da curva em P. Ainda: 
y 
tgo m Xx: 
Consequentemente 
YB Yy dy x 
tgy = BE como (4) 
do i 
ie Y A y 


X dx/d0 do do 


O numerador na última expressão na Equação 4 é encontrado a par- 
tir das Equações 2 e 3 como sendo: 
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De maneira semelhante, o denominador é: 


ox. %Y dr 


da + Ya = 
xat Ya" 
Quando substituímos esses valores na Equação 4, obtemos: 
r 
tg) = 040. 
DU = qa (5) 


Essa é uma equação que utilizamos para determinar y como uma 
função de 0. 
25. Mostre, por referência a uma figura, que o ângulo 8 entre as 
tangentes a duas curvas em um ponto de intersecção pode ser 
encontrado a partir da fórmula: 


26. 
27. 


hs. 


29. 


30. 


Quando ocorrerá a intersecção das duas curvas em ángulos retos? 
Encontre o valor de tg ys para a curva r = sen? (0/4). 


Encontre o ángulo entre o raio vetor da curva r = 2a sen 30 e 

sua tangente quando 0 = 7/6. 

a. Desenhe a espiral hiperbólica r0 = 1. O que parece acon- 
tecer a y conforme a espiral gira ao redor da origem? 

b. Confirme seu achado no item (a) analiticamente. 


Os círculos r = V30050 e r = sen 0 se intersectam no pon- 
to (V3/2, 7/3). Mostre que suas tangentes são perpendi- 
culares ali. 


Encontre o ângulo no qual a cardioide r = a(l — cos 0) cruza 
o raio 0 = 7/2. 


tgy2 — tgyı 
DÊ = T+ gta (6) 
Capítulo Projetos de aplicacáo de tecnologia 


Módulos Mathematica/Maple 


Rastreamento por radar de um objeto em movimento 


Parte I: converta coordenadas polares para coordenadas cartesianas. 


Equações paramétricas e polares de uma patinação artística 


Parte I: visualize posição, velocidade e aceleração para analisar o movimento definido por equações paramétricas. 
Parte II: determine e analise as equações de movimento para um patinador descrevendo uma trajetória polar. 
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VETORES E A GEOMETRIA 
DO ESPAÇO 


VISÃO GERAL Para aplicar o cálculo em muitas situações do mundo real e na 
matemática avançada, precisamos de uma descrição matemática de espaços tri- 
dimensionais. Neste capítulo, introduzimos os vetores e sistemas de coordenadas 
tridimensionais. Com base no que já sabemos sobre coordenadas no plano xy, es- 
tabelecemos as coordenadas no espaço adicionando um terceiro eixo que mede a 
distância acima e abaixo do plano xy. Os vetores são utilizados para estudar a geome- 
tria analítica do espaço, na qual eles fornecem formas simples de descrever retas, 
planos, superfícies e curvas no espaço. Utilizaremos essas ideias geométricas pos- 
teriormente no livro para estudar o movimento no espaço e o cálculo de funções de 
várias variáveis, com suas aplicações importantes na ciência, engenharia, economia 
e na matemática avançada. 


1 2 1 Sistema de coordenadas tridimensional 


I = constante 


(0, 0, 2) 


I 
I 
! (0, y, z) 


I 
(x, 0,2) + da 
P(x y, 2) 


B (0, E 0) 


>)» 
Pi 0, 0) 
= pa 


x pá = is (x, y, 0) 


FIGURA 12.1 O sistema de coordenadas 
cartesianas é positivo. 


Para localizar um ponto no espaço, utilizamos três eixos coordenados perpen- 
diculares entre si, organizados como na Figura 12.1. Os eixos exibidos na imagem 
formam um sistema de coordenadas positivo. Se vocé posicionar sua máo direita de for- 
ma que seus dedos se dobrem a partir do eixo positivo x em direção ao eixo positivo y, 
o seu polegar apontará na diregáo do eixo positivo z. Dessa maneira, quando, a partir 
da posição positiva do eixo z, você olha para baixo no plano xy, os ángulos positivos 
no plano sáo medidos em sentido anti-horário a partir do eixo x positivo e ao redor do 
eixo z. (Em um sistema de coordenadas negativo, o eixo z apontaria para baixo na Fi- 
gura 12.1 e os ángulos no plano seriam positivos quando medidos no sentido horário a 
partir do eixo x. Sistemas de coordenadas positivos e negativos náo sáo equivalentes.) 

As coordenadas cartesianas (x, y, z) de um ponto P no espaço são os valores 
nos quais os planos através de P perpendiculares aos eixos cortam os eixos. As 
coordenadas cartesianas também são denominadas coordenadas retangulares, uma 
vez que os eixos que as definem se encontram em ângulos retos. Os pontos no eixo x 
têm coordenadas y e z iguais a zero. Ou seja, eles possuem coordenadas no formato 
(x, 0, 0). De maneira semelhante, os pontos no eixo y possuem coordenadas no 
formato (0, y, 0) e os pontos no eixo z possuem coordenadas no formato (0, 0, z). 

Os planos determinados pelos eixos coordenados são o plano xy, cuja equação 
padrão é z = 0; o plano yz, cuja equação padrão é x = 0; e o plano xz, cuja equa- 
ção padrão é y = 0. Eles se encontram na origem (0, 0, 0) (Figura 12.2). A origem 
também é identificada simplesmente por O ou, algumas vezes, pela letra O. 

Os três planos coordenados x = 0, y = 0 e z = 0 dividem o espaço em oito 
células chamadas octantes. O octante no qual todos os pontos coordenados são 
positivos é denominado primeiro octante; não há convenção para numeração dos 
outros sete octantes. 

Os pontos em um plano perpendicular ao eixo x têm a mesma coordenada x, 
sendo este o valor no qual o plano corta o eixo x. As coordenadas y e z podem ser 
quaisquer números. De maneira semelhante, os pontos em um plano perpendicular 
ao eixo y possuem uma coordenada y comum, e os pontos em um plano perpendi- 
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plano xz: y = 0 


plano xy: z = 0 


Eq 


(0, 0,5) (2,3,5) 


Reta y =3,2=5 


ÉS Plano z = 
plano yz: x = O < 


Y Plano x = 2 


Retax=2,7=5 
Plano y = 3 
(0, 3, 0) 


E, 


(2, 0, 0) ~ 


Retax=2,y=3 


FIGURA 12.2 Os planos x = 0, y = 0 e z = 0 dividem o FIGURA 12.3 Os planosx=2,y=3ez=5 
espaço em oito octantes. 


FIGURA 12.4 Circulo x? + y? = 4 no 
plano z = 3 (Exemplo 2). 


determinam três retas através do ponto (2, 3, 5). 


cular ao eixo z possuem uma coordenada z comum. Para escrever equações para 
esses planos, nomeamos o valor comum das coordenadas. O plano x = 2 é o plano 
perpendicular ao eixo x em x = 2. O plano y = 3 é o plano perpendicular ao eixo y 
em y = 3. O plano z = 5 é o plano perpendicular ao eixo z em z = 5. A Figura 12.3 
mostra os planos x = 2, y = 3 e z = 5, com seu ponto de interseção (2, 3, 5). 

Os planos x = 2 e y = 3 na Figura 12.3 se encontram em uma reta paralela ao 
eixo z. Essa reta é descrita pelo par de equações x = 2 e y = 3. Um ponto (x, y, z) está 
na reta se, e somente se, x = 2 e y = 3. De maneira semelhante, a reta de interseção 
dos planos y = 3 e z = 5 é descrita pelo par de equações y = 3, z = 5. Essa reta corre 
paralela ao eixo x. A reta de interseção dos planos x = 2 e z = 5, paralela ao eixo y, 
é descrita pelo par de equações x = 2, z = 5. 

Nos exemplos a seguir, associamos equações coordenadas e desigualdades com 
os conjuntos de pontos que elas definem no espaço. 


EXEMPLO 1 Interpretamos essas equações e desigualdades geometricamente. 


(a) z =0 O semiespaço que consiste dos pontos sobre e acima do 
plano xy. 
(b) x=-3 O plano perpendicular ao eixo x em x = —3. Esse plano 


corre paralelo ao plano yz e está 3 unidades atrás dele. 
(0) z=0,x=0,y=0 O segundo quadrante do plano xy. 
(d) x=0,y=0,z=0 O primeiro octante. 
(e) -l=y=<1 A fatia entre os planos y =-—1 e y = 1 (planos incluídos). 


(É) y=2,2=2 A reta na qual os planos y = —2 ez = 2 se encontram. De 
maneira alternativa, a reta que passa pelo ponto (0, —2, 2) 
paralela ao eixo x. 


EXEMPLO 2 Quais pontos P(x, y, z) satisfazem a equação 
x? + y =4 e z=3? 
Solução Os pontos estão no plano horizontal z = 3 e, nesse plano, formam o círculo 


xX? +y? =4. Chamamos esse conjunto de pontos de “círculo x? +y? =4 no plano z= 3” 
ou, mais simplesmente, “círculo x + y? = 4, z = 3” (Figura 12.4). 


z 
A 


P(x ypz) Px Yo 22) 
7 
N 
B(x» Y» 21) 
A(X» Yp 21) y 


x 


FIGURA 12.5 Encontramos a distância 
entre P, e P, aplicando o teorema de 
Pitágoras aos triângulos retângulos P AB 
e PBP}. 


4 
A 


Polxo Yo» Zo) 


FIGURA 12.6 Esfera de raio a centrada 
no ponto (Xy, Yo» Zo)- 
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Distáncia e esferas no espaco 


A fórmula para a distáncia entre dois pontos no plano xy vale também para 
pontos no espago. 


A distância entre P, (x4, Y4; Z1) € P; (X3 Y 7127) É 


[P1P2| = Vœ — X)? + (y — yy? + (2 — 2)? 


Prova Construímos uma caixa retangular com faces paralelas aos planos coordena- 
dos e os pontos P} e P, nos cantos opostos da caixa (Figura 12.5). Se A(x,, y,» 7) € 
B(x,, y, |) são os vértices da caixa indicada na figura, então as três arestas da caixa 


PA, AB e BP, têm comprimentos: 
PAl=bo-x lMBl=l»,- yl, 


Uma vez que os triângulos P BP, e P AB são retângulos, duas aplicações do teore- 
ma de Pitágoras nos dão: 


|P P,P = |P BP 2 + |BP,}? e 


|[BP,|= |z, -zl 


IP BÊ = |P A + ABP 


(veja a Figura 12.5). 
Sendo assim, 


|P1P2|2 = |P1B]? + |BP2|2 
[P1A]? + |AB|? + |BP2|? 


Substituir 
|P1B|2 = |P1A/? + |AB|2. 


De — xl? + Ip — y? + [2 — 21? 


e — X)? + (Op — y)? + (2 — 21) 


Portanto, 


[PiP] = Vœ - X)? + (y2 = yY)? + (2 - 2)? 


EXEMPLO 3 A distância entre P (2, 1, 5) e P,(2, 3, 0) é 


IP1P2| = V(-2 - 2}? + (3 - 1} + (0- 5? 
= V16 + 4+ 25 
= V45 = 6,708. 


Podemos utilizar a fórmula da distância para escrever equações para esferas no 
espaço (Figura 12.6). Um ponto P(x, y, z) está sobre a esfera de raio a centrada em 
P (Xo Yo Zo) Precisamente quando |P,P| = a ou 


(x — xo + (y -= y)? +(z— Br =g 


Equação padrão para a esfera de raio a e centro (x,, Yo Zo) 


(x — xp)? T Y- y) + (2-2 =a 


EXEMPLO 4 Encontre o centro do raio da esfera 
xX +y+4243x-42+1=0. 


Solução Encontramos o centro e o raio de uma esfera da mesma maneira que encon- 
tramos o centro e o raio de um círculo: complete os quadrados nos termos x, y e z 


128 Cálculo 


Exercícios 12.1 


Interpretações geométricas de equações 


Nos Exercícios 1-16, forneça uma descrição geométrica do conjun- 
to de pontos do espaço cujas coordenadas satisfazem os pares de 


equações fornecidos. 


conforme necessário e escreva cada equação quadrática como uma expressão linear 
ao quadrado. Em seguida, a partir da equação na forma padrão, descubra o centro e 
o raio. Para a esfera, temos: 


xX+y+2+3x-42+1=0 
(X + 3X) + y? + (22- 4) = -1 


(pal ee DO 


2 
(x+ 3) + y? + (z 2)? = 9 21 


l+q+4=4. 


A partir dessa forma padrão, vemos que x} =-3/2, y, =0,z,=2ea= V21/2.0 
centro é (-3/2, 0, 2). O raio é V212. 


EXEMPLO 5 A seguir temos algumas interpretações geométricas de desigualda- 
des e equações envolvendo esferas. 


(a) 2+y+2<4 
(b) L +y +24 


O interior da esfera x? + y? + 2? = 4 


A bola sólida delimitada pela esfera x? + y? + 2? 
= 4, Alternativamente, a esfera x? + y? + z2? = 4 
com seu interior. 

(0) 2 +72 +27>4 

(d) 2 +y? +72=4,7=0 


O exterior da esfera x? + y? +22 = 4. 


O hemisfério inferior da esfera x? + y? + 2 = 4 
cortado pelo plano xy (o plano z = 0). 


Assim como as coordenadas polares nos oferecem outra forma de localizar 
pontos no plano xy (Seção 11.3), existem sistemas de coordenadas alternativos para 
o espaço tridimensional diferentes do sistema de coordenadas cartesianas que de- 
senvolvemos aqui. Examinamos dois desses sistemas na Seção 15.7. 


1. x=2, y=3 

2. x=-l, z=0 

3. y=0, z=0 

4. x=1, y=0 

9. x2+y+2=1, x=0 

10. 12+y+22=25, z= 
11. 2+y+(243)=25, z= 
12. 2+(y-1?+2=4, y=0 
13. 12+y=4, z=y 

14. 2+y+2=4, y=x 
15. y=x, z=0 

16. 2=y, x=1 


0 


S: 
6. 
Te 
8. 


18. a. 0=x=1 b.0=x=1, 0=y<1 
ec 0O=x=1, 0O=y=l, 0O=z=1 
19. a. 2 +y +272=<] b.2+y+2>1 
20. a. 2+y<1, z=0 b.x2+y=<1l, 2=3 
x +)72=4, 2=0 c. x2+y?=<1, nenhuma restrição para z 
2+ry=4d, 2=2 21. a ler +y+2=4 btp trsi, 2=0 
x +22=4, y=0 22. a x=y, z=0 b. x= y, nenhuma restrição para z 
y+z2=1, x=0 23. a. yzx, z=0 b.x=y 0=z=2 
24. a. z=1-p, nenhuma restrição para z 
b.z=y, x=2 


Interpretações geométricas de desigualdades e equações 


Nos Exercícios 17-24, descreva os conjuntos de pontos no espaço 
cujas coordenadas satisfazem as desigualdades ou combinações de 
equações e desigualdades fornecidas. 


17. a. x=0, 


y=0, 


z=0 b. x=0, 


y=0, 


z=0 


Nos Exercícios 25-34, descreva o conjunto fornecido com uma úni- 
ca equação ou com um par de equações. 


25. 


26. 


27. 


28. 


O plano perpendicular ao: 
a. eixo x em (3, 0, 0) b. eixo y em (0, —1, 0) 
c. eixo z em (0, 0, -2) 


O plano pelo ponto (3, —1, 2) perpendicular ao: 


a. eixo x b. eixo y c. eixo z 
O plano pelo ponto (3, —1, 1) paralelo ao: 
a. plano xy b. plano yz c. plano xz 


O círculo de raio 2 centrado em (0, 0, 0) e posicionado sobre o: 


a. plano xy b. plano yz c. plano xz 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


O círculo de raio 2 centrado em (0, 2, 0) e posicionado sobre o: 


a. plano xy b. plano yz c. plano y =2 
O círculo de raio 1 centrado em (-3, 4, 1) e posicionado sobre 


um plano paralelo ao: 


a. plano xy b. plano yz c. plano xz 
A reta pelo ponto (1, 3, —1) paralela ao: 
a. eixo x b. eixo y c. eixo z 


O conjunto de pontos no espaço equidistante da origem e do 
ponto (0, 2, 0). 

O círculo no qual o plano que passa pelo ponto (1, 1, 3) per- 
pendicular ao eixo z encontra a esfera de raio 5 centrada na 
origem. 


O conjunto de pontos no espaço que está a 2 unidades do ponto 
(0, 0, 1) e, ao mesmo tempo, a 2 unidades do ponto (0, 0, —1). 


Desigualdades para descrever conjuntos de pontos 


Escreva desigualdades que descrevam os conjuntos nos Exercícios 
35-40. 


35 
36 


37. 


38. 
39. 


40. 


. A fatia limitada pelos planos z = 0 e z = 1 (planos incluídos). 


. O cubo sólido no primeiro octante definido pelos planos coor- 
denados e pelos planosx=2,y=2ez=2. 


O semiespaço que consiste nos pontos sobre o plano xy e abai- 
xo dele. 


O hemisfério superior da esfera de raio 1 centrada na origem. 


(a) O interior e (b) o exterior da esfera de raio 1 centrada no 
ponto (1, 1, 1). 

A região fechada delimitada pelas esferas de raios 1 e 2 cen- 
tradas na origem. (Fechada significa que as esferas devem ser 
incluídas. Se quiséssemos deixá-las de fora, teríamos pedido 
a região aberta delimitada pelas esferas. Essa maneira é aná- 
loga à que usamos aberto e fechado para descrever intervalos: 
fechado significa extremidades incluídas, aberto significa ex- 
tremidades deixadas de fora. Os conjuntos fechados incluem 
fronteiras; os abertos as deixam de fora.) 


Distância 


Nos Exercícios 41-46, encontre a distância entre os pontos P, e P,. 


41. 
42. 
43. 
44. 
45. 
46. 


P(1,1,1), PA, 3,0) 

P(-1,1,5,  P,Q, 5, 0) 

P (1, 4, 5), Pa, —2, 7) 

P (3,4, 5), PQ, 3,4) 

P (0, 0, 0), PQ, —2,-2) 

P (5, 3, 2), Pio, 0,0) 
Vetores 


12.2 
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Esferas 
Encontre os centros e os raios das esferas nos Exercícios 47-50. 
47. (x+22+y+(2-22=8 
12 
48. (x— 1)? (y- 3) H (z+ 3) = 235 
49. (x- V2 + (y- V2} + (z+ V2/=2 


2 
50. x? + (y+3) 


1)? _ 16 
(z 3) 9 


Encontre as equações para as esferas cujos centros e raios são forne- 
cidos nos Exercícios 51-54. 


51 
52 


53. 


54 


Centro Raio 
. (12,3) V14 
. (0, —1, 5) 2 

1 2 4 

(= o) 9 

. (0, =7, 0) 7 


Encontre os centros e os raios das esferas nos Exercícios 55-58. 


55 
56 
57 
58 


. X +y +72 +4x-42=0 

. 2+y+2-6y+82=0 

. 2x2 +2y+22+x+y+2=9 
. +3 +3 42y-22=9 


Teoria e exemplos 


59 


60. 


61. 


66. 


. Encontre uma fórmula para a distância do ponto P(x, y, z) ao: 


a. eixo x b. eixo y c. eixo z 


Encontre uma fórmula para a distância do ponto P(x, y, z) ao: 
a. plano xy 


b. plano yz c. plano xz 


Encontre o perímetro do triángulo com vértices A(-1, 2, 1), 

B(1,-1,3)e C(3, 4, 5). 

. Mostre que o ponto P(3, 1, 2) é equidistante dos pontos 
A(2,-1,3) e B(4, 3, 1). 

. Encontre uma equação para o conjunto de todos os pontos 

equidistantes dos planos y = 3 e y =-1. 


. Encontre uma equação para o conjunto de todos os pontos 
equidistantes do ponto (0, 0, 2) e o plano xy. 


37 + (2 + 5) = 4 mais 


. Encontre o ponto na esfera x? + (y 
próximo do 
a. plano xy. b. ponto (0, 7, —5). 

Encontre o ponto equidistante dos pontos (0, 0, 0), (0, 4, 0), 

(3,0,0) e (2,2,-3). 


Alguns dos objetos que medimos são determinados simplesmente por sua mag- 
nitude. Para registrar a massa, o comprimento ou o tempo, por exemplo, precisamos 
apenas escrever um número e especificar uma unidade de medida apropriada. Pre- 
cisamos de mais informações para descrever uma força, um deslocamento ou uma 
velocidade. Para descrever uma força, precisamos registrar a direção e o sentido na 
qual ela atua, bem como seu tamanho. Para descrever o deslocamento de um corpo, 
temos que dizer em qual direção e sentido ele se moveu, assim como a distância per- 
corrida. Para descrever a velocidade de um corpo, temos que saber aonde o corpo 
está indo, bem como em qual rapidez. Nesta seção, mostraremos como representar 
objetos que têm tanto magnitude quanto direção e sentido no plano ou espaço. 
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Ponto 
final 
B 
Ponto AB 
inicial 
A 
FIGURA 12.7 O segmento de reta 


2 
orientado AB representa um vetor. 


a 
> X 


E 


FIGURA 12.9 As quatro setas no plano 
(segmentos de reta orientados) mostradas 
aqui possuem o mesmo comprimento 

e a mesma diregáo e sentido. Dessa 
forma, elas representam o mesmo vetor, e 
escrevemos AB = CD = OP = EF. 


>N 


Q2, Ya, Z2) 
. 


Hi e a, Vo, Y 
Posição do vetor Oi Va V3) 


FIGURA 12.10 Um vetor PQ em posição 
padrão tem seu ponto inicial na origem. 
Os segmentos de reta orientados PQ 

e v são paralelos e possuem o mesmo 
comprimento. 


Forma de componente 


Uma quantidade como a força, o deslocamento ou a velocidade é denominada 
um vetor e é representada por um segmento de reta orientado (Figura 12.7). A seta 
aponta na direção e no sentido da ação, e seu comprimento fornece a magnitude da 
ação em termos de uma unidade adequada escolhida. Por exemplo, um vetor força 
aponta na direção e no sentido em que a força atua, e seu comprimento é uma medida 
da sua intensidade; um vetor velocidade aponta na direção e sentido do movimento 
e seu comprimento é a rapidez do objeto que se move. A Figura 12.8 mostra o vetor 
velocidade v em determinada posição para uma partícula movendo-se por um percur- 
so no plano ou no espaço. (A aplicação desses vetores será estudada no Capítulo 13.) 


y z 


(b) três dimensões 


(a) duas dimensões 


FIGURA 12.8 O vetor velocidade de uma particula movendo-se por um 
percurso (a) no plano (b) no espaço. A ponta da seta no percurso indica o 
sentido do movimento da partícula. 


DEFINIÇÕES O vetor representado pelo segmento de reta orientado AB tem 


ponto inicial 4 e ponto final B, e seu comprimento é denotado por |AB). Dois 
vetores são iguais se têm o mesmo comprimento e a mesma direção e sentido. 


As setas que utilizamos quando desenhamos vetores são compreendidas como 
representando o mesmo vetor se têm o mesmo comprimento, são paralelas e apon- 
tam para o mesmo sentido (Figura 12.9), independentemente do ponto inicial. 

Nos livros, os vetores são geralmente escritos com letras minúsculas e em ne- 
grito, por exemplo, u, v e w. Algumas vezes utilizamos letras maiúsculas em negri- 
to, como F, para denotar o vetor força. Na forma manuscrita, é costume desenhar 
pequenas setas sobre as letras, por exemplo, v, v, We F. 

Precisamos de uma maneira para representar vetores algebricamente, para que 
possamos ser mais precisos com relação à sua direção e sentido. Seja v = PQ. Exis- 
te um segmento de reta orientado equivalente a PQ, cujo ponto inicial é a origem 
(Figura 12.10). Ele representa v na posição padrão e é o vetor que normalmente 
utilizamos para representar v. Podemos especificá-lo escrevendo as coordenadas 
de seu ponto final (v,, v,, v;) quando v está na posição padrão. Se v é um vetor no 
plano, seu ponto final (v,, v,) tem duas coordenadas. 


DEFINIÇÃO Se v é um vetor bidimensional no plano igual ao vetor com pon- 
to inicial na origem e ponto final (v,, v,), então a forma componente de v é: 


v= (Dj Vo) 


Se v é um vetor tridimensional igual ao vetor com ponto inicial na origem e 
ponto final (v,, v,, v3), então a forma componente de v é: 


v= (vi; Vo Va). 


Assim, um vetor bidimensional é um par ordenado v = (v,, v,) de números reais, e 
um vetor tridimensional é uma tripla ordenada v = (v,, v,, v3} de números reais. Os 
números v,, V, € v, são os componentes de v. 


FIGURA 12.11 A força que puxa o 
carrinho para a frente é representada pelo 
vetor F, cujo componente horizontal é a 
força efetiva (Exemplo 2). 


Capítulo 12 Vetores e a geometria do espaço 131 


Se v = (v,, V), V3) é representado pelo segmento de reta orientado PQ, em que o 
ponto inicial é P(x,, y,, z,) e o ponto final é O(x,, y,, 2,), então x, + v; =x, y, + V), =P, 
ez, +v, =z, (veja a Figura 12.10). Assim, v, =x, — X4, Vy =Y, — V] € V} =Z, — Z; são 


os componentes de PQ. 
Em resumo, dados os pontos P(x,, y,, z,) e O(x,, Yz Z,), O vetor de posição 
padrão v = (v,, v,, v3) igual a PQ é: 


Y = (x= Xp Y, =Yp 22-21) 


Se v é bidimensional com P(x,, yı) e O(x,, y,) como pontos no plano, então 
v = (xX, — Xy, Y, — y¡)- Não existe um terceiro componente para vetores planos. 
Com essa compreensáo, iremos desenvolver a álgebra de vetores tridimensionais e 
simplesmente excluir o terceiro componente quando o vetor for bidimensional (um 
vetor plano). 

Dois vetores são iguais se, e somente se, seus vetores de posição padrão forem 
idênticos. Assim sendo, (4,, u,, U3) € (vi, V», V3) São iguais se, e somente se, u; = v}, 
U, = V, € U = V3. = 

A magnitude ou comprimento do vetor PQ é o comprimento de qualquer 
uma das suas representações em segmentos de reta orientados equivalentes. Em 
particular, se v = (x, — x1, , — Y1» Z3 — Z4) é o vetor de posição padrão para PQ, entáo 
a fórmula da distáncia fornece a magnitude ou comprimento de v, denotada pelo 
símbolo |v| ou IJvl]. 


A magnitude ou comprimento do vetor v = PQ é o número não negativo 


Iv = Vw? + v + vé = Vo — xD)? + (y — yn? + (2 — 21)? 


(veja a Figura 12.10). 


O único vetor com comprimento 0 é o vetor nulo 0 = (0,0) ou 0 = (0, 0, 0). 
Esse vetor também é o único sem direção específica. 


EXEMPLO 1 Encontre (a) os componentes e (b) o comprimento do vetor com 
ponto inicial P(-3, 4, 1) e ponto final O(-5, 2, 2). 


Solução 


(a) O vetor de posição padrão v que representa PQ tem componentes: 


men St), v =y -y =2-4=-2 


A forma de componente de PÒ é: 
v= (-2,-2, 1). 
(b) O comprimento ou magnitude de v = PÒ é: 


vw] = V-22 + (2? + (12 = V9= 3. 


EXEMPLO 2 Um carrinho está sendo puxado ao longo de uma superfície hori- 
zontal lisa com uma força F de 20 Ib que forma um ângulo de 45º com a superfície 
(Figura 12.11). Qual é a força efetiva que move o carrinho para a frente? 


Solução A força efetiva é o componente horizontal de F = (a, b} fornecido por: 


v2 


a = |F| cos45° = (3) = 14,14 lb. 


Observe que F é um vetor bidimensional. 
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1,5u 
a PIS 


FIGURA 12.13 Múltiplos escalares de u. 


Operacóes algébricas com vetores 


Duas operações principais que envolvem vetores são a adição de vetores e a 
multiplicação por escalar. Um escalar é simplesmente um número real, e tem esse 
nome porque queremos chamar a atenção para suas diferenças em relação aos ve- 
tores. Os escalares podem ser positivos, negativos ou nulos e são utilizados para 
“escalar” um vetor por meio da multiplicação. 


DEFINIÇÕES Sejam u = (uj, U, uz) € V= (Vi, Va V5) Vetores com k um 
escalar. 


Adicáo: U+y= (4, +v U, tV, Uzt v3) 
Multiplicação por escalar: ku = (ku,, ku,, kuz) 


Somamos vetores por meio da adição dos seus componentes correspondentes. 
Multiplicamos um vetor por um escalar obtendo o produto de cada um de seus com- 
ponentes pelo escalar. As definições se aplicam a vetores planos, e a exceção surge 
quando há somente dois componentes, (u4, u,) e (v;, V2). 

A definição de adição de vetores é ilustrada geometricamente para vetores pla- 
nos na Figura 12.12a, em que o ponto inicial de um vetor é colocado no ponto final 
do outro. Outra interpretação é exibida na Figura 12.12b (chamada de lei do para- 
lelogramo da adição), em que a soma, denominada vetor resultante, é a diagonal 
do paralelogramo. Na fisica, as forças são somadas vetorialmente, assim como as 
velocidades, as acelerações etc. Portanto, a força que atua sobre uma partícula su- 
jeita a duas forças gravitacionais, por exemplo, é obtida por meio da soma dos dois 
vetores de força. 


y y 
A 


(uy + vi uz + vo) 


(a) (b) 


FIGURA 12.12 (a) Interpretação geométrica da soma de vetores. (b) Regra do 
paralelogramo de adição de vetores. 


A Figura 12.13 apresenta uma interpretação geométrica do produto ku do escalar k 
e do vetor u. Se k> 0, então ku tem o mesmo sentido de u; se k < 0, então o sentido 
de ku é oposto ao sentido de u. Comparando os comprimentos de u e ku, vemos que: 


[ku] = V(ku)? + (ku)? + (ku)? = Vku? + uz + uz) 
= Vkvu2+ u? + u? = |k Jul. 


O comprimento de ku é o valor absoluto do escalar k vezes o comprimento de u. O 
vetor (-1)u = —u possui o mesmo comprimento que u, mas aponta para o sentido 
oposto. 
A diferenca u — v de dois vetores é definida por: 
u—v=u+ (-v). 


Se u = (u,, Uz, uz) € V= (Vi, v,, V3), então: 


U—V= (uv U, — Vy, Us — Va) 


FIGURA 12.14 (a) O vetor u — v, quando 
somado a yv, forneceu. (b) u — v = u + (y). 


Z OP, = xi + y2j + zok 


= 


PaX2, 2) 22 


OP, = xi + y¡j+2¡k 


FIGURA 12.15 O vetor de P, a P, é P1P2= 
(e), =xi + 0) =y) + Z, -2 )k. 
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Observe que (u — v) + v = u, então a soma do vetor (u — v) e v dá u (Figura 
12.14a). A Figura 12.14b mostra a diferença u — v como a soma u + (—y). 


EXEMPLO 3 Sejam u = (-1, 3, 1) e v= (4, 7, 0). Encontre os componentes de: 


(a) 2u+3v  (bpu-v (0 


1 
zu 


Solução 
(a) 2u + 3v=2(-1, 3, 1) + 3(4, 7, 0) =(2, 6, 2) + (12, 21, 0) = (10, 27, 2) 
(b) u—v=(-—1, 3, 1) - (4,7, 0) =(-1-4,3-7, 1-0) =(-5, 4, 1) 


01 O) ¿va 


As operações com vetores têm muitas das propriedades da aritmética comum. 


(c) 


1 
zu 


Propriedades de operações com vetores 


Sejam u, v, w vetores e a e b escalares. 


1l. utv=v+u 6. lu=u 

2. (u+wy+w=u+(v+tw) 7. a(bu) = (abju 

3. u+0=u 8. a(u+v)=au+av 
4. u+(-u)=0 9. (a+ bju = au + bu 
5. 0u=0 


Essas propriedades podem ser prontamente verificadas utilizando as definições 
de adição de vetores e multiplicação por um escalar. Por exemplo, para estabelecer- 
mos a Propriedade 1, temos: 


u + V= (U, Up Us) + (Vi V2, V3) 
= (UY + Vp Up + Vo, Us + V3) 
= (Y + Uy, V2 + Up, V3 + Ws) 

(Vi, Vo, V3) + (Ur, Up, Us) 
=v+u 


Quando três ou mais vetores no espaço estão no mesmo plano, dizemos que se tra- 
ta de vetores coplanares. Por exemplo, os vetores u, v e u + v são sempre coplanares. 


Vetores unitários 


Um vetor v de comprimento 1 é chamado de um vetor unitário. Os vetores 
unitários padrão são: 


i=(1,0,0), j=(0, 1,0) e k=(0,0, 1). 


Qualquer vetor v = (v,, v,, v;) pode ser escrito como uma combinação linear dos 
vetores unitários padrão, conforme segue: 


V = (Vi Vz V3) = (V, 0,0) + (0, v2, 0) + (0, O, v) 
vi(1, 0, 0) + w(0, 1, 0) + v3(0, O, 1) 
= Mi + vj + vk. 


Chamamos o escalar (ou número) v, de componente i do vetor v; v, é o com- 
ponente j; e v, é o componente k. Na forma componente, o vetor P œ, Yp z,) a 


Px, Ya z,) é: 
PIP = œ — xi + (y — YDj + (2 — 2)k 


(Figura 12.15). 
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Sempre que v 0, seu comprimento |v| não é zero e: 


Daly 1 
|v] 


v | pv| = 1. 


Ou seja, v/|v| é um vetor unitário na direção de v, chamado de versor do vetor não 
nulo v. 


EXEMPLO 4 Encontre um vetor unitário u na direção de P (1,0, 1) a P,(3, 2, 0). 


= 


Solução Dividimos P;P> por seu comprimento: 


PiP2 = (3 — Di + (2 - Oj + (0- Ik= 2i + 2j — k 


Pei = VD F0 e VAE 


PP žä+23J-k 2. 2. q 
A 3 3 


O vetor unitário u é o versor de P1P». 


EXEMPLO 5 Sev=3i--4j é um vetor de velocidade, expresse v como um produto 
de sua rapidez vezes um vetor unitário no sentido do movimento. 


Solução A rapidez é a magnitude (comprimento) de v: 


Iv] = VB)? + (-42 = V9+ 16= 5. 


O vetor unitário v/|v| tem o mesmo sentido de v: 


v 3-4 3, 4, 
[vi 5 517 5) 


Portanto, 


A A 3. 4. 
v= 31 (21 83) 


dl 
Comprimento Sentido do 
(velocidade) movimento 


Em resumo, podemos expressar qualquer vetor v que náo seja nulo em termos de 


a A g v 
duas características importantes, comprimento e versor, escrevendo V = MIE 


Se v 0, então: 


vo, EA e m e 
1. TW é um vetor unitário na direção e sentido de v; 
> v A 
2. a equação V = |V| Wi expressa v como seu comprimento vezes seu versor. 


EXEMPLO 6 Uma força de 6 N é aplicada na direção do vetor v = 2i + 2j — k. 
Expresse a força F como um produto de sua magnitude e versor. 


A š V 
Solução O vetor de força possui magnitude 6 e versor Tv portanto: 


y A+AJ-k  _A+2-k 


=6 
M OVA Zs en 3 


F=6 


P (x, Yi z1) 


XxX tx Y +) 24) 
nf 3“ a 


Polxo, Ya, 22) 


O 


FIGURA 12.16 As coordenadas do ponto 
médio são as médias das coordenadas de 
Pie Py 


>Z 


NÃO APRESENTADO EM ESCALA 


FIGURA 12.17 Vetores que representam 
as velocidades do avião u e o vento de 
cauda v no Exemplo 8. 
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Ponto médio de um segmento de reta 


Os vetores são frequentemente úteis na geometria. Por exemplo, as coordena- 
das do ponto médio de um segmento de reta são encontradas tirando-se a média. 


O ponto médio M do segmento de reta que une os pontos P (x,, Yp zı) e 
Px, Y, 25) é O ponto: 


2. 2" 2 


ES X yty A+ 2) 


Para saber por quê, observe (Figura 12.16) que: 
OM = OP; + DPP) = OP; + 3(0P, — OP) 
= TOLA + P3) 


X +X. 


+ k. 


yty. A+ 
e 


EXEMPLO 7 O ponto médio do segmento que une P,(3, 2, 0) e P,(7, 4, 4) é: 


27 -2+4 0+4 


> 3 > )-612. 


Aplicações 


Uma aplicação de vetores importante ocorre na navegação. 


EXEMPLO 8 Um avião de passageiros, voando para leste a 500 mi/h sem vento, 
encontra um vento de popa de 70 mi/h atuando no sentido 60º norte de leste. O 
avião mantém-se seguindo rumo a leste, mas, por causa do vento, adquire uma rapi- 
dez em relação ao solo e uma direção novas. Quais são elas? 


Solução Se u= a velocidade do avião sozinho e v = a velocidade do vento de popa, 
então |u| = 500 e |v| = 70 (Figura 12.17). A velocidade do avião em relação ao solo 
é fornecida pela magnitude e pela direção e sentido do vetor resultante u + v. Se o 
eixo x positivo representar o leste e o eixo y positivo representar o norte, então os 
componentes de u e v serão: 


u= (500,0) e v= (70c0s60”, 70sen60*) = (35, 35V/3). 


Portanto, 
u + v = (535,35V3) = 535 + 35V3j 
|u + v| = V535 + (35V32 ~ 5384 
e 


1353 _ 


0 = tg Es É 6,5. Figura 12.17 


A nova rapidez do avião em relação ao solo é de aproximadamente 538,4 mi/h, e sua 
nova direção é 6,5? norte de leste. 


Outra aplicação importante ocorre na física e na engenharia, quando diversas 
forças estão atuando sobre um único objeto. 
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EXEMPLO 9 Um peso de 75 N é suspenso por dois fios, conforme demonstrado 
na Figura 12.18a. Encontre as forças F, e F, que agem em ambos os fios. 


Solução Os vetores de força F, e F, possuem magnitudes |F || e |F,| e componentes 
mensurados em newtons. A força resultante é a soma F, + F, e deve ser igual em 
magnitude e atuar no sentido oposto (ou para cima) ao vetor de peso w (veja a Figu- 


ra 12.18b). Segue, a partir da figura, que: 
F,=(+F | cos 55º, JF | sen 55º) e F, = (|F,| cos 40º, |F,] sen 40º). 


Uma vez que F, + F, = (0, 75), o vetor resultante nos leva ao sistema de equações: 


equação, temos: 


—| Fı| cos 55° + |F>|cos40º = O 
| F1|sen55° + |F2| sen 40° = 75. 


Resolvendo para |F,| a primeira equação e substituindo o resultado na segunda 


py !Falcos os" A 
w = (0, -75) Pal = cosa. € lF cogo en 40º = 75. 
S A 
o) egue que e 
Fj= 5 are ~ 57,67N 
FIGURA 12.18 Peso suspenso no | 1] sen55º + cos 55" tg 40 
Exemplo 9. 
e 
|F| = 75 cos 55° 
21 — sen55º cos 40° + cos 55° sen 40° 
DOS 
T sen(55º + 40°) "PON 


Os vetores de força são, então, F, = (-33,08; 47,24) e F, = (33,08; 27,76). 


Exercícios 12.2 


Vetores no plano 


Nos Exercícios 1-8, sejam u = (3, -2) e v = (2, 5). Encontre (a) 
a forma de componente e (b) a magnitude (comprimento) do vetor. 


1. 3u 5. 2u-3y 
2. —2v 6. —2u + 5v 
3 4 
3. u+v 7. gut 5V 
5 12 
4. u-v 8. -But 53” 


Nos Exercícios 9-16, encontre a forma componente do vetor. 
9. O vetor PQ, em que P = (1,3) e Q = (2, —1). 

10. O vetor OP, em que O é a origem e P é o ponto médio do seg- 
mento RS, com R = (2, -1) e S = (—4, 3). 

11. O vetor a partir do ponto A = (2, 3) até a origem. 

12. A soma de AB e CD, em que 4= (1, —1), B = (2, 0), C= (1, 3) 
e D=(-2, 2). 

13. O vetor unitário que forma um ángulo O = 27/3 com o eixo x 
positivo. 


14. O vetor unitário que forma um ângulo 0 = —377/4 com o eixo 
x positivo. 

15. O vetor unitário obtido com a rotação do vetor (0, 1) de 120º 
no sentido anti-horário em torno da origem. 


16. O vetor unitário obtido com a rotação do vetor (1, 0) de 135º 
no sentido anti-horário em torno da origem. 


Vetores no espaço 
Nos Exercícios 17-22, expresse cada vetor na forma v = v,i + v,j + v;k. 
17. PP, se P, for o ponto (5, 7, —1) e P, o ponto (2, 9, -2). 
18. P1P> se P, for o ponto (1, 2, 0) e P, o ponto (3, 0, 5). 
19. AB, se A for o ponto (-7,-8, 1) e B o ponto (10, 8, 1). 
20. AB, se A for o ponto (1, 0, 3) e Bo ponto (-1, 4,5). 
21. 5u-v,se u= (1, 1,—1) ev= (2, 0,3). 
22. -2u + 3v, se u = (-1, 0,2) e v= (1, 1, 1). 


Representações geométricas 


Nos Exercícios 23 e 24, concatene os vetores u, v e w conforme 
necessário para esboçar o vetor indicado. 


23. 


a. u+v Cc. 
b. u+v+w d. 


24. 
v 
u 
w 
a. Uu—v c. 2u-v 
b. u-v+w d. u+v+w 
Comprimento e versor 


Nos Exercicios 25-30, expresse cada vetor como um produto de seu 


comprimento e versor. 


25. 


26. 


27. 


31. 


32. 


33. 


34. 


e 3. 4 
2i+j-2k 28. 51 + sk 
l1. 1., 1 
9i- 2j + 6k 29. I J 
ve ve v6 
i j k 
5k 30. | | 
V3 v3 vV3 
Encontre os vetores cujos comprimentos e versores sáo forne- 


cidos. Tente fazer o cálculo sem escrever. 


Comprimento Versor 
a. 2 i 
b. V3 -k 
1 3s A 
C. 2 5) + 5k 
6, 2, 3 
d. 7 7! = 7) + Jk 


Encontre os vetores cujos comprimentos e versores são forne- 
cidos. Tente fazer o cálculo sem escrever. 


Comprimento Versor 
a. 7 -j 
3. 4 
b. V2 -5-5K 
13 3, 4, 12 
> Doop 
d a> 0 E EA. 


NE CNE a 


Encontre um vetor de magnitude 7 na direção e no sentido de 
v= 12i-S5k. 


Encontre um vetor de magnitude 3 no sentido oposto ao de v 
= (1/2) — (1/2)j — (1/2)k. 


Versor e pontos médios 


Nos Exercícios 35-38 encontre: 


35. 
36. 


a. o versor de PiP> e 

b. o ponto médio do segmento de reta P, P,. 
P 1,1,5) P,0,5,0) 

P, (1,4, 5) P, (4, 2, 7) 


37. 
38. 
39. 
40. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 
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P (3,4,5) P, (2,3,4) 

P (0,0,0) P, (2, -2,-2) 

Se AB =i + 4j — 2k e B é o ponto (5, 1, 3), encontre 4. 

Se AB=-7i+ 3j + 8k e A é o ponto (-2, —3, 6), encontre B. 


Teoria e aplicações 
41. 


Combinação linear Sejamu=2i+j,v=itjew=i-j. 
Encontre escalares a e b, tais que u = av + bw. 


Combinação linear Sejamu=i-2j,v=2i+3jew=i+j. 
Escreva u = u; + u,, em que u, é paralelo a v e u, é paralelo a w. 
(Veja o Exercício 41.) 


Velocidade Um avião está voando na direção 25° oeste de 
norte a 800 km/h. Encontre a forma componente da veloci- 
dade do avião, considerando que o eixo x positivo representa 
o sentido leste e o eixo y positivo representa o sentido norte. 


(Continuação do Exemplo 8.) Qual velocidade e direção o 
avião no Exemplo 8 deve ter para que o vetor resultante seja 
500 mi/h sentido leste? 


Considere um peso de 100 N suspenso por dois fios, conforme 


mostrado na figura a seguir. Encontre as magnitudes e compo- 
nentes dos vetores de força F, e F,. 


100 


Considere um peso de 50 N suspenso por dois fios, conforme 
mostra a figura a seguir. Se a magnitude do vetor F, é 35 N, 
encontre o ângulo a e a magnitude do vetor F,. 


50 


Considere um peso de w N suspenso por dois fios, conforme 
mostra a figura a seguir. Se a magnitude do vetor F, é 100 N, 
encontre o ángulo w e a magnitude do vetor F}. 


Considere um peso de 25 N suspenso por dois fios, conforme 
mostra a figura a seguir. Se as magnitudes dos vetores F} e F, 
são ambas 75 N, então os ángulos a e f são iguais. Encontre a. 
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49. 


50. 


51. 


Localização Um pássaro voa do seu ninho 5 km na direção 
60º norte de leste, e pousa em uma árvore para descansar. Em 
seguida, ele voa 10 km na direção sudeste e pousa em um pos- 
te telefônico. Estabeleça um sistema de coordenadas xy de tal 
maneira que a origem seja o ninho do pássaro, o eixo x aponte 
para o leste e o eixo y aponte para o norte. 

a. Em que ponto está localizada a árvore? 

b. Em que ponto está localizado o poste telefônico? 

Utilize triângulos semelhantes para encontrar as coordenadas do 
ponto Q que divide o segmento de P (x,, Yp Z1) a Py(x,, yo, 25) 
em dois comprimentos cuja razão seja p/q =r. 

Medianas de um triângulo Suponha que 4, Be C sejam os 
vértices da placa triangular fina de densidade constante mos- 
trada a seguir. 


a. Encontre o vetor de C ao ponto médio M do lado AB. 


b. Encontre o vetor de C ao ponto que está localizado a dois 
terços do caminho entre C e M na mediana CM. 

e. Encontre as coordenadas do ponto no qual as medianas do 
AABC se cruzam. De acordo com o Exercício 17, Seção 6.6, 
esse ponto é o centro de massa da placa. 


>N 


C(1, 1,3) 


FIGURA 12.19 A magnitude da força F na 
direção do vetor v é o comprimento |F| cos 0 
da projeção de F em v. 


FIGURA 12.20 Ângulo entre u e v. 


Comprimento = |F| cos 6 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


Encontre o vetor com ponto inicial na origem e ponto final na 
interseção das medianas do triângulo cujos vértices são: 


A(,-1,2), B(2,1,3) e CELLS): 

Seja ABCD um quadrilátero qualquer, não necessariamente pla- 
no, no espaço. Mostre que os dois segmentos que ligam os pon- 
tos médios dos lados opostos de ABCD se cortam ao meio. (Su- 
gestão: mostre que os segmentos têm o mesmo ponto médio.) 


Vetores são desenhados a partir do centro de um polígono re- 
gular de n lados no plano até os vértices do polígono. Mostre 
que a soma dos vetores é zero. (Sugestão: o que acontece com 
a soma se girarmos o polígono ao redor de seu centro?) 


Suponha que 4, B e C sejam os vértices de um triângulo e que 
a, b e c sejam, respectivamente, os pontos médios dos lados 


opostos. Mostre que Aa + Bb + Cc = 0. 


Vetores unitários no plano Mostre que um vetor unitário no 
plano pode ser representado por u = (cos 0)i + (sen 0)j, obtido 
com a rotação de i de um ángulo 0 no sentido anti-horário. 
Explique por que essa forma nos fornece todos os vetores uni- 
tários no plano. 


Se uma força F é aplicada a uma partícula que se move ao longo de uma tra- 
jetória, precisamos frequentemente conhecer a magnitude da força na direção do 
movimento. Se v é paralelo à reta tangente à trajetória no ponto em que F é aplica- 
da, então queremos a magnitude de F na direção de v. A Figura 12.19 mostra que a 
quantidade escalar que procuramos é o comprimento |F| cos 0, em que 6 é o ângulo 
entre os dois vetores F e v. 

Nesta seção, mostraremos como calcular de maneira fácil o ângulo entre dois ve- 
tores diretamente a partir de seus componentes. Uma parte importante do cálculo é a 


expressão chamada de produto escalar. Os produtos escalares também denominados 


produtos internos são assim chamados porque o produto resulta em um escalar, e não 
em um vetor. Depois de investigarmos o produto escalar, nós o aplicaremos para encon- 
trar a projeção de um vetor em outro (conforme exibido na Figura 12.19) e para desco- 


brir o trabalho realizado por uma força constante que atua durante um deslocamento. 


Ângulo entre vetores 


Quando dois vetores não nulos u e v são colocados de tal modo que seus pontos 


iniciais coincidam, eles formam um ángulo 6 de medida 0 = 6 = 7 (Figura 12.20). Se 

9 os vetores não estão ao longo da mesma reta, o ângulo O é medido no plano que contém 
u os dois. Se eles estiverem sobre a mesma reta, o ângulo entre eles é O no caso de ambos 
apontarem no mesmo sentido, e m se apontarem em sentidos opostos. O ângulo 0 é o 


ângulo entre u e v. O Teorema 1 fornece uma fórmula para determinar esse ángulo. 


FIGURA 12.21 Lei do paralelogramo de 
adição de vetores nos dá w = u — y. 
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TEOREMA 1 — Ângulo entre dois vetores O ángulo 8 entre dois vetores 
não nulos u = (u, u,, uz) € V= (v,, Va V3) é fornecido por: 


ERNE jam + WV + 24) 
jul [v] 


Antes de provar o Teorema 1, focalizamos nossa atenção na expressão uv, + 
u,v, + u,v, no cálculo de 0. Essa expressão é a soma dos produtos dos componentes 
correspondentes para os vetores u e v. 


DEFINIÇÃO O produto escalar u - v (“u escalar v”) dos vetores u = (Ud) 
e v= (v), Vo, Va) É: 


uvV=u,V, + UV, + UsV3 


EXEMPLO 1 


(a) (1, -2, -1) -(-6, 2, -3) = (1-6) + (-2(2) + (-1(—3) 
= -6-4+3= -7 


(23 +) 0142 = (Dig + ooa 


O produto escalar de um par de vetores bidimensionais é definido de maneira se- 
melhante: 


(Ui, o) AV] Vo) = UV] Uva. 


Veremos no restante do livro que o produto escalar é uma ferramenta-chave para 
muitos cálculos físicos e geométricos importantes no espaço (e no plano), e não 
somente para encontrar o ângulo entre dois vetores. 


Prova do Teorema 1 Aplicando a lei dos cossenos (Equação 8, Seção 1.3) ao triángulo 
da Figura 12.21, encontramos: 


|w? = jul? + |v|2 — 2] ul |v] cos 6 La dos cossenos 


= lu? + |v]? — |wj?. 


N 
£ 
< 
Q 
a 
D 
| 


Uma vez que w= u — y, a forma componente de w é (u, —v,, 4,—V,, 4¿— y). Portanto: 
2 

ju? = (Vu? + u? + us) = uf + ul + u? 
2 

|v]? = (vw? + vê + ví) = wm? + ve + ve 


wi? = (Wu — vi)? + (Up — vo)? + (us — va)?)” 
= (W — 1)? + (Up — va)? + (us — va)? 


UÊ — 2UM + VÊ + ue? — ZUM + V2 + ue — Zuavz + VÊ 


juj? + |v2 — [w]? = 2(u v; + u,v, + uzv). 
Então: 
2jul |v| coso = Jul? + |v|? — |w]? = Xuv + Wv + Usvs) 
|u| |v| cosó = UV + WV + UsV3 
UV + U2W2 + U3V3 
[ul |V] 


cosg = 


140 Cálculo 


> X 


FIGURA 12.22 Triângulo no Exemplo 3. 


Uma vez que 0 <0< 7, temos: 


peni (uu + Uva + em) 
[ul |v 


Na notação do produto escalar, o ángulo entre dois vetores u e v é: 


0 = cos? ( uv | 
[ul |v] 


EXEMPLO 2 Encontre o ángulo entre u =i -— 2j — 2k e v = 6i + 3j + 2k. 


Solução Utilizamos a fórmula acima: 


u: v= (D(6) + (23) + (22) =6- 6 —- 4 = —4 


jul = V12+(-22+(-22= V9=3 


Iv] = V(62 + (32 + (22 = V49 = 7 


0 = cos ( u-v ) = cos! (55) = 1,76 radiano. 


A fórmula do ángulo também se aplica a vetores bidimensionais. 


EXEMPLO 3 Encontre o ángulo 6 no triángulo ABC determinado pelos vértices 
A=(0, 0), B=(3, 5) e C= (5,2) (Figura 12.22). 


Solução O ângulo 6 é o ángulo entre os vetores CA e CB. As formas componentes 
desses dois vetores sáo: 
CA=(-5-2) e CB=(-23). 
Primeiro calculamos o produto escalar e as magnitudes desses dois vetores. 
CA-CB = (-5)1(-2) + (-2)(3) = 4 
[TA] = V(-52 + (22)? = V29 
[CB] = V(-22+ (32 = V13 


Então, aplicando a fórmula do ângulo, temos: 
= tos! (A aa 
[CA||CB| 


lava) 


78,1 ou 1,36 radiano. 


D 
| 


Q 


Vetores perpendiculares (ortogonais) 


Dois vetores náo nulos u e v sáo perpendiculares ou ortogonais se o ángulo 
entre eles é 77/2. Para tais vetores, temos u ° v = 0 porque cos (77/2) = 0. A recíproca 
também é verdadeira. Se u e v são vetores não nulos comu «v = |u] |v| cos 9 = 0, 
então cos = 0 e 0 = cos! 0 = 7/2. 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 


Carl Friedrich Gauss 


(1777-1855) 
0 
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l 
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FIGURA 12.23 Projeção ortogonal de 
u em v. 


FIGURA 12.24 Se puxarmos a caixa com 
força u, a força eficaz que move a caixa para 
a frente na direção v é a projeção de u em v. 
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DEFINIÇÃO Os vetores u e v são ortogonais (ou perpendiculares) se, e 
somente se, u ° v = 0. 


EXEMPLO 4 Para determinar se dois vetores são ortogonais, calcule seu produto 
escalar. 


(a) u=(3,-2) e v = (4, 6) são ortogonais porque u ° v = (3)(4) + (-2)(6) = 0. 
(b) u = 3i — 2j + k e v = 2j + 4k são ortogonais porque u - v = (3)(0) + (-2)(2) + 
(14) =0. 


(c) 0 é ortogonal para todo vetor u, uma vez que: 
O- u = (0, O, O) - (Ur, Up, U3) 


(0)(u1) + (0)(u2) + (0)(uz) 
O. 


Propriedades do produto escalar e projeções ortogonais 


O produto escalar obedece a muitas das leis que valem para os produtos co- 
muns de números reais (escalares). 


Propriedades do produto escalar 

Seu, v e w forem quaisquer vetores e c for um escalar, então: 
l. u:v=v:u 4. uu=l|u/ 

2. (cu): v=u:(cv)=c(u ev) 5. 0:u=0 

3. u(vtw=ucvktucw 


Provas das Propriedades 1e 3 As propriedades são facilmente provadas ao se utilizar 
a definição. Por exemplo, aqui estão as provas das Propriedades 1 e 3. 


L uv= UV + Uv + UV = YU + VU + YU = v-u 


3 u- (v+ W = (U, U2, UW): (Y + W, V2 + W, V3 + WB) 


u(vı + w) + UV + Wo) + Uva + w3) 
= UV + UW + UWV + UW + UBV + UzW3 


(UV + U2V2 + UzV3) + (UM + U2W2 + Uzws3) 


=uv+uw 


Agora retornaremos ao problema da projeção de um vetor em outro, proposto 
no início desta seção. A projeção ortogonal de u = PQ em um vetor não nulo v = PS 


(Figura 12.23) é o vetor PR, determinado ao se baixar uma perpendicular de Q até 
a reta PS. A notação para esse vetor é: 


projju (“a projeção ortogonal do vetor u em v”). 


Se u representa uma força, então proj, u representa a força eficaz na direção de v 
(Figura 12.24). 

Se o ângulo 0 entre u e v é agudo, proj, u tem comprimento |u| cos 0 e versor 
v/|v| (Figura 12.25). Se 0 é obtuso, cos 0 < 0 e proj, u tem comprimento -|u| cos 0 e 
versor —v/|v|. Em ambos os casos: 
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; vV 
projy u = (|u| cose) -77 
[vI 
o /uv\v |u| |v| cosð u-v 
= a PS [u| cos6 
[v] ) vi Ivi iv] 


(83 


proj, u 


Comprimento = |u| cos 6 Comprimento = -|u| cos O 


(a) (b) 


FIGURA 12.25 O comprimento de proj, u é (a) ju] cos O se cos 0 = 0 e (b) ul cos O 
se cos 0 < 0. 


O número |u| cos 0 é chamado de componente escalar de u na direção de v (ou de 
u em v). Em resumo: 


A projeção ortogonal de u em v é o vetor 


: uv 
projyu = (Ev (1) 
[VI 
O componente escalar de u na direção v é o escalar: 
jul cosg = YY = u Y. (2) 
[v] [v| 


Observe que tanto a projeção ortogonal de u em v quanto o componente escalar de u 
em v dependem somente do versor do vetor v, e não de seu comprimento (uma vez 
que multiplicamos escalarmente u com v/|v|, que é o versor de v). 


EXEMPLO 5 Encontre a projeção ortogonal deu = 6i + 3j + 2k em v=i-2j-2k 
e o componente escalar de u na direção de v. 


Solução Encontramos proj, u a partir da Equação 1: 


projyu = Voy Y 1+4+ gC 2j — 2k) 
Ma A _ 4, 8 8 
gl 2j — 2k) gi + gj + gK- 


Encontramos o componente escalar de u na direção de v a partir da Equação 2: 


-u V = (6i43ij (li 2;-2 
|u| cose = u [vi = (6i + 3 + 2k) El 3) 2k) 


=2-2-3 3 


As Equações 1 e 2 também se aplicam a vetores bidimensionais. Demonstraremos 
essa afirmação no próximo exemplo. 


FIGURA 12.26 Trabalho realizado 

por uma força constante F durante um 
deslocamento D é (|F| cos 0)|D|, que é o 
produto escalar F - D. 
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EXEMPLO 6 Encontre a projeção ortogonal de uma força F = 5i + 2j em v=i-3]j 
e o componente escalar de F na direção de v. 


Solução A projeção ortogonal é 


o 3)=-(i-3) 


| 
+ 


O componente escalar de F na direção de v é: 


IF| coso = EY - 36 - 


1 
Iv. v1+9 vão 
Um cálculo de rotina (veja o Exercício 29) verifica que o vetor u — proj, u é 
ortogonal à projeção proj, u (que possui a mesma direção de v). Portanto, a equação: 


u= projyu + (u — projyu) = (ex) (u = (ut) 


— ——— eee 
Paraldo av Ortogonal av 


expressa u como uma soma de vetores ortogonais. 


Trabalho 


No Capítulo 6, calculamos o trabalho realizado por uma força constante de 
magnitude F ao mover um objeto ao longo de uma distância d como W = Fd. Essa 
fórmula é verdadeira somente se a força for direcionada ao longo da reta de movi- 
mento. Se uma força F movendo um objeto ao longo de um deslocamento D = PQ 
tem alguma outra direção, o trabalho é realizado pelo componente de F na direção 
de D. Se 6 é o ângulo entre F e D (Figura 12.26), então: 


_ (componente escalar de F 
Trabalho = fe direcáo de D (comprimento de D) 


= (|F| cos6)|D| 
= F-D. 


DEFINIÇÃO O trabalho realizado por uma força constante F agindo através 
de um deslocamento D = PQ é: 


EXEMPLO 7  Se|F|=40N (newtons), |D|=3 m e 0 = 60º, o trabalho realizado por 
F atuando de P a O é: 


Trabalho = F: D Definição 
= |F||D| coso 
= (40)(3) cos 60º Valores fomecidos 


= (120)(1/2) = 60) (joules). 


Encontraremos problemas mais desafiadores sobre trabalho no Capítulo 16, 
quando aprenderemos a encontrar o trabalho realizado por uma força variável ao 
longo de uma trajetória no espaço. 
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Exercícios 12.3 


Produtos escalares e projeções ortogonais 


Nos Exercícios 1-8, encontre: 


O E o O E 


a. vu, |v], jul; 

b. o cosseno do ángulo entre v e u; 

e. o componente escalar de u na direção de v; 
d. o vetor proj, u 


v=2-4+V5k u=-2+4-V5Kk 
v=(3/5)i+ (4/5)k, u=5i+12j 
v=10i+11j-2k, u=3]+4k 
v=2i+10j-llk, u=2i+2j+k 


v=5j-3k, u=i+j+k 
v=-i+j, u= Vä + V3j + 2k 
v=5i+j, u= 2i+ V17 


aa a 


Ângulos entre vetores 


F Encontre os ángulos entre os vetores nos Exercícios 9-12 com pre- 
cisão de centésimo de radiano. 


9. 
10. 
11. 
12. 
13. 


14. 


15. 


u=2i+j, v=i+2j-k 
u=2i-2j+k, v=3i+4k 
u= V3- 7, v= Vi +j 2k 


u=i+ V2j- V2k v=-i+j+k 

Triângulo Encontre as medidas dos ângulos do triângulo 
cujos vértices são A = (—1, 0), B = (2, 1) e C=(1,-2). 
Retângulo Encontre as medidas dos ângulos entre as dia- 
gonais do retângulo cujos vértices são Æ = (1, 0), B = (0, 3), 
C=(3,4)e D=(4, 1). 

Ângulos diretores e cossenos diretores Os ângulos direto- 
res a, B e y de um vetor v = ai + bj + ck são definidos da 
seguinte forma: 

a é o ângulo entre v e o eixo x positivo (0 < œ = 7) 

PB é o ângulo entre v e o eixo y positivo (0 < B = 7). 

y é o ângulo entre v e o eixo z positivo (0 <= y = 7). 


Z 
A 


x 
a. Mostre que 


COS = mm 


e cos? æ + cos? B + cos? y = 1. Esses cossenos são chama- 
dos cossenos diretores de v. 


16. 


b. Os vetores unitários são construídos a partir de cosse- 
nos diretores Mostre que, se v = ai + bj + ck é um vetor 
unitário, então a, b e c são os cossenos diretores de v. 


Construção de tubulação de água Uma tubulação de água 
será construída com um desnível de 20% na direção norte e um 
desnível de 10% na direção leste. Determine o ângulo 0 neces- 
sário na tubulação de água para o cotovelo de norte para leste. 


Teoria e exemplos 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


Somas e diferenças Na figura a seguir parece que v, + v, e 
v, — V, são ortogonais. É mera coincidência ou existem cir- 
cunstâncias nas quais podemos esperar que a soma de dois ve- 
tores seja ortogonal à sua diferença? Justifique sua resposta. 


v +v 


Y) 


Vi— Va 


Ortogonalidade em um círculo Suponha que AB seja o diá- 
metro de um círculo com centro O e que € seja um 1 ponto sı sobre 
um dos dois arcos que unem 4 e B. Mostre que CÀ e CB são 
ortogonais. 


C 


Diagonais de um losango Mostre que as diagonais de um 
losango (paralelogramo com lados de comprimento igual) são 
perpendiculares. 


Diagonais perpendiculares Mostre que os quadrados são os 
únicos retângulos com diagonais perpendiculares. 


Quando paralelogramos são retângulos Prove que um para- 
lelogramo é um retângulo se, e somente se, suas diagonais são 
iguais em comprimento. (Esse fato é explorado com frequên- 
cia por carpinteiros.) 


22. Diagonal do paralelogramo Mostre que a diagonal indi- 
cada no paralelogramo determinado pelos vetores ue v é a 
bissetriz do ángulo entre u e v se |u|= |v]. 


23. Movimento de um projétil Uma arma com velocidade de 
saída de 1.200 pés/s é disparada a um ângulo de 8º acima 
da horizontal. Encontre os componentes horizontal e vertical da 
velocidade. 


24. Plano inclinado Suponha que uma caixa esteja sendo car- 
regada sobre um plano inclinado, conforme mostra a figura. 
Encontre a força w necessária para fazer que o componente da 
força paralela ao plano inclinado seja igual a 2,5 Ib. 


MÁ 


25. a. Desigualdade de Cauchy-Schwartz Uma vez que u - v = 
jul |v| cos 0, mostre que a desigualdade |u - v| = [ul |v| é 
verdadeira para quaisquer vetores u e v. 

b. Sob quais circunstâncias, se existirem, |u - v| é igual a ju] |v|? 
Justifique sua resposta. 
26. Copie os eixos e o vetor mostrados aqui. Em seguida, som- 
breie os pontos (x, y) para os quais (xi + yj) : v = 0. Justifique 
sua resposta. 


>x 


27. Vetores unitários ortogonais Seu, e u, são vetores unitários 
ortogonais e v = au, + bu,, encontre v ` u}. 


28. Cancelamento em produtos escalares Na multiplicação de 
números reais, se uv, = uv, e u # 0, podemos cancelar u e con- 
cluir que v, = v,. A mesma regra se aplica ao produto escalar? 
Isto é, se u : v} =u : v, e u # 0, podemos concluir que v, = v,? 
Justifique sua resposta. 

29. Utilizando a definigáo da projecáo ortogonal de u em v, mos- 
tre por meio de cálculo direto que (u — proj, u) - proj, u = 0. 

30. Uma força F = 2i + j — 3k é aplicada a uma espaçonave com 
vetor velocidade v = 3i — j. Expresse F como a soma de um vetor 
paralelo a v e um vetor ortogonal a v. 


Equações para retas no plano 


31. Reta perpendicular a um vetor Mostre que o vetor v = ai 
+ bj é perpendicular à reta ax + by = c, estabelecendo que o 
coeficiente angular do vetor v é o recíproco negativo do coefi- 
ciente angular da reta dada. 
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32. Reta paralela a um vetor Mostre que o vetor v = ai + bj 
é paralelo à reta bx — ay = c, estabelecendo que o coeficiente 
angular do segmento de reta representando v é o mesmo que o 
coeficiente angular da reta dada. 


Nos Exercícios 33-36, utilize o resultado do Exercício 31 para en- 
contrar uma equação para a reta que passa por P perpendicularmen- 
te a v. Em seguida, esboce a reta. Inclua v em seu esboço como um 
vetor iniciando na origem. 


33. P(2,1), v=i+2j 

34. P(-1,2), v=-2i-j 
35. P(2,-7), v=-2i+j 
36. P(11,10), v=2i-3j 


Nos Exercícios 37-40, utilize o resultado do Exercício 32 para en- 
contrar uma equação para a reta que passa por P paralelamente a v. 
Em seguida, esboce a reta. Inclua v em seu esboço como um vetor 
iniciando na origem. 


37. P(2,1), v=i-j 
38. P(0,-2), v=2i+3j 
39. P(1,2), v=-i-2j 
40. P(1,3), v=3i-2j 
Trabalho 


41. Trabalho ao longo de uma reta Encontre o trabalho realizado 
por uma força F = 5i (magnitude 5 N) ao mover um objeto ao longo 
da reta a partir da origem até o ponto (1, 1) (distância em metros). 


42. Locomotiva A locomotiva Big Boy da Union Pacific podia 
puxar trens de 6.000 toneladas com um esforço de tração de 
602.148 N (135.375 lb). Nesse nível de força, aproximadamente 
quanto trabalho a Big Boy realizou na jornada de 605 km (em 
linha reta) de São Francisco a Los Angeles? 


43. Plano inclinado Quanto trabalho é necessário para deslizar 
um engradado 20 m ao longo de um cais, puxando-o com uma 
força de 200 N em um ângulo de 30º a partir da horizontal? 


44. Barco a vela O vento passando sobre a vela de um barco 
exerce uma força F de magnitude de 1.000 lb, conforme mos- 
trado aqui. Quanto trabalho é realizado pelo vento para mover 
o barco para a frente 1 milha? Dê a resposta em pés-libras. 


Força de 
magnitude 
1.000 lb F 


Ángulos entre retas no plano 


O ángulo agudo entre retas que se intersectam e que náo cruzam 
em ángulos retos é o mesmo que o ángulo determinado por vetores 
normais às retas ou por vetores paralelos às retas. 


v2 


MI 
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Utilize esse fato e os resultados do Exercício 31 ou 32 para encon- 47. V3x y=-2, x V3y =P 


trar os ángulos agudos entre as retas nos Exercícios 45-50. 


45. 3x+y=5, 2x-y=4 
46. y= V3x- 1 y=-V23x+2 


48. x+ V3y=1, (1-V3x+(1+V3)y-8 
49. 3x-4y=3, x-y=7 
50. 12x+5y=1, 2x-2y=3 


12. 4 Produto vetorial 


FIGURA 12.27 Construção de u Xv. 


No estudo de retas no plano, quando precisávamos descrever como uma reta 
estava inclinada, utilizávamos as noções de coeficiente angular e ângulo de inclina- 
ção. No espaço, queremos uma maneira de descrever como um plano está inclinado. 
Conseguimos tal descrição por meio da multiplicação de dois vetores no plano para 
chegar a um terceiro vetor perpendicular ao plano. A direção desse terceiro vetor 
nos diz a “inclinação” do plano. O produto que utilizamos para multiplicar os veto- 
res é o produto vetorial ou cruzado, o segundo dos dois métodos de multiplicação 
de vetores. Estudaremos o produto vetorial nesta seção. 


Produto vetorial de dois vetores no espaço 


Começamos com dois vetores não nulos u e v no espaço. Se u e v não são para- 
lelos, eles determinam um plano. Selecionamos um vetor unitário n perpendicular 
ao plano pela regra da mão direita. Isso significa que escolhemos n como sendo 
o vetor unitário (normal) que aponta no mesmo sentido que nosso polegar direito 
quando os dedos se fecham através do ângulo 6 de u a v (Figura 12.27). Então o 
produto vetorial u X v (“u vetorial v”) é o vetor definido a seguir. 


DEFINIÇÃO u X y = (Jul |v| sen 0) n 


Diferente do produto escalar, o produto vetorial é um vetor. Por esse motivo ele é cha- 
mado de produto vetorial de u e v e se aplica somente a vetores no espaço. O vetor 
u X v é ortogonal tanto a u quanto a v, porque é um múltiplo escalar de n. 

Existe uma forma direta de calcular o produto vetorial de dois vetores a partir 
de seus componentes. O método não exige que saibamos o ângulo entre eles (con- 
forme sugerido pela definição), mas adiamos esse cálculo momentaneamente, de 
forma que possamos nos focar primeiro nas propriedades do produto vetorial. 

Uma vez que os senos de 0 e 7 são ambos zero, faz sentido definir o produto 
vetorial de dois vetores paralelos não nulos como 0. Se u, v ou ambos forem zero, 
também definimos u X v como zero. Dessa maneira, o produto vetorial de dois vetores 
u e y será zero se, e somente se, u e v forem paralelos ou um deles ou ambos forem zero. 


Vetores paralelos 


Os vetores não nulos u e v são paralelos se, e somente se, u X v = 0. 


O produto vetorial obedece às regras a seguir. 


Propriedades do produto vetorial 


Se u, v e w forem quaisquer vetores e r e s forem escalares, então: 

1. (1u) X (sv) = (rs) (u X v) 4. (v+w)xu=vXu+wXu 

2. UX(V+w)=UuXxv+uxw 5. 0xu=0 

3. vxu=-(uX v) 6. UX(vVXw)= (u - w)v — (u: v)w 


Capítulo 12 Vetores e a geometria do espaço 147 


Para visualizarmos a Propriedade 3, por exemplo, notamos que, quando os de- 
dos da nossa mão direita se fecham através do ángulo 6 de v a u, nosso polegar 
aponta para o sentido oposto; o vetor unitário que escolhemos ao formar v Xu é o 
negativo daquele que escolhemos ao formar u X v (Figura 12.28). 

A Propriedade 1 pode ser verificada aplicando-se a definição de produto veto- 
rial a ambos os lados da equação e comparando-se os resultados. A Propriedade 2 é 
provada no Apêndice 8. A Propriedade 4 segue pela multiplicação de ambos os la- 
dos da equação na Propriedade 2 por —1 e inversão da ordem dos produtos, utilizan- 
do a Propriedade 3. A Propriedade 5 é uma definição. Como regra, a multiplicação 
do produto vetorial não é associativa, porque (u X v) X w geralmente não é igual a 
FIGURA 12.28 Construção de v X u. u X (v X w). (Veja o Exercício Adicional 17.) 

Quando aplicamos a definição para calcular os produtos vetoriais de i, j e k 
dois a dois, encontramos (Figura 12.29): 


A 


so” ixj= xD =k Es 
o jx k=-(kxj)=i (J 
j=kxi=-(ixk) kxi=-(ixk =j e 


desses produtos 


ixi=jxj=kxk=0 


i=jxk=-(kx j) ad 
i i | u Xv | éa área de um paralelogramo 


FIGURA 12.29 Produtos vetoriais de i, j e Como n é um vetor unitário, a magnitude de u X v é: 
k dois a dois. 
juxv|=|u||v||sen0||n|=|u||v| sen 6. 
Área = base - altura 
= lu| 8 mk À 
o nah | Essa é a área do paralelogramo determinado por u e v (Figura 12.30), sendo |u| a 
base do paralelogramo e |v] |sen 6] a altura. 


Fórmula do determinante para u Xv 


Nosso próximo objetivo é calcular u X v a partir dos componentes de u e v 
relativos ao sistema de coordenadas cartesianas. 
Suponha que: 


l 
l 
mE |v| |sen 0] 
l 


FIGURA 12.30 Paralelogramo u= u i+ u j+ u,k e v= i+ v j+ vk. 
determinado por u e v. EETU o f 
Então as leis distributivas e as regras para multiplicação de i, j e k nos dizem que: 
ux v= (ui + Wj + uk) x (vi + vj + vK) 
= uvi x i+ uvi xj + uvi x k 
+ Wu) xX i+ vj xj + uvjx k 
+ Usmk x i + usmk x j + usysk x k 
= (WV3 — Usvo)i — (Un V3 — UsVi)j + (Uv? — Up) 


Os termos componentes na última linha são difíceis de ser lembrados, mas eles 
são os mesmos que os termos na expansão do determinante simbólico: 


ij k 
UÙ UW Wj. 
VN VW NY 


Portanto, reescrevemos o cálculo nessa forma fácil de ser lembrada. 
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| Determinantes 
Os determinantes 2 X 2 e 3 X 3 são 


avaliados conforme segue: 


a b 
cd = ad — bc 
EXEMPLO 
21 
= 00 MES 
= 6+4= 10 
a dd a 
br ba bica? P 
G G 
q Q C 
car b|, ¿[br b 
G G G Q 
EXEMPLO 
=5 3 1 
2 T l -5| | 
-4 3 1 


2 À 2 1 
-o| al a 


= -XA1- 3) - X2 + 4) 
+ 1(6 + 4) 
= 10 - 18 + 10= 2 


(Para mais informações, consulte o endereço 
na web, em inglés: www.aw.com/thomas.) 


>N 


RGI, 1,2) 


x Q(2, 1, -1) 


FIGURA 12.31 O vetor PÒ x PR é 
perpendicular ao plano do triângulo POR 
(Exemplo 2). A área do triángulo POR é 
metade de |PQ X PR] (Exemplo 3). 


Cálculo do produto vetorial como um determinante 


Se u = ui + uj + uk e v = v;i + v j + v,k, então: 


i j k 
uxv=|y UÙ Wj. 
“Y Vv 


EXEMPLO 1 Encontre u X v e v X u se u = 2i + j + k e v=-4i+ 3j +k. 


Solução 


vx u= -(ux v) = 2i + 6 — 10k 


EXEMPLO 2 Encontre um vetor perpendicular ao plano de P(1, —1, 0), OQ, 1,—1) 
e R(-1, 1, 2) (Figura 12.31). 


Solução O vetor PQ X PR é perpendicular ao plano porque é perpendicular a ambos 
os vetores. Em termos de componentes: 


PÒ = (2- Di + (1 + Dj + (+1 — 0k = i + 2j — k 
PR = (-1- Di + (1 + Dj + (2 - Ok = -2i + 2j + 2k 


ij k 
A El 2 -1 I = 1 2 
x| a 2 E 
zo y 2 2 2 2 2 2 
= i + 6k. 


EXEMPLO 3 Encontre a área do triângulo com vértices P(1, —1, 0), OQ, 1, —1) e 
R(-1, 1, 2) (Figura 12.31). 


Solução A área do paralelogramo determinado por P O e R é: 
IPÒ x PR] = |6i + 6k] Valores do Exemplo 2 


= V(6? + (6? = V2-36 = 6V2. 


A área do triángulo é a metade desta, ou 3V2. 


EXEMPLO 4 Encontre um vetor unitário perpendicular ao plano de P(1, —1, 0), 
00, 1,-1)e REL, 1, 2). 


Solução Uma vez que PQ X PR é perpendicular ao plano, sua direção n é um vetor 
unitário perpendicular ao plano. Tomando os valores dos Exemplos 2 e 3, temos: 


POxPR q 
E O Dj 
IPÒ x PR)  6V2 V2 v2 
Para facilitar o cálculo do produto vetorial utilizando determinantes, normalmente 


escrevemos os vetores no formato v = v;i + v,j + v,k em vez de escrevé-los como 
triplas ordenadas v = (v,, V,, V3). 


Torque n 


Componente de F 


SA 
perpendicular a r. E 
Seu comprimento é 9 
[F| sen 0. > F 


FIGURA 12.32 O vetor torque descreve 
a tendência da força F para conduzir o 
parafuso para a frente. 


Barra de 3 pés 


P$ Q 
70° 
Força de 
magnitude p 
20 lb 


FIGURA 12.33 A magnitude do torque 
exercido por F em P é de cerca de 

56,4 pés-lb (Exemplo 5). A barra gira 
em sentido anti-horário ao redor de P. 
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Torque 


Quando giramos um parafuso aplicando uma força F a uma chave inglesa (Figu- 
ra 12,32), produzimos um torque que faz o parafuso girar. O vetor torque aponta na 
diregáo do eixo do parafuso, de acordo com a regra da máo direita (de forma que a 
rotação acontece em sentido anti-horário quando visualizada a partir da ponta do vetor). 
A magnitude do torque depende da distância na chave inglesa em que a força é aplicada 
e do quanto de força é perpendicular à chave no ponto de aplicação. O número que 
utilizamos para medir a magnitude do torque é o produto do comprimento do braco da 
alavanca r e do componente escalar F perpendicular a r. Na notação da Figura 12.32: 


Magnitude do vetor torque = |r| |F| sen 0, 


ou |r X F|. Se n é um vetor unitário ao longo do eixo do parafuso na direção do tor- 
que, então uma descrição completa do vetor torque é r X F, ou: 


Vetor torque = (|r| |F| sen 0) n. 


Lembre-se de que definimos u X v como 0 quando u e v são paralelos. Isso também 
é consistente com a interpretação do torque. Se a força F na Figura 12.32 é paralela 
à chave inglesa, o que significa que estamos tentando girar o parafuso empurrando 
ou puxando ao longo da reta do cabo da chave inglesa, o torque produzido é zero. 


EXEMPLO 5 A magnitude do torque gerado pela força F no ponto pivô P na Fi- 
gura 12.33 é: 


[PQ||F| sen70º 
(3)(20)(0,94) 
= 56,4 péslb. 


IPÒ x Fl 


R 


Nesse exemplo, o vetor torque está apontando para fora da página em sua direção. 


Produto escalar triplo ou produto misto 


O produto (u X v) - w é chamado de produto escalar triplo ou produto misto 
de u, v e w (nessa ordem). Como pode ser visto com a fórmula: 


|(u X y) - w| = |u X v| |w] [cos 0], 


o valor absoluto desse produto é o volume do paralelepípedo (caixa com lados em 
forma de paralelogramos) determinado por u, v e w (Figura 12.34). O número ju X v| 
é a área da base do paralelogramo. O número |w] |cos 6] é a altura do paralelepípedo. 


Altura = |w] cos 6| mi bise 


A u x v] 


Volume = área da base - altura 
= |u x v| |w] [cos 9] 
= |u x v):w] 


FIGURA 12.34 O número |(u X v) - w| é o volume de um paralelepípedo. 


Tratando os planos de v e w e de w e u como os planos da base do paralelepí- 
pedo determinado por u, v e w, vemos que: 


(u X y): w=(vXw) u=(wXu): v. 
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; Como o produto escalar é comutativo, também temos: 
O escalar e o vetorial podem ser trocados 


para um produto misto sem alterar seu 
valor. 


Xv): w=u- (vXxw). 


O produto misto pode ser calculado como um determinante: 


(Ux v)-w= | 


Us). u Us). u 

uW lj |W W% 1 UW k JW 
Y Mv Vi M3 Vu V2 

U Us U Us U W 
V M3 vu M3 vu v 
Uu UW W% 
Vi Yo V3|. 
WM Wo W 


Cálculo do produto misto como um determinante 


Uu UÙ W% 


(UX VW w= |V W y 


EXEMPLO 6 Encontre o volume da caixa (paralelepípedo) determinado por 


u=i+2j-k v=2i+3kew=7j-4k. 


Solução Utilizando a regra para o cálculo de determinantes, encontramos: 


1 2 -1 


(ux v- w= ļ|-2 0 3|= -23. 


0 7 -4 


O volume é |(u X y) : w| = 23 unidades cúbicas. 


Exercícios 12.4 


Cálculos de produto vetorial 


Nos Exercícios 1-8, encontre o comprimento e a direção (quando 
definida) de u X v e v X u. 


1. u=2i-2j-k, v=i-k 

2. u=2i+3j, v=-i+j 

3. u=2i-2j+4k, v=-i+j-2k 

4. u=i+j-k, v=0 

5. u=2i, v=-3j 

6. u=iXj, v=jXk 

7. u=-8i-2j-4k, v=2i+2j+k 

s. u=3i-hj+k v=i+j+2k 


Nos Exercícios 9-14, esboce os eixos das coordenadas e inclua os 
vetores u, v e u X y como vetores com início na origem. 


9 u=i v=j 12. u=2i-j, v=i+2j 
10. u=i-k, v=j 13. u=i+j, v=i-j 
11. u=i-k, v=j+k 14. u=j+2k, v=i 


Triángulos no espaco 


Nos Exercicios 15-18: 


15. 
16. 
17. 
18. 


a. Encontre a área do triángulo determinado pelos pontos P, 
QeR. 


b. Encontre um vetor unitário perpendicular ao plano POR. 
P(1,-1,2), 0(2,0,-1), R(0,2,1) 

P(1,1,1), 0(2,1,3), RG,-1,1) 

P(2,-2, 1), 00,-1,2, R(G3,-1,1) 

P(-2, 2,0), 0(0,1,-1), R(-1,2,-2) 


Produtos mistos 
Nos Exercícios 19-22, verifique que (u X y) :w=(vxw)-u= 
(w X u): v e encontre o volume do paralelepípedo (caixa) determi- 
nado por u, v e w. 


19. 
20. 
21. 
22. 


u v w 

2i 2j 2k 
i¡-j+k 21+j- 2k -=1+2-k 
2i +) 2i1-j+k i + 2k 


i+j-2k -i-k 2i + 4j — 2k 
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23 


24. 


. Vetores paralelos e perpendiculares Sejam u = 5i — j + k, 
v=j-— 5k, w=-15i+ 3j — 3k. Quais vetores, se é que existem, 
são (a) perpendiculares? (b) Paralelos? Justifique suas respostas. 


Vetores paralelos e perpendiculares Sejam u=i+2j-k, 
v=-i+ j+ k, w=i+ k, r=- (7/2)i- mj + (m/2)k. Quais ve- 
tores, se é que existem, são (a) perpendiculares? (b) Paralelos? 


Justifique suas respostas. 


Nos Exercicios 25 e 26, encontre a magnitude do torque exercido por 
F sobre o parafuso em P se |PQ] = 8 pol. e |F| = 30 libras. Resposta 


em 


25. 


27 


28. 


29. 


pés/libras. 
26. 
ESA 
_— A Q 
Q OVA Q 
Q P a 
29 
. Quais das igualdades a seguir são sempre verdadeiras, e quais 


nem sempre são verdadeiras? Justifique sua resposta. 

. |u| = Vu-u c. ux0=0xu=0 
u-u= ul d.uX(-u)=0 
uxXv=vXu 

ux(v+w=uXvtuxXw 

. (uxvy):v=0 

. (UX y): w=u-: (vXxw) 


700» 


Quais das igualdades a seguir sáo sempre verdadeiras? Quais 
nem sempre sáo verdadeiras? Justifique sua resposta. 


uv=v:u 
uxv=-—(vXu) 
«(u)xv=-(uXv) 


. (cu): v=u: (cv)=c(u : v) (qualquer número c) 


cre 


c(u X v) = (cu) X v = u X (cv) (qualquer número c) 

u: u= juf 

. (uxu):u=0 

. (UXv)-u=v:(uxv) 

Dados os vetores não nulos u, v e w, utilize as notações do 


produto escalar e do produto vetorial, conforme apropriado, 
para descrever o seguinte: 


=qmoe a 


a. A projeção ortogonal de u em v. 

b. Um vetor ortogonal a u e v. 

c. Um vetor ortogonal a u X v e w. 

d. O volume do paralelepípedo determinado por u, v e w. 


12.5 


Retas e planos no espaço 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 
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e. Um vetor ortogonal a u X v e u X w. 

f. Um vetor de comprimento |u| na direção de v. 

Compute (i X j) X j e iX (j X j). O que se pode concluir sobre 
a associatividade do produto vetorial? 


Sejam u, v e w vetores. Quais dos itens a seguir fazem sentido 
e quais não fazem? Justifique suas respostas. 

c. ux(vXw) 

d. u: (v: w) 


a. (uxXv):w 
b. uX (v: w) 
Produto vetorial de três vetores Mostre que, exceto em ca- 
sos degenerados, (u X v) X w está no plano de u e v, enquanto 


u X (v X w) está no plano de v e w. Quais são os casos dege- 
nerados? 


Cancelamento em produtos vetoriais SeuXv=uXwe 
u Æ 0, então v = w? Justifique sua resposta. 

Cancelamento duplo Seu#0euXv=uXweu:v=u:W, 
então v = w? Justifique sua resposta. 


Área de um paralelogramo 


Encontre a área dos paralelogramos cujos vértices são dados nos 
Exercícios 35-40. 


35. 
36. 
37. 
38. 
39. 
40. 


A(1,0), B(0,1), (1,0), D(0,-1) 

A(0,0) B(7,3), (9,8) D(2,5) 

A(-1,2), BQ,0) 7,1), D(4,3) 

A(-6,0), B(1,-4), €3,1), D(-4,5) 
4(0,0,0), B(3,2,4), C(5,1,4), D(2,-1,0) 
A(1,0,-1), B(1,7,2), C(Q,4,-1), D(0,3,2) 


Área de um triângulo 


Encontre a área dos triângulos cujos vértices são dados nos Exer- 
cícios 41-47. 


41. 
42. 
43. 
44. 
45. 
46. 
47. 
48. 


49. 


50. 


A4(0,0), B(22,3), 3,1) 

A(1,-1D), B(3,3, 2,1) 

A(-5,3), B(1,-2),  C(6,-2) 

A(—6, 0), B(10,-5), 2,4) 

A(1,0,0), B(0, 2,0),  C(0,0,-—1) 

A(0, 0,0), B(-1,1,-1), C(3, 0,3) 

A(1,-1,1), B(0,1,1) <(1,0,-1) 

Encontre o volume de um paralelepípedo se quatro dentre seus 


oito vértices são A(0, 0, 0), B(1, 2, 0), C(0, —3, 2) e D(3, 4, 5). 
Área do triángulo Encontre uma fórmula para a área do 
triángulo no plano xy com vértices em (0, 0), (a,, a,) e (b,, b,). 
Explique seu trabalho. 

Área do triângulo Encontre uma fórmula concisa para a área de 
um triângulo no plano xy com vértices (a,, a,), (b,, b,) e (c,, C,). 


Esta seção nos mostra como utilizar produtos escalares e vetoriais para escrever 
equações para retas, segmentos de reta e planos no espaço. Iremos utilizar essas 
representações ao longo de todo o restante do livro. 


Retas e segmentos de reta no espaço 


No plano, uma reta é determinada por um ponto e um número que fornece o 
coeficiente angular da reta. No espaço, uma reta é determinada por um ponto e um 
vetor que fornece a direção da reta. 
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FIGURA 12.35 Um ponto P está em L 
passando por P, paralelo a v se, e somente 
se, PoP é um múltiplo escalar de v. 


z 
Z 


by 


w 0,4) 
(4 — 
al t=0 


2h. 


y =2i + 4j — 2k x 


FIGURA 12.36 Pontos selecionados e 
valores de parâmetro na reta no Exemplo 1. 


As setas mostram a direção de t crescente. 


Suponha que L seja uma reta no espaço que passa por um ponto P (x, Yo» Z9) 
paralelo a um vetor v = v,i + v,j + v;k. Então L é o conjunto de todos os pontos 
P(x, y, z) para os quais PoP é paralelo a v (Figura 12.35). Sendo assim, PoP = tv para 
algum parámetro escalar t. O valor de £ depende da localização do ponto Pao longo da 
reta, e o domínio de t é (—oo, 00). A forma expandida da equação PoP = tv é: 


(x=xpYi+ (yo) + (z— z¿JK = (vi +v j + v,k), 
que pode ser reescrita como 
xi + yj + zk = xi + yoj + Zok + (v;i + v j + v,k). (1) 


Se r(f) é o vetor de posição de um ponto P(x, y, z) na reta e r) é o vetor posição 
do ponto P(X% Yo Zo), então a Equação 1 fornece a seguinte forma vetorial para a 
equação de uma reta no espaço. 


Equação vetorial para uma reta 

Uma equação vetorial para a reta L que passa por P,(x,, Yo Zo), paralela a v, é: 
r()= r, + £V, 00 < t<oo, (2) 

em que r é o vetor posição de um ponto P(x, y, z) sobre L e r} é o vetor posição 

de Pip Yo» Z0)- 


Ao igualarmos os componentes correspondentes dos dois lados da Equação 1, 
teremos três equações escalares que envolvem o parâmetro t: 


x= Xt tvi Y = Y T Ma, Z= Zg t tvz. 
Essas equações fornecem a parametrização padrão da reta para o intervalo de parâ- 
metro —co < £< 00. 


Equações paramétricas para uma reta 


A parametrização padrão da reta que passa por P(x,, Yo Zo)» paralela a 
v=vi+vj+vk, é: 


x=X, T WV Y= Fiv Z2=2 +1, =00<1t<oo (3) 


EXEMPLO 1 Encontre equações paramétricas para a reta que passa por (2, 0, 4), 
paralela a v = 2i + 4j — 2k (Figura 12.36). 


Solução Com P (Xo Yo Zo) igual a (-2, 0, 4) e v;i + v j + v,k igual a 2i + 4j — 2k, as 
Equações 3 tornam-se: 
x=-2+2t, y=4t, z=4-2t. 


EXEMPLO 2 Encontre equações paramétricas para a reta que passa por P(3, 2, —3) 

e 0(1,-1, 4). 

Solução O vetor: 

PQ=(1-(-3i+(-1-Dj+(4-(-Ik 

=4-3+ 7k 

é paralelo à reta, e as Equações 3 com (xp, Yo Z9) = (3, 2, -3) fornecem: 
x=3+4t,  y=2-% 2=-3+7t 

Poderíamos ter escolhido O(1, —1, —4) como o “ponto base” e escrito: 

x=1+4,  y=1-3%  2=4+7t 


Essas equações nos servem tão bem quanto a primeira; elas simplesmente nos posi- 
cionam em um ponto diferente da reta para determinado valor de t. 


Q0, -1,4) z 


e i 
t=0 


P(-3,2,-3) 


FIGURA 12.37 O Exemplo 3 deriva uma 
parametrização do segmento de reta PO. A 
seta mostra a direção de t crescente. 


Capítulo 12 Vetores e a geometria do espaço 153 


Note que as parametrizações não são únicas. Não somente o “ponto base” pode 
mudar, mas também o parámetro. As equações x=-3 + 4P, y= 2 -3P ez=3+7Ê 
também parametrizam a reta do Exemplo 2. 

Para parametrizar um segmento de reta que une dois pontos, primeiro parame- 
trizamos a reta que passa pelos pontos. Em seguida, encontramos valores de f para 
as extremidades e restringimos £ ao intervalo fechado limitado por esses valores. As 
equações da reta com essa restrição adicional parametrizam o segmento. 


EXEMPLO 3  Parametrize o segmento de reta que liga os pontos P(3, 2, 3) e 
O(1,-1, 4) (Figura 12.37). 


Solução Começamos com equações para a reta que passam por P e O, tomando-as, 
nesse caso, do Exemplo 2: 


x=-3+4t, y=2-3t, z=3+7t. 
Observamos que o ponto: 
(o, y, Z) = (3 + 4t, 2-3t, 3 +71) 


na reta passa por P(3, 2, -3)em t= 0 e Q(1, —1, 4) em t= 1. Adicionamos a restri- 
ção 0=t= 1 para parametrizar o segmento: 


x=-3 +41, y=2-3t, z=3+7t, 0=t=1. 


A forma vetorial (Equação 2) para uma reta no espaço é mais reveladora se pensar- 
mos em uma reta como a trajetória de uma partícula partindo da posição P (x, Yo» Zo) 
e movendo-se na direção e no sentido do vetor v. Reescrevendo a Equação 2, temos: 


r(t = r, + tv 


v 
= ro + tļ|v] TvI (4) 


Posição Tempo Rapidez Direção 

inicial 
Em outras palavras, a posição de uma partícula no instante f é sua posição inicial 
mais sua distância percorrida (rapidez X tempo) na direção v/|v| de seu movimento 
em linha reta. 


EXEMPLO 4 Um helicóptero voará diretamente de um heliponto na origem em 
direção ao ponto (1, 1, 1) a uma velocidade de 60 pés/segundo. Qual é a posição do 
helicóptero depois de 10 segundos”? 


Solução Colocamos a origem na posição inicial (heliponto) do helicóptero. Então, 
o vetor unitário: 
u= ¡+2 E 
V3 V3 V3 
fornece a direção de voo do helicóptero. A partir da Equação 4, a posição do heli- 
cóptero em qualquer instante t é: 


r(t) = ro + t(rapidez)u 


1. Ty 1 
= 0+ t(60 k 
ia (da dad 


= 20V3ti + j + K. 


k 


j+ 


Quando t = 10 segundos, 
r(10) = 200V3(i + j + K) 


= (2003 200V'3, 200V/3). 
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FIGURA 12.38 A distância entre S e a reta 
que passa por P paralela a vé |PS| sen 6, 
em que 6 é o ángulo entre PS e v. 


P(x, y, 2) 
e 


PyXo mio) — 


FIGURA 12.39 A equação geral para um 
plano no espaço é definida em termos de 
um vetor normal ao plano: um ponto P está 
no plano que passa por P, normal a n se, e 
somente se, n - PoP =0, 


Depois de 10 segundos de voo a partir da origem em direção a (1, 1, 1), o helicóp- 
tero está localizado no ponto (2003, 2003, 200 V/3) no espaço. Ele percorreu 
uma distância de (60 pés/segundo)(10 segundos) = 600 pés, que é o comprimento 
do vetor r(10). 


Distância entre um ponto e uma reta no espaço 


Para encontrar a distância entre um ponto S e uma reta que passa por um ponto 


P paralelo ao vetor v, encontramos o valor absoluto do componente escalar de PS 
na direção de um vetor normal à reta (Figura 12.38). Na notação da figura, o valor 


¡PS x v 


|v] 


Distância entre um ponto S e uma reta que passa por P paralela a v 


absoluto do componente escalar é |PS| sen 6, que é 


= ¡PS x v| 
[v] 


(5) 


EXEMPLO 5 Encontre a distância entre o ponto S(1, 1, 5) e a reta: 
L: x=1 +t, y=3-t, z=2f. 


Solução A partir das equações, vemos que L passa pelo ponto P(1, 3, 0), paralela a 
v=i-j+2k. Com: 


PS=(1- Di+(1-3)j+(5-0)k=-2j + 5k 


e 
i jk 
PSxw=|0 -2 5|=i+5j+ 2k, 
1 -1 2 


a Equação 5 fornece: 


PS x 
o W VIBRA VD vê 
[vi V1+1+4 vV6 


Equacáo para um plano no espaco 

Um plano no espaço é determinado conhecendo-se um ponto sobre o plano e 
sua “inclinação” ou orientação. Essa “inclinação” é definida especificando-se um 
vetor que seja perpendicular ou normal ao plano. 

Suponha que o plano M passe por meio de um ponto Py(x,, Yo» Zo) e seja nor- 
mal ao vetor não nulo n = 4i + Bj + Ck. Então M é o conjunto de todos os pontos 
P(x, y, z) para os quais PoP é ortogonal a n (Figura 12.39). Sendo assim, o produto 
escalar n - PoP = 0. Essa equação é equivalente a: 


(4i+ Bj + Ck): [Qe -xi + -yj + (6=2,)k] =0 
ou 


Ax -= x) + BO- yy) + C-z) =0. 


€ 
n xn 
1222 N 
E 


FIGURA 12.40 Como a linha de interseção 
de dois planos está relacionada aos vetores 
normais dos planos (Exemplo 8). 
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Equacáo para um plano 
O plano que passa por P¿(X¿> Yo» Z9), normal a n = 4i + Bj + Ck, tem: 
Equação vetorial: n: PoP =0 
Equação geral: A(x= Xx) + Bly — yo) + Cz- 27) = 0 
Equação geral simplificada: Ax + By + Cz = D, em que 

D = Ax + By + C% 


EXEMPLO 6 Encontre uma equação para o plano que passa por P¿(3, 0, 7) per- 
pendicular a n = 5i + 2j — k. 


Solução A equação geral é: 


Sc —(-3)+2(y- 0) +(Dz-ND=0. 


Simplificando, obtemos: 
x +15 +2Yy-z+7-=0 
X + 2y- z= -22. 


Observe no Exemplo 6 como os componentes de n = 5i + 2j — k tornaram-se 
os coeficientes de x, y e z na equação 5x + 2y — z = —22. O vetor n = Ai + Bj + Ck é 
normal ao plano Ax + By + Cz = D. 


EXEMPLO 7 Encontre uma equação para o plano que passa por A(0, 0, 1), B(2, 0, 0) 
e C(0, 3, 0). 


Solução Encontramos um vetor normal ao plano e o utilizamos com um dos pontos 
(não importa qual) para escrever uma equação para o plano. 
O produto vetorial: 


i j k 
AB x AC= |2 O -1| = 3 + 2j + 6k 
0:3 -1 


é normal ao plano. Substituímos os componentes desse vetor e as coordenadas de 
A(O, 0, 1) pela forma componente da equação para obter: 


xx- 0) + Xy- 0) +6z-1)-=0 
3x + 2y + 6-6. 


Retas de interseção 


Da mesma forma que retas são paralelas se, e somente se, tiverem a mesma di- 
reção, dois planos são paralelos se, e somente se, suas normais forem paralelas, ou 
n, = kn, para algum escalar k. Dois planos que não são paralelos se cruzam em uma reta. 


EXEMPLO 8 Encontre um vetor paralelo à reta de interseção dos planos 3x — 6y — 
22=15e2x+y-2z2=5. 


Solucáo A reta de intersegáo de dois planos é perpendicular aos vetores n, e n, nor- 
mais a ambos os planos (Figura 12.40) e, portanto, paralela an, X n,. Reciprocamente, 
n, X n, é um vetor paralelo à reta de interseção dos planos. Em nosso caso: 


i j k 
mxm=|3 -6 -2| = 14i + 2j + 15k. 
2 1 = 


Qualquer múltiplo escalar de n, X n, não nulo também servirá. 
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EXEMPLO 9 Encontre equações paramétricas para a reta na qual os planos 3x — 6y 
—22=15e2x+y-—2z=5 se cruzam. 


Solução Encontramos um vetor paralelo à reta e um ponto sobre a reta e utilizamos 
as Equações 3. 

O Exemplo 8 identifica v = 14i + 2j + 15k como um vetor paralelo à reta. Para 
encontrarmos um ponto sobre a reta, podemos tomar qualquer ponto comum aos 
dois planos. Substituindo z = 0 nas equações do plano e resolvendo-as simultanea- 
mente para x e y, identificamos um desses pontos como (3, —1, 0). A reta é: 


x=3+ 14t, y=1+2%, z=15t. 


A escolha de z = 0 é arbitrária e também poderíamos ter escolhido z = 1 0uz=-1. 
Poderíamos ainda ter deixado x = 0 e resolvido para y e z. As diferentes escolhas 
forneceriam simplesmente parametrizações diferentes da mesma reta. 


Algumas vezes desejamos saber onde uma reta e um plano se cruzam. Por exem- 
plo, se estamos observando uma placa plana e um segmento de reta que passa por ela, 
podemos nos interessar em saber qual parte do segmento de reta está escondida da 
nossa visão pela placa. Essa aplicação é usada em computação gráfica (Exercício 74). 


EXEMPLO 10 Encontre o ponto em que a reta 


_8 
AB 


cruza o plano 3x + 2y + 6z = 6. 


+ 2 y=-2 z=1+t 


Solucáo O ponto 


(B+2.-21++) 


encontra-se no plano caso suas coordenadas satisfaçam a equação do plano, ou seja, se: 


(3+2) +22 +01+0=6 
8+6-4t+6+6-=6 

g=-8 

isso 


O ponto de interseção é: 
2 
y Dlea = ($ = Doda 1) z (3 2 o). 


Distáncia entre um ponto e um plano 


Se P é um ponto no plano com normal n, entáo a distáncia entre qualquer ponto 


Seo plano é o comprimento da projeção ortogonal de PS em n. Ou seja, a distância 
de S até o plano é: 


g= pn (6) 


em que n = 4i + Bj + Ck é normal ao plano. 


EXEMPLO 11 Encontre a distância entre S(1, 1, 3) e o plano 3x + 2y + 6z= 6. 


Solucáo Encontramos um ponto P no plano e calculamos o comprimento da proje- 
ção ortogonal de PS no vetor n normal ao plano (Figura 12.41). Os coeficientes na 
equação 3x + 2y + 6z = 6 fornecem: 


n=3i+2j+6k. 


lo 


FIGURA 12.42 O ángulo entre dois 
planos é obtido a partir do ángulo entre 
suas normais. 
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n = 3i + 2j + 6k 
S(1, 1,3) 
3x+2y+672=6 (0,0, 1) 


y 


78 0,0) P(O, 3, 0) 


FIGURA 12.41 A distância entre S e o plano é o comprimento 


da projeção ortogonal de PSemn (Exemplo 11). 


Distância entre 
Seo plano 
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Os pontos no plano mais fáceis de ser localizados a partir de uma equação do 
plano são os interceptos. Se tomarmos P como o interceptor do eixo y (0, 3, 0), então: 


— 


PS= (1- Oi + (1-— 3) + (3 - Ok 
=i-— 2j + 3k, 
In] = VB? + (22 + (62 = V49 = 7. 


A distância entre S e o plano é: 


d= P. Comprimento de proj n PS 


had] +3 (i+ +54) 


3 4 18] 17 
“7 


Ângulos entre planos 


O ângulo entre dois planos que se cruzam é definido como o ângulo agudo 


entre seus vetores normais (Figura 12.42). 


EXEMPLO 12 Encontre o ángulo entre os planos 3x — 6p—-22=15e2x+y—22=5. 


Solução Os vetores 
n,=3i-6j -2k e n, =2i+j-2k 


sáo normais aos planos. O ángulo entre eles é: 


0 = cos! (e ) 


II 
Q 
z) 

Ap 
DS 
Bl 
> 


Q 


1,38 radiano. Cerca de 79 graus. 


158 Cálculo 


Exercícios 12.5 


Retas e segmentos de reta 


Encontre equações paramétricas para as retas nos Exercícios 1-12. 


1. A reta que passa pelo ponto P(3, —4, —1) paralela ao vetori+ j + k. 


2. A reta que passa por P(1,2, -1)e O(-1,0, 1). 

3. A reta que passa por P(-2, 0, 3) e O(3, 5, —2). 

4. A reta que passa por P(1, 2, 0) e Q(1, 1, —1). 

5. A reta que passa pela origem paralela ao vetor 2j + k. 

6. A reta que passa pelo ponto (3, —2, 1) paralela à reta x= 1 + 2%, 
y=2-t2=3t 

7. A reta que passa por (1, 1, 1) paralela ao eixo z. 

8. A reta que passa por (2, 4, 5) perpendicular ao plano 3x + 
Ty-5z=21. 

9. A reta que passa por (0, —7, 0) perpendicular ao plano x + 2y 
+22=13. 


10. A reta que passa por (2, 3, 0) perpendicular aos vetores u = i + 
2j + 3k e v=3i+4j+5k. 

11. O eixo x. 

12. O eixo z. 


Encontre parametrizações para os segmentos de reta que unem os 
pontos nos Exercícios 13-20. Desenhe eixos coordenados e esboce 
cada segmento, indicando a direção de t crescente para a sua para- 
metrização. 


13. (0,0,0), (1,1,3/2) 17. (0,1,1), ML 
14. (0, 0, 0), (1, 0, 0) 18. (0, 2, 0), (3, 0, 0) 
15. (1, 0, 0), (1, l, 0) 19. Q, 0, 2), (0, 2, 0) 
16. (1,1,0), (1,1,1) 20. (1,0,—1), (0,3,0) 
Planos 


Encontre equações para os planos nos Exercícios 21-26. 
21. O plano que passa por P (0, 2, —1) normal a n= 3i— 2j - k. 
22. O plano que passa por (1, —1, 3) paralelo ao plano 
Zety t=T. 


23. O plano que passa por (1, 1, —1), (2, 0, 2) e (0, 2, 1). 

24. O plano que passa por (2, 4, 5), (1, 5, 7) e El, 6, 8). 

25. O plano que passa por P‚(2, 4, 5) perpendicular à reta: 
x=5+t, y=1+3%, z=4t, 


26. O plano que passa por 4(1, —2, 1) perpendicular ao vetor da 
origem até 4. 


27. Encontre o ponto de interseção das retas x =2t+ 1, y =3t+ 2, 
z=4t+3 e x=s+2,y=2s+4,z=-4s-— 1 e, em seguida, 
defina o plano determinado por essas retas. 


28. Encontre o ponto de interseção das retas x = t, y = —t + 2, 
z=t+1lex=2s+2,y=s+3,z=5s+6 e, em seguida, defina 
o plano determinado por essas retas. 


Nos Exercícios 29 e 30, encontre o plano determinado pelas retas 
em intersegáo. 


29. Ll:x=-1+f£, y=2+t, z=1-t; —o<tft<oo 
L2:x=1-4s, y=1+2s, z=2-2s; -c0<s<oo 

30. Llix=t, y=3-3t, z=2-t; —o<t<oo 
L2:x=1+s, y=4+s, z=-1+s; -c0<s<oo 


31. Encontre um plano que passa por P¿(2, 1, —1) perpendicular 
à reta da interseção dos planos 2x + y -z = 3, x + 2y +z =2. 


32. Encontre um plano que passa pelos pontos P (1,2,3), P(3,2,1) 
e perpendicular ao plano 4x — y + 27 = 7. 


Distâncias 

Nos Exercícios 33-38, encontre a distância entre o ponto e a reta. 
33. (0,0,12); x=4t, y=-2t, z=2f 

34. (0,0,0); x=5+3t, y=5+4f, z=-3-5t 

35. (2,1,3); x=2+2t y=1+6t 2=3 

36. (2,1,-1); x=2t, y=1+2t z=2t 

37. (3,-1,4); x=4-t y=3+2 2=543% 

38. (-1,4,3); x=10+4f, y=-3, z=4t 


Nos Exercícios 39-44, encontre a distância entre o ponto e o plano. 
39. (2,3,4), x+2y+2z=13 
40. (0,0,0), 3x+2y+6z=6 
41. (0,1,1), 4y+3z=-12 
42. (2,2,3), 2x+y+2z=4 
43. (0,-1,0), 2x+y+22=4 
44. (1,0,-1), -4x+y+z=4 


45. Encontre a distância entre o plano x + 2y + 6z = 1 e o plano 
x+2y+ 62= 10. 


46. Encontre a distância entre aretax=2+1,y=1+1,z=-(1/2) 
— (1/2)t e o plano x + 2y + 6z = 10. 


Ângulos 
Encontre os ângulos entre os planos nos Exercícios 47 e 48. 
47. x+y=1, 2x+y-22=2 
48. 5x+y-z=10, x-2y+3z=-1 
Utilize uma calculadora para encontrar os ángulos agudos entre os 


planos nos Exercícios 49-52 com a precisão de centésimos de um 
radiano. 


49. 2x+2y+272=3, 2x-2y-z=5 
50. x+y+z=1, z=0 (plano xy) 
51. 2x+2y-2=3, x+2y+z=2 
52. 4y+32=-12, 3x+2y+62=6 


Intersecáo de retas e planos 


Nos Exercícios 53-56, encontre o ponto no qual a reta encontra o 
plano. 


53. x=1-t, y=3t, z=1l+t; 2x-y+3z=6 

54. x=2, y=3+2t, 2=2 2; 6x+3y-4z=-12 
55. x=1+2% y=1+5t, 2=3f x+y+z=2 

56. x=-1+3t, y=-2, z=5t; 2x-3z=7 


Encontre parametrizações para as retas nas quais os planos nos 
Exercícios 57-60 se cruzam. 


57. x+y+z=1l, x+y=2 

58. 3x-6y-22=3, 2x+y-2z=2 
59. x-2y+42=2, x+y-2z=5 
60. 5x-2y=11, 4y-5z=-17 


Dadas duas retas no espaço, ou elas são paralelas, ou se cruzam ou são 
reversas (imagine, por exemplo, a trajetória de voo de dois aviões no céu). 
Os Exercícios 61 e 62 fornecem três retas cada um. Em cada exercício, 
determine se as retas, tomadas duas a duas, são paralelas, se cruzam ou 
são reversas. No caso de se cruzarem, encontre o ponto de interseção. 


61. 


62. 


L1:x=3+2t, y=-1+4t, z=2-t; -c0<t<oo 
L2:x=1+4s, y=1+2s, z=-3 +48; -c0<s<oo 
L3:x=3+2r, y=2+r, z=-2+2r; -co<r<oo 
Ll:x=1+2ft y=-1-t, z=3t; —o<t<oo 
L2:x=2-s, y=3s, z=1+s; — o<s<oo 
L3:x=5+2r, y=1-r, 2z=8+3r; -co<r<oo 


Teoria e exemplos 


63. 


64. 


65. 


66. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


Utilize as Equações 3 para gerar uma parametrização da reta 
que passa por P(2, —4, 7) paralela a v, = 2i — j + 3k. Em se- 
guida, gere outra parametrização da reta utilizando o ponto 
P(-2,-2, 1) e o vetor v, = + + (1/2)j — (3/2)k. 

Utilize a forma componente para gerar uma equação para o pla- 
no que passa por P (4, 1, 5) normal a n, =i- 2; + k. Em segui- 
da, gere outra equação para o mesmo plano utilizando o ponto 


P,(3, —2, 0) e o vetor normal m = V2i + 2V2j - V2k. 


Ache os pontos nos quais a reta x= 1 + 2¢, y=- 1 — t, z = 3t en- 
contra os planos coordenados. Descreva o raciocinio para a sua 
resposta. 


Encontre equações para a reta no plano z = 3 que forma um ân- 
gulo de 7/6 rad com i e um ángulo de 77/3 rad com j. Descreva 
o raciocínio para a sua resposta. 


A reta x= 1 — 2t, y = 2 + 5t, z = —3t é paralela ao plano 2x + 
y—z= 8? Justifique sua resposta. 


Como se pode dizer que os dois planos 4x +B,y+Cz=D, e 
A,x + By + Cz = D, são paralelos? E perpendiculares? Justi- 
fique sua resposta. 


Encontre dois planos diferentes cuja interseção seja a reta 
x=1+ty=2-t,2z=3+ 2t. Escreva equações para cada plano 
na forma Ax + By + Cz=D. 
Encontre um plano que passa pela origem que seja perpen- 
dicular ao plano M: 2x + 3y + z = 12. Como você sabe que o 
plano é perpendicular a M? 


O gráfico de (x/a) + (y/b) + (z/c) = 1 é um plano para quais- 
quer números não nulos a, b e c. Quais planos têm uma equa- 
ção dessa forma? 


12.6 


72. 


73. 
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Suponha que L, e L, sejam retas não paralelas disjuntas (que 
não se cruzam). E possível para um vetor não nulo ser perpen- 
dicular tanto a L, quanto a L,? Justifique sua resposta. 


Perspectiva em computação gráfica Em computação 
gráfica e desenho em perspectiva, precisamos represen- 
tar objetos vistos pelo olho no espaço como imagens em 
um plano bidimensional. Suponha que o olho esteja em 
E(x, 0, 0), conforme mostrado aqui, e que desejamos re- 
presentar um ponto P(x, Yi z,) como um ponto no plano 
yz. Fazemos isso projetando P, no plano com um raio a 
partir de E. O ponto P, será representado como o ponto P(0, 
y, Z). O problema para nós, como designers gráficos, será 
encontrar y e z, dados E e P}. 


a Es 

a. Escreva uma equação vetorial entre EP e EP; que seja ver- 
dadeira. Utilize a equação para expressar y e z em termos 
de xy, Xis y, €Z}: 

b. Teste as fórmulas obtidas para y e z no item (a) investigan- 
do seu comportamento em x, = 0 e x, = x, e vendo o que 
acontece quando x, — oo. O que você encontra? 


z 


P(0, y, 2) 


Pi&i, Y» 21) 


> y 


74. Retas escondidas em computação gráfica Temos aqui ou- 


tro problema típico de computacáo gráfica. Seu olho está em 
(4, 0, 0). Vocé está olhando para uma placa triangular cujos 
vértices estão em (1, 0, 1), (1, 1, 0) e (-2, 2, 2). O segmento 
de reta de (1, 0, 0) até (0, 2, 2) passa pela placa. Que parte do 
segmento de reta está escondida da sua visáo, encoberta pela 
placa? (Este é um exercício para encontrar interseções de retas 
e planos.) 


Cilindros e superfícies quádricas 


Até agora, estudamos dois tipos especiais de superfícies: esferas e planos. Nes- 
ta seção, ampliaremos nossa lista para incluir uma variedade de cilindros e superfí- 
cies quádricas. Superfícies quádricas são definidas por equações de segundo grau 
em x, y e z. Esferas são superfícies quádricas, mas existem outras de igual interesse, 
que serão necessárias nos Capítulos 14-16. 


Cilindros 


O cilindro é uma superfície gerada por meio do movimento de uma linha reta 
ao longo de uma curva plana dada enquanto mantida paralela a uma reta fixada. A 
curva é denominada curva geradora para o cilindro (Figura 12.43). Em geometria 
sólida, em que cilindro significa cilindro circular, as curvas geradoras são círculos, 
mas agora permitiremos curvas geradoras de qualquer tipo. O cilindro do nosso 
primeiro exemplo é gerado por uma parábola. 


160 


Cálculo 


z Curva geradora 
(no plano yz) 


pela curva geradora 
paralelas ao eixo x 


FIGURA 12.43 Um cilindro e uma curva 
geradora. 


> 


A — Oo(Xo, E z) 


E T Polos x0, 0) 
y 
0 —A EM 
y 
s 


FIGURA 12.44 Todos os pontos 
do cilindro no Exemplo 1 possuem 
coordenadas da forma (x,, Xos z). 


Chamamos o conjunto de “cilindro y = x?”. 


Seção transversal elíptica 


EXEMPLO 1 Encontre uma equação para o cilindro formado pelas retas paralelas 
ao eixo z que passam pela parábola y = x°, z = 0 (Figura 12.44). 


Solução O ponto Py(x,, Xos 0) está localizado na parábola y = x? no plano xy. Então, 
para qualquer valor de z, o ponto Q(x} x, z) estará localizado no cilindro porque 
está sobre a reta x = xy, y =x,? que passa por P, paralela ao eixo z. Reciprocamente, 
qualquer ponto Q(x} Xp”, Z), cuja coordenada y é o quadrado de sua coordenada x, 
está localizado sobre o cilindro porque está sobre a reta x = xg, y = x? que passa por 
P, paralela ao eixo z (Figura 12.44). 

Independentemente do valor de z, portanto, os pontos sobre a superfície são 
aqueles cujas coordenadas satisfazem a equação y = x?. Isso faz de y = x? uma 


equação para o cilindro. Por esse motivo, chamamos o cilindro de “cilindro y = x?”. 


Conforme sugerido pelo Exemplo 1, qualquer curva f(x, y) = c no plano xy defi- 
ne um cilindro paralelo ao eixo z cuja equação também é f(x, y) = c. Por exemplo, a 
equação x? + y? = 1 define o cilindro circular formado pelas retas paralelas ao eixo z 
que passam pelo círculo x? + y? = 1 no plano xy. 

De maneira semelhante, qualquer curva g(x, z) = c no plano xz define um cilindro 
paralelo ao eixo y cuja equação espacial é também g(x, z) = c. Qualquer curva h(y, z) = c 
define um cilindro paralelo ao eixo x cuja equação espacial também é h(y, z) = c. Entre- 
tanto, o eixo de um cilindro não precisa ser paralelo a um eixo coordenado. 


Superfícies quádricas 
Superfície quádrica é o gráfico no espaço de uma equação de segundo grau 
em x, y e z. Focamos a equação especial: 
Ax? + By + C? + Dz =E, 


em que 4, B, C, D e E são constantes. As superfícies quádricas básicas são elipsoides, 
paraboloides, cones elípticos e hiperboloides. Esferas são casos especiais de elipsoi- 
des. Apresentamos alguns exemplos que ilustram como esboçar uma superfície quádri- 
ca e, em seguida, fornecemos uma tabela com os gráficos dos tipos básicos. 


EXEMPLO 2 O elipsoide 
2 2 2 
x y Z 
&+5+5=1 
a p œ 
(Figura 12.45) corta os eixos coordenados em (+ a, 0, 0), (0, + b, 0) e (0, 0, + c). Ele 
está dentro da caixa retangular definida pelas desigualdades |x| = a, |y| € b e |z| S c. 


no plano z = Zo A 


2 
E y 
A elipse = F 7 


no plano xy 


A elipse 


2 2 2 


Z 


RA 
Xx z 2 Td 
Erê 1 A elipse A 
q q no plano yz 
no plano xz 
FIGURA 12.45 O elipsoide 
2 
q o 
Re Be E 


no Exemplo 2 possui seções transversais elípticas em cada um dos três planos coordenados. 
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A superfície é simétrica em relação a cada um dos planos coordenados, porque cada 
variável na equação de definição está elevada ao quadrado. 

As curvas nas quais os três planos coordenados cortam a superfície são elipses. 
Por exemplo: 


2 
x y E 
S +5=1 quando z=0. 
A curva cortada da superfície pelo plano z = z,, lz,| < c, é a elipse: 
x? y? 
2 E q>1 
a(1 — (2/0) b1- (2/05) 
Se dois dos semieixos a, b e c são iguais, a superfície é um elipsoide de revo- 
lução. Se todos os três são iguais, a superfície é uma esfera. 


EXEMPLO 3 O paraboloide hiperbólico 


Z 
2 250 c>0 


possui simetria em relação aos planos x = 0 e y = 0 (Figura 12.46). As seções trans- 
versais nesses planos são: 


x=0 aparábolaz = Y (1) 


y = 0: aparábola z = ed (2) 


No plano x = 0, a parábola se abre para cima em relação à origem. A parábola no 
plano y = 0 se abre para baixo. 
Se cortarmos a superfície por um plano z = z) > 0, a seção transversal será uma 
hipérbole: 
x_2 
y e 
com seu eixo focal paralelo ao eixo y e seus vértices na parábola na Equagáo 1. Se z, é 
negativo, o eixo focal é paralelo ao eixo x e os vértices estão na parábola na Equação 2. 
Perto da origem, a superfície tem o formato de uma sela ou de uma passagem 
entre montanhas. Para uma pessoa que percorre a superfície no plano yz, a origem 
parece ser um mínimo. Para uma pessoa que percorre o plano xz, a origem parece 
ser um máximo. Tal ponto é chamado de ponto de sela de uma superfície. Falare- 
mos mais sobre os pontos de sela na Seção 14.7. 


A parábola z = £ y? no plano yz 
b? z 


y? 


y 
Parte da hipérbole = — E 


no plano z = c 


2 2 
Parte da hipérbole 5 = e =1 
a 


A parábola z = — Sr 


d no plano z = —c 


no plano xz 


FIGURA 12.46 Paraboloide hiperbólico (y?/b?) — (x?/a?) = z/c, c > 0. As seções transversais nos planos perpendiculares ao eixo z acima e 
abaixo do plano xy são hipérboles. As seções transversais nos planos perpendiculares aos outros eixos são parábolas. 
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A Tabela 12.1 exibe gráficos dos seis tipos básicos de superfícies quádricas. 
Cada superfície mostra sua simetria em relação ao eixo z, mas outros eixos coor- 
denados também podem servir (com alterações apropriadas conforme a equação). 


TABELA 12.1 Gráficos de superfícies quádricas 


Seção transversal 
elíptica no plano z 


= 4 2 2 


y 
N Elipse a + S=1 
as p 


no plano xy 


y z 
no plano yz 
no plano xz 


ELIPSOIDE 


e 


2 
a SEE 

= H Elipse 5 + 
Reta z = -+y a 


bo é no plano z = c 
no plano yz No \ 
a 


Pad 


b 
gLIPSË 


Reta z = Ex 
A 


AN 


no plano xz 


x 


ELSE 


CONE ELÍPTICO 


Hipérbole 
2 y 


27 po 


1 


c 


O), Vértice 
no plano yz 
y 
¿— (0, 0, —c) 
o \ Vértice 


ELIPSE 


> 
© 

De 
5 
5 
© 
= 
A 


É 


HIPÉRBO)/, 


HIPERBOLOIDE DE DUAS FOLHAS 


N 


Parábola z = 5 x 
a? 


no plano xz 


Parábola z =£ y 
2 


no plano yz 


PARABOLOIDE ELÍPTICO 


2 32 
Parte da hipérbole 5 —* = | no plano xz 
as gs 


OLÉ __ 
> 
eo) 
5 
Z 
a 
ol 
E 
alto 
Il 
a 


SEN ME Yo 
Elipse 5 + 5 
a b 


/ 


HIPÉRB 


no plano xy 


yb. 


2 

e y 
Parte da hipérbole — — = 
b c ELIPSE 


no plano yz 


HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA 
x? + y — zZ = 1 
z Pp 


Parábola z = Z y? no plano yz . 


< 
tol ta 


Parte da hipérbole ; = 
b 


no plano z = c 


y? 
2 =1 


Parte da hipérbole a — 
at bi 


no plano z = —c 


PARABOLOIDE HIPERBÓLICO 


x z 


pa e 


c>0 
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Exercícios 12.6 


Associando equações com superfícies k. lL. 


Nos Exercícios 1-12, associe a equação com a superficie que ela de- 
fine. Além disso, identifique cada superficie pelo tipo (paraboloide, 
elipsoide etc.) As superficies vão de a-l. 


1. x+y +42=10 7. 2 +22=8 F 


2. 2+4y-4x=4 8. 2+72-y= 
3. 9+2=16 9. x=2-y E PO 
4 y+2=x 10. 7=-42-y | 
5. x=p-2 1. 2+42=y 
6. x=y-2 12. 92 +4 +22=36 Desenhando 
a. f. Desenhe as superfícies nos Exercícios 13-44. 


CILINDROS 

13. 12+y=4 15. x? +47 =16 
14. z=y -1 16. 4x? +y? =36 
y ELIPSOIDES 
17. 92 +y +72=9 19. 4x2 + 9y? +42 =36 
18. 4x? +4y2+22=16 20. 9x? + 4y? +362 =36 
PARABOLOIDES E CONES 

21. z=x12+4y? 24. y=1-x2-2 


22: z=8-x -y 25. L+y =z 
23. x=4-4y-2 26. 4x? +92 = 9y? 
HIPERBOLOIDES 
i 27. 2 +y -2 = 29. 2 -x-y =1 
28. +z -x= 30. (7/4) - (2/4) -2 =1 


N 


FIGURAS VARIADAS 

33. z=1 +y -x 39. x2+272=] 

34. 477 +4y =z 40. 167 + 92 = 4x? 
35. y=- (x +2) 41. z=- (x +y?) 
36. 16x12+4y?=1 42. -xX -2= 

y 37. 2 +y -22=4 43. 4y? +22 -4x2 =4 
38. 2+2? =y 44. X+y =z 


y X 
PARABOLOIDES HIPERBÓLICOS 
a (A 
q 
x ' y P 


= 
y 
31. -xX =z 32. xX -y =z 
Ss y 


d. i. 
Teoria e exemplos 


45. a. Expresse a área 4 da seção transversal cortada a partir do 
elipsoide: 
2 2 
2 y Z 
+4 += 
x o 1 


pelo plano z = c como uma função de c. (A área de uma 

E j. elipse com semieixos a e b é tab.) 

b. Utilize cortes perpendiculares ao eixo z para encontrar o 
volume do elipsoide no item (a). 


N 


g 

h 

xX 
E! c. Encontre o volume do elipsoide 
Xx 


va 


y Sua fórmula dá o volume de uma esfera de raio a se a = b= c? 
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46. 


47. 


48. 


O barril mostrado aqui tem o formato de um elipsoide com 
partes iguais cortadas a partir das extremidades por planos per- 
pendiculares ao eixo z. As seções transversais perpendiculares 
ao eixo z são circulares. O barril tem 2h unidades de altura, o 
raio de sua seção média é R e os raios de suas extremidades são 
ambos r. Encontre uma fórmula para o volume do barril. Em 
seguida, verifique dois pontos. Primeiro, suponha que os lados 
do barril sejam endireitados para torná-lo um cilindro de raio 
R e altura 2h. Sua fórmula fornece o volume do cilindro? Em 
segundo lugar, suponha que r = 0 e A = R, de forma que o barril 
seja uma esfera. Sua fórmula fornece o volume da esfera? 


>N 


Mostre que o volume do segmento cortado do paraboloide 


IO 

2 b2 E 

pelo plano z = A é igual à metade da base do segmento multi- 

plicada por sua altura. 

a. Encontre o volume do sólido limitado pelo hiperboloide 
e y 2 


A =D 
a2 be 


e pelos planos z=0ez=h,h>0. 


b. Expresse a sua resposta no item (a) em termos de h e as 
áreas 4, e 4, das regiões cortadas pelo hiperboloide dos 
planosz=0ez=)h. 


c. Mostre que o volume no item (a) também é fornecido pela 
fórmula 


V = (Ao + Am + Ah), 


ol 


em que 4, é a área da região cortada pelo hiperboloide do 
plano z = h/2. 


Visualizando superfícies 


Represente graficamente as superfícies nos Exercícios 49-52 sobre 
os domínios indicados. Se puder, gire a superfície para obter dife- 
rentes posições de visualização. 


49. z==y, —2=x=2, 05=y=2 
50. z==1-y?, 2=x=2, 2=y=2 
51. z=2+yY J<x<3, 3=y=3 
52. z=x2+2y? sobre 

a 3<1<3, 3=ysS3 

b.-1=x=1, 2<y<3 

c 2=<x<2, 2=y=2 

d. 2=x=<2, -l=y<l 
USO DO COMPUTADOR 


Utilize um SAC para representar graficamente as superfícies nos 
Exercícios 53-58. Identifique o tipo de superfície quádrica a partir 
do seu gráfico. 


33, 


54. 


55. 


L yY z? y x? 

9 +36 1 25 56. g5 l7 gtz 
x zZ y? x? yY 2 
3 o Gf eg "mz 
5x? = 2—37? 58. y- V4- z =0 
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. Quando segmentos de reta orientados no plano representam o 


mesmo vetor? 


. Como os vetores são somados e subtraídos geometricamente? 


E algebricamente? 


. Como são encontradas a magnitude e o versor de um vetor? 
. Se um vetor é multiplicado por um escalar positivo, como o 


resultado estará relacionado ao vetor original? E se o escalar 
for zero? E negativo? 


. Defina o produto escalar de dois vetores. Quais leis algébricas 


são satisfeitas pelos produtos escalares? Dê exemplos. Quando 
o produto escalar de dois vetores é igual a 0? 

Qual interpretação geométrica o produto escalar possui? Dê 
exemplos. 


. O que é a projeção ortogonal de um vetor u em um vetor v? Dê 


exemplo de uma aplicação útil de projeção ortogonal. 


. Defina o produto vetorial (produto cruzado) de dois vetores. 


Quais leis algébricas são satisfeitas pelos produtos vetoriais 
e quais não são? Dê exemplos. Quando o produto vetorial de 
dois vetores é igual a zero? 


. Quais interpretações geométricas ou físicas têm os produtos 


vetoriais? Dê exemplos. 


10. 


11. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Questões para guiar sua revisão 


Qual é a fórmula do determinante para cálculo do produto ve- 
torial de dois vetores em relação ao sistema de coordenadas 
cartesianas i, j, k? Utilize-a em um exemplo. 


Como encontramos equações para retas, segmentos de reta e 
planos no espaço? Dê exemplos. Podemos representar uma 
reta no espaço por uma única equação? E um plano? 


. Como encontramos a distância entre um ponto e uma reta no 


espaço? E entre um ponto e um plano? Dê exemplos. 

O que são produtos mistos? Que significado eles têm? Como 
são avaliados? Dê um exemplo. 

Como encontramos equações para esferas no espaço? Dê 
exemplos. 

Como encontramos a interseção de duas retas no espaço? E de 
uma reta e um plano? E de dois planos? Dê exemplos. 

O que é um cilindro? Dê exemplos de equações que definem 
cilindros em coordenadas cartesianas. 

O que são superfícies quádricas? Dê exemplos de diferentes 
tipos de elipsoides, paraboloides, cones e hiperboloides (equa- 
ções e esboços). 
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Capítulo Exercícios práticos 


Cálculos vetoriais em duas dimensões 


Nos Exercícios 1-4, sejam u = (-3,4) e v = (2, 5). Encontre (a) a 
forma componente do vetor e (b) sua magnitude. 


1. 3u-4v 
2. u+v 
3. -2u 
4. Sv 
Nos Exercícios 5-8, encontre a forma componente do vetor. 


5. O vetor obtido por meio da rotação de (0, 1) por um ângulo 
de 27/3 radianos. 


6. O vetor unitário que forma um ángulo de 77/6 radianos com o 
eixo x positivo. 
7. O vetor com 2 unidades de comprimento na direção 4i — j. 


8. O vetor com 5 unidades de comprimento com sentido oposto 
ao do vetor (3/5)i + (4/5)j. 
Expresse os vetores nos Exercícios 9-12 em termos de seus compri- 
mentos e versores. 


9. V2 + Vaj 


11. O vetor velocidade de v = (2 sen i + (2 cos Aj, quando 
t=71/2. 

12. O vetor velocidade de v = (e! cos 1— æ sen Ài + (æ sen t+ æ cos Dj, 
quando f= ln 2. 


10. =j 


Cálculos vetoriais em trés dimensóes 
Expresse os vetores nos Exercícios 13 e 14 em termos de seus com- 
primentos e versores. 
13. 2i-3j+6k 14. i+2j-k 
15. Encontre um vetor com 2 unidades de comprimento na direção 
de v=4i— j+ 4k. 
16. Encontre um vetor com 5 unidades de comprimento no sentido 
oposto ao sentido de v = (3/5)i + (4/5)k. 


Nos Exercícios 17 e 18, encontre |v|, jul, v © u, u + v, vX u, u X v, 
|v X ul, o ângulo entre v e u, o componente escalar de u na direção 
de v e a projeção ortogonal de u sobre v. 


17. v=i+j 18. v=i+j+2k 
u=2i+j-2k u=i-k 

Nos Exercícios 19 e 20, encontre proj, u. 

19. v=2i+j-k 20. u=i-2j 
u=i+j-5k v=i+j+k 


Nos Exercícios 21 e 22, desenhe eixos coordenados e, em seguida, 
esboce u, v e u X v como vetores na origem. 


21. u=i, 
2. u=i-j, 


v=i+j 

v=i+j 

23. Se |v|=2, |w|=3 e o ângulo entre v e w é 7/3, encontre |v — 2w]. 

24. Para qual valor ou valores de a os vetores u = 2i + 4j — 5k e 
v=-4j — 8j + ak serão paralelos? 


Nos Exercícios 25 e 26, encontre (a) a área do paralelogramo deter- 
minado pelos vetores u e v e (b) o volume do paralelepípedo determi- 
nado pelos vetores u, v e w. 


25. u=i+j-k, 
26. u=i+j, v=j, w=i+j+k 


v=2i+j+k, w=-i-2j+3k 


Retas, planos e distáncias 


27. Suponha que n seja normal a um plano e y seja paralelo ao 
plano. Descreva como encontrar um vetor n que seja tanto per- 
pendicular a v quanto paralelo ao plano. 


28. Encontre um vetor no plano paralelo à reta ax + by = c. 


Nos Exercícios 29 e 30, encontre a distância entre o ponto e a reta. 
29. (2,2,0); 
30. (0, 4, 1); 


31. Parametrize a reta que passa pelo ponto (1, 2, 3) paralela ao 
vetor v = —3i + 7k. 


32. Parametrize o segmento de reta que liga os pontos P(1, 2, 0) 


e O(1,3,-1). 


x=-t, y=t, z=-1+1 
x=2+t, y=2+t, z=t 


Nos Exercícios 33 e 34, encontre a distância entre o ponto e o plano. 
33. (6,0,-6), x-y=4 
34. (3,0,10), 2x+3y+z=2 
35. Encontre uma equação para o plano que passa pelo ponto 
(3, 2, 1) normal ao vetor n= 2i + j + k. 
36. Encontre uma equação para o plano que passa pelo ponto 
(1, 6, 0) perpendicular à reta x=-1 +1, y=6-2f,z=3f, 


Nos Exercícios 37 e 38, encontre uma equação para o plano que 
passa pelos pontos P, Q e R. 


37. P(1,-1,2), 00,1,3), REl,2,-1) 
38. Pq, 0, 0), Q0, l, 0), R(0, 0, 1) 


39. Encontre os pontos nos quais a reta x 
encontra os três planos coordenados. 


1+2%,)y l-12z=3t 


40. Encontre o ponto no qual a reta que passa pela origem perpendi- 
cular ao plano 2x — y — z = 4 encontra o plano 3x — 5y + 22 = 6. 


41. Encontre o ángulo agudo entre os planos x = 7 ex + y + 
V2=-3. 
42. Encontre o ángulo agudo entre os planosx+y=1ley+z=1. 


43. Encontre equações paramétricas para a reta na qual há interse- 
ção dos planos x+2y+z=1lex-y+2z=-8. 


44. Mostre que a reta na qual os planos 
x+2y-22=5 e 5x-2y-z=0 
se cruzam é paralela à reta 


x=3 +21, 


y=3t, z=1+4t 


45. Osplanos3x+6z2=1e2x+2y-z=3 se cruzam em uma reta. 
a. Mostre que os planos são ortogonais. 
b. Encontre equações para a reta de interseção. 

46. Encontre uma equação para o plano que passa pelo ponto 
(1, 2, 3) paralelaau=2i+3j+kev=i-j+2k. 


47. Existe alguma relação especial entre v = 2i — 4j + k e o plano 
2x + y = 5? Justifique sua resposta. 


48. A equação n - PoP = ( representa o plano que passa por P, nor- 
mal a n. Qual conjunto a desigualdade n - PoP > 0 representa? 


49. Encontre a distância entre o ponto P(1, 4, 0) e o plano que 
passa por A(0, 0, 0), B(2, 0, —1) e C(2, —1, 0). 
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50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


Encontre a distáncia entre o ponto (2, 2, 3) e o plano 2x + 3y 
+5z=0. 

Encontre um vetor paralelo ao plano 2x — y —z=4 e ortogonal 
ai+j+k. 

Encontre um vetor unitário ortogonal a A no plano de Be C se 
A=2i-¡+k,B=i+2j+keC=i+j-2k. 

Encontre um vetor de magnitude 2 paralelo à reta de interse- 
ção dos planos x+2y+z-1=0ex-y+2z2+7=0. 
Encontre o ponto no qual a reta que passa pela origem per- 
pendicular ao plano 2x — y — z = 4 encontra o plano 3x — 5y + 
22=6. 

Encontre o ponto no qual a reta que passa por P(3, 2, 1) nor- 
mal ao plano 2x — y + 2z = —2 encontra o plano. 


Que ángulo a reta de interseção dos planos 2x + y -z=0 e 
x+y+2z=0 forma com o eixo x positivo? 


A reta 


L: x=3+2t, y=2t, z=t 


cruza o plano x + 3y — z = —4 em um ponto P. Encontre as 
coordenadas de P e as equações para a reta no plano que passa 
por P perpendicular a £. 


Mostre que, para todo número real k, o plano 


1)=0 


x—-2y+2+3+kQx-y-z 4 


contém a reta de intersegáo dos planos 


x-2p+z+3=0 e 2x-y-z+1=0. 


Encontre uma equação para o plano que passa por 4(2, 0, 
3) e B(1, 2, 1), que é paralelo à reta que passa pelos pontos 
C(2, -13/5, 26/5) e D(16/5, -13/5, 0). 

Aretax=1+2f, y =-2 + 3t, z =-—St está relacionada de algu- 
ma forma ao plano —4x — 6y + 10z= 99 Justifique sua resposta. 


Quais das opções a seguir são equações para o plano que passa 
pelos pontos P(1, 1,—1), QG, 0,2) e R(-2, 1, 0)? 

a. (2i-3j+3Kk) (Œ&+2Di+@-Dj+zk)=0 

b. x=3-t, y=-llt, z=2-3f 

e (1+2)+11(y-1)=3z 

d. (2i-3j+3k)x (++ 2)i+ (p- 1) +zk)=0 

e. Qi-j+3k)x(3i+k)- (Œ&+2i+0-1)j+zk)=0 

O paralelogramo mostrado a seguir tem vértices em 4(2, —1, 4), 
B(1,0,-1), C(1, 2, 3) e D. Encontre: 


63. 


64. 


>N 


A(2,-1,4) 


C(1, 2, 3) 


. as coordenadas de D; 
. O cosseno do ângulo interno de B; 


. a projeção ortogonal de BA em BC; 


a 

b 

c 

d. a área do paralelogramo; 

e. uma equação para o plano do paralelogramo; 

f. as áreas das projeções ortogonais do paralelogramo sobre 


os três planos coordenados. 


Distância entre retas Encontre a distância entre a reta L, que 
passa pelos pontos A(1, 0, —1) e B(-1, 1, 0) e a reta L, que pas- 
sa pelos pontos C(3, 1, —1) e D(4, 5, —2). A distância deve ser 
medida ao longo da reta perpendicular às duas retas. Primeiro 
encontre um vetor n perpendicular a ambas as retas. Em segui- 
da, projete AC sobre n. 

(Continuação do Exercicio 63.) Encontre a distância entre a 
reta que passa por 4(4, 0, 2) e B(2,4, 1) e a reta que passa por 
C(1, 3, 2) e D(2, 2, 4). 


Superfícies quádricas 


Identifique e esboce as superficies nos Exercicios 65-76. 


65. 
66. 
67. 
68. 
69. 
70. 


2+y+2=4 A. 2+y=2 
2+(p-12+2=1 TM. rry 

42 +42 +272=4 73. 2+72-2=4 
36x? + 9y? + 42?= 36 74. 4+22-4x=4 
z=- +y) 75. y -x -2=1 
y=- +z) 76. 2-x-y= 


Capítulo 


1. 


Caça ao submarino Dois navios em manobras estão tentan- 
do determinar o curso e a velocidade de um submarino para 
preparar uma interceptação aérea. Como mostrado aqui, o na- 
vio 4 está localizado em (4, 0, 0), enquanto o navio B está 
localizado em (0, 5, 0). Todas as coordenadas são fornecidas 
em milhares de pés. O navio A localiza o submarino na direção 
do vetor 2i + 3j — (1/3)k, e o navio B o localiza na direção do 
vetor 18i — 6j — k. Quatro minutos antes, o submarino estava 
localizado em (2, —1, —1/3). A aeronave deve chegar em 20 
minutos. Presumindo que o submarino se mova em linha reta 
em uma velocidade constante, para qual posição os navios de- 
veriam direcionar a aeronave? 


Exercícios adicionais e avançados 


z 


Navio B 


Navio A 
(0, 5, 0) y 
x 
li, e.» 
D y 
. “q Submarino 
NÃO APRESENTADO a 


EM ESCALA 


2. Resgate com helicóptero Dois helicópteros, H, e H,, estão 
voando juntos. No instante t = 0, eles se separam e seguem 
trajetórias diferentes em linha reta, dadas por: 


x=6+40t, y=-3+10%, z=3+2t 


x=6+110t, y=-3+4t, z=3+t 


O instante £ é medido em horas e todas as coordenadas sáo 
medidas em milhas. Por causa de uma pane, H, cessa seu voo 
em (446, 13, 1) e, em uma quantidade de tempo desprezível, 
aterrissa em (446, 13, 0). Duas horas depois, H, é avisado so- 
bre esse fato e vai em direção a H, a 150 mi/h. Quanto tempo 
H, levará para alcançar H,? 


3. Torque O manual de operação do cortador de grama Toro? 
21 pol. diz “aperte a vela de ignição a 15 pés-lb (20,4 N : m)”. 
Se você estiver instalando a vela com uma chave de encaixe de 
10,5 pol. que coloca o centro da sua mão a 9 pol. do eixo da 
vela, quanto deverá apertar? Responda em libras. 


4. Corpo girando A reta que passa pela origem e pelo ponto 
A(1, 1, 1) é o eixo de rotação de um corpo rígido que gira 
com uma velocidade angular constante de 3/2 rad/s. A rotação 
parece ser em sentido horário quando olhamos para a origem 
a partir de 4. Encontre a velocidade v do ponto do corpo que 
está na posição B(1, 3, 2). 


5. Considere o peso suspenso por dois fios em cada diagrama. 
Encontre as magnitudes e os componentes dos vetores F, e F,, 
além dos ângulos a e $. 


a. 
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200 lbs 


(Sugestáo: esse é um triángulo retángulo.) 

6. Considere um peso de w N suspenso por dois fios no diagra- 
ma, em que T e T, são vetores de força direcionados ao longo 
dos fios. 


a. Encontre os vetores T, e T, e demonstre que suas magnitu- 


des são: 
w cos 8 
TS cena + $) 
e 
_  WCOSa 
TS Sa + $) 


b. Para um £ fixo, determine o valor de a que minimiza a 
magnitude |T |. 
c. Para um a fixo, determine o valor de 8 que minimiza a 
magnitude |T]. 


7. Determinantes e planos 
a. Mostre que 
XTX Ny 2172 
X-X Y-Y 2-z=0 
X-X Y-Y 872 


é uma equação para o plano que passa por três pontos não 
colineares P @ Yi 21), Pj(X,, Yz 22) € Py(X3, Y3 23). 
b. Qual conjunto de pontos no espaço é descrito por meio da 


equação 
x y z 1 
x Y a 1|_ 0? 
X Ya 2 1 
XxX y zZ 1 


8. Determinantes e retas Mostre que as retas 


x=as+b, y=astb, z=as+b, -c0<s<oo 
e 
x=cttd, y=ct+d, z=ct+d, -co<t<oo 


se cruzam ou são paralelas se, e somente se, 


a Ci b-a 
a o b-0|=0. 
a c p-e 
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9. Considere um tetraedro regular com arestas de comprimento 2. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


a. Utilize vetores para encontrar o ângulo 6 formado pela base 
do tetraedro e qualquer uma de suas outras arestas. 


b. Utilize vetores para encontrar o ângulo 0 formado por 
quaisquer faces adjacentes do tetraedro. Esse ângulo é co- 
mumente chamado de um ângulo diedro. 


Na figura a seguir, D é o ponto médio do lado 4B do triângulo 
ABC, e E está a um terço do trajeto entre C e B. Utilize vetores 
para provar que F é o ponto médio do segmento de reta CD. 


C 


A D B 


Utilize vetores para mostrar que a distância entre P,(x,, y,) € 
a reta ax + by=c é 


_ Jax + by — cl 


Va? + pi 


d 


S 


Utilize vetores para mostrar que a distância entre P,(x,, y, Z1) 
e o plano 4x + By + Cz=Dé 


d= |Axy + By, + Cz — D] 


VA + B2 + C? 


= 


Encontre uma equação para a esfera que seja tangente aos 
planosx+y+z=3ex+y+z=9seos planos 2x —- y = 0 
e 3x—z=0 passarem pelo centro da esfera. 


5 


Mostre que a distância entre os planos paralelos Ax + By + 
Cz=D, e Ax+ By + CŒ =D, é 


[D1 — Dal 
¡Ai + Bj + Ck|' 


= 


Encontre a distância entre os planos 2x + 3y - z = 6 e 
2x+3y -z=12. 

Encontre uma equação para o plano paralelo ao plano 
2x — y + 2z = —4 se o ponto (3, 2, —1) for equidistante dos 
dois planos. 


c 


d. Escreva equações para os planos que são paralelos a e estão 
a 5 unidades de distância do plano x — 2y +z= 3. 


Prove que quatro pontos, 4, B, C e D, são coplanares (estão em 
um plano em comum) se, e somente se, AD : (AB X BC) = 0. 


Projeção de um vetor em um plano Seja P um plano no 
espaço e seja v um vetor. A projeção ortogonal de v no plano 
P, projp V, pode ser definida conforme segue. Suponha que o 
Sol esteja brilhando de forma que seus raios sejam normais 


16. 


ao plano P. Então proj, v é a “sombra” de v sobre P. Se Pé o 


plano x + 2y + 6z = 6 e v =i + j + k, encontre proj V. 


A figura a seguir mostra os vetores não nulos v, w e z, com Z 
ortogonal à reta L, e v e w formando ângulos iguais a 8 com 
L. Assumindo que |v| = |w], encontre w em termos de v e z. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
24. 
25. 


Produtos vetoriais triplos Os produtos vetoriais triplos 
(u X y) X w e u X (v X w) geralmente não são iguais, ainda que 
as fórmulas para avaliá-los a partir dos componentes sejam 
semelhantes: 

(uX y) x w= (u: w)v- (v + w)u. 

u X (v X w)= (u + w)v — (u - v)w. 


Verifique cada uma das fórmulas para os seguintes vetores 
avaliando seus dois lados e comparando os resultados. 


u vV w 
a 2i 2j 2k 
b. i-jtk  2i+j-2k i+2j-k 
e 2i+j 2i-j+2k  i+2k 
d. i+j-2k -i-k 2i+4j-2k 


Produtos vetoriais e escalares 
vetores quaisquer, então: 


Mostre que, seu, v, we r são 


a. UX(VXw)+vX(wXu)+wx(uxv)=0 

b. uxv=(u- vXxi)ji+(u + vX3)j+(u - vx k)k 
UW VW 
ur vr 


Produtos vetoriais e escalares 
traexemplo para a fórmula: 


c. (UX v) (wx r) = 


Prove ou forneça um con- 


ux (uX (uX v)) : w=- Jul? u: vxw. 


Formando o produto vetorial de dois vetores apropriados, de- 
rive a identidade trigonométrica: 


sen (4 — B) = sen A cos B — cos A sen B. 


Utilize vetores para provar que: 

(a? + b?) (e + P) = (ac + bd}? 
para quaisquer quatro números a, b, c e d. (Sugestão: sejam 
u=ai+bjev=ci+ dj.) 
O produto escalar é positivo definido Mostre que o produ- 
to escalar de vetores é positivo definido; ou seja, mostre que 


u + u = 0 paracadavetoruequeu-u=Ose,e somente 
se, u = 0. 


Mostre que |u +v |< |u |+ |v | para quaisquer vetores u e v. 
Mostre que w = | v | u + | u | v bissecta o ângulo entre u e v. 


Mostre que |v/u+|u|ve|v|u-—|u|v são ortogonais. 
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Capítulo Projetos de aplicacáo de tecnologia 


Módulos Mathematica/Maple 


Utilizando vetores para representar retas e encontrar distáncias 
Partes I e II: aprenda as vantagens de interpretar retas como vetores. 
Parte III: utilize vetores para encontrar a distância entre um ponto e uma reta. 


Colocando uma cena tridimensional em uma tela bidimensional 
Utilize o conceito de planos no espaço para obter uma imagem bidimensional. 


Iniciando a plotagem tridimensional 
Parte I: utilize a definição vetorial de retas e planos para gerar gráficos e equações, e para comparar diferentes formas para as equações de 
uma só reta. 


Parte II: esboce funções que são definidas implicitamente. 


13 


FUNÇÕES VETORIAIS E 
MOVIMENTOS NO ESPAÇO 


VISÃO GERAL Agora que aprendemos sobre vetores e geometria do espaço, podemos 
combinar essas ideias com nosso estudo anterior de funções. Neste capítulo, iremos 
introduzir o cálculo de funções vetoriais. Os domínios dessas funções são números 
reais, como antes, mas suas imagens são vetoriais, não escalares. Utilizamos esse 
cálculo para descrever as trajetórias e movimentos de objetos que se deslocam em um 
plano ou no espaço, e veremos que as velocidades e acelerações desses objetos ao longo 
de suas trajetórias são vetores. Iremos também introduzir novas quantidades que des- 
crevem como a trajetória de um objeto pode virar e torcer no espaço. 


1 3 1 Curvas no espaço e suas tangentes 


E 


PFO, 8, AO) 


x 


FIGURA 13.1 O vetor posição r = OP de 
uma partícula em movimento no espaço é 
uma função do tempo. 


Quando uma partícula se move pelo espaço durante um intervalo de tempo 1, 
pensamos nas coordenadas da partícula como funções definidas em Z: 


x=f(0, y=gl0, z=h(t), tel (1) 


Os pontos (x, y, Z) = (f(t), g(£), h(t)), t e I, formam a curva no espaço, a qual 
chamamos de trajetória da partícula. As equações e o intervalo na Equação 1 pa- 
rametrizam a curva. 

A curva no espaço também pode ser representada na forma vetorial. O vetor 


r() = OP = f()i+ g(0)j + A(Dk (2) 


a partir da origem até a posição da partícula P(f(t), g(t), A(t)) no instante t é o vetor 
posição da partícula (Figura 13.1). As funções f, g e h são as funções componentes 
(componentes) do vetor posição. Pensamos na trajetória da partícula como a curva 
traçada por r durante o intervalo de tempo 7. A Figura 13.2 exibe diversas curvas 
espaciais geradas por um programa gráfico computacional. Não seria fácil desenhar 
essas curvas manualmente. 


r(t) = (sen3n(cos t)i + 


(sen3D(sen Dj + tk r(t) = (cos t)i + (sen£)j + (sen2ðk  r(t) = (4 + sen20n(cos fi + 


(4 + sen20f)(sent)j + 
(cos20)k 


(a) (b) (c) 


FIGURA 13.2 As curvas no espaço são definidas pelos vetores posição r(1). 


FIGURA 13.3 Metade superior da hélice 
r(t) = (cos fi + (sen ñj 


tk (Exemplo 1). 


>N 
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A Equação 2 define r como uma função vetorial da variável real f no intervalo 7. 
De maneira mais geral, uma função vetorial ou função a valores vetoriais sobre 
um domínio D é uma regra que associa um vetor no espaço a cada elemento em D. 
Por enquanto, consideraremos os domínios como os intervalos de números reais que 
resultam em uma curva espacial. Posteriormente, no Capítulo 16, os domínios serão 
regiões no plano. As funções vetoriais, então, representarão superfícies no plano. 
Funções vetoriais sobre um domínio no plano ou no espaço também dão origem a 
“campos vetoriais”, que são importantes para estudar o escoamento de um fluido, 
campos gravitacionais e fenômenos eletromagnéticos. Estudaremos campos veto- 
riais e suas aplicações no Capítulo 16. 

As funções a valores reais são chamadas funções escalares para distingui-las das 
funções vetoriais. Os componentes de r na Equação 2 são funções escalares de t. O 
domínio de uma função a valores vetoriais é o domínio comum de seus componentes. 


EXEMPLO 1 Represente graficamente a função vetorial 
r(t) = (cos fi + (sen £)j + tk. 


Solução A função vetorial 
r(t) = (cos fi + (sen £)j + tk 


é definida para todos os valores reais de f. A curva traçada por r gira ao redor do 
cilindro circular x? + y? = 1 (Figura 13.3). A curva está localizada sobre o cilindro 
porque os componentes i e j de r, sendo as coordenadas x e y da extremidade de r, 
satisfazem a equação do cilindro: 


x + y? = (cos t}? + (sent? =1. 


A curva sobe à medida que o componente em k, z = t, aumenta. Cada vez que 
t aumenta 27, a curva completa uma volta ao redor do cilindro. A curva é chamada 
de hélice (a partir de uma palavra grega antiga para “espiral”). As equações 


x=cost, y=sent, z=Í 


parametrizam a hélice, com o intervalo —oo < £ < oo sendo subentendido. A Figura 
13.4 exibe mais hélices. Observe como múltiplos constantes do parámetro t podem 
alterar o número de voltas por unidade de tempo. 


| 
J 


| 
y 


| 
| 


y 
| 


() 
| 


(X 


(À 
| 


vy 
l 
| 


| 
| 


| 


Xx x 
7 `y y 
(sen 1)j + tk r(t) = (cos f)i + (sen 1)j + 0,3tk r(t) = (cos 5t)i + (sen 51)j + tk 


FIGURA 13.4 Hélices espiralam subindo ao redor de um cilindro, como molas helicoidais. 


Limites e continuidade 


A maneira como definimos os limites de funções a valores vetoriais é seme- 
lhante à forma como definimos limites de funções a valores reais. 
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DEFINIÇÃO Sejam r(t) = f()i + g(t)j + A(t)k uma função vetorial com domí- 
nio D e L um vetor. Dizemos que r possui limite L à medida que f se aproxima 
de £ e escrevemos 

lim r( = L 

t>b (0 
se, para todo número e > 0, existir um número correspondente ô > 0, tal que 
para todo te D 


Ir(1) -L|<e sempre que 0<lt= |< ô. 


Se L = L i + Lj + L,k, então pode ser demonstrado que lim, , r(/) = L, preci- 


samente quando 
im fy = Ls, mah =k e lim h(t) = Ls. 


t—>to 


Omitimos a prova. A equação 


lim r( = | limf(t) Ji + | lim g® ]j + | lim h(t) Jk 
lim rt (tim ( ) (im al j (tim ) (3) 
oferece uma maneira prática de calcular os limites das funções vetoriais. 


EXEMPLO 2 Se r(£) = (cos f)i + (sen £)j + tk, então 


lim r(t) = ( lim cost) + ( lim sen ij + ( lim t)k 
t>1/4 t>711/4 t>11/4 t>11/4 


Definimos continuidade para funções vetoriais da mesma forma que definimos 
continuidade para funções escalares. 


DEFINIÇÃO Uma função vetorial r(t) é contínua em um ponto t = f, no seu 
domínio se lim, , r(t) = r(%). A função é contínua se for contínua em todos 
os pontos do seu domínio. 


A partir da Equação 3, veremos que r(t) será contínua em ź = f} se, e somente 
se, cada função componente for contínua nesse ponto (Exercício 31). 


EXEMPLO 3 


(a) Todas as curvas espaciais mostradas nas Figuras 13.2 e 13.4 são contínuas porque 
suas funções componentes são contínuas para todos os valores de t em (~oo, 00). 


(b) A função 
g(t) = (cos Hi + (sen Aj + |t]k 


é descontínua em todos os inteiros em que a função maior inteiro |t] é descontínua. 


Derivadas e movimento 


Suponha que r(t) = f(f)i + (j + A(t)k seja o vetor posição de uma partícula 
que se move ao longo de uma curva no espaço e que f, g e h sejam funções derivá- 
veis de t. Então, a diferença entre as posições da partícula no instante t e no instante 
t+ Até 


Ar=r(t+ At) —r(?). 


>N 


r(t + At) — r(£) 


>N 


r(t + At) — r(t) 


At 
el, 


FIGURA 13.5 Conforme Aż — 0, o ponto 
Q se aproxima de P ao longo da curva C. 


No limite, o vetor PQ/At se transforma no 
vetor tangente r'(t). 


FIGURA 13.6 Curva suave por partes 
formada por cinco curvas suaves 
conectadas continuamente de extremidade 
a extremidade. A curva aqui não é suave 
nos pontos de conexão entre as cinco 
curvas suaves. 


> y 


> y 
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(Figura 13.5a). Em termos de componentes, 
Ar = r(t+ At) — r(t) 
= [f(t+ Adi + g(t + At)j + ht + ADK] 
= [fi + bj + htk] 
= [$(t+ At) — f®li + [gt + At) — ab] + [ht + At) — h(t)]k 


À medida que Aż se aproxima de zero, três coisas parecem acontecer simulta- 
neamente. Primeiro, O se aproxima de P ao longo da curva. Depois, a reta secante 
PO parece se aproximar de uma posição limite tangente à curva em P. Em seguida, 
o quociente Ar/At (Figura 13.5b) se aproxima do limite 


lim AF = F fE O + | mm t+ AU — g0 |; 


= lim 
At>0 At At=>0 At At>0 At 


h(t+ At) — ht) 
+ im, At k 


- Laio [abs ak 


Portanto, somos levados à definição a seguir. 


DEFINIÇÃO A função vetorial r(t) = f(Di + g()j + AAÐk possui uma deri- 
vada (é derivável) em ź se f, g e h possuem derivadas em t. A derivada é a 
função vetorial 


dg. dh 


o (t+ At) — r(t E 
r(t+ At) — r(t) _ d o 


dr 
E~ dim, At dt 


r(t = i+ k. 


Uma função vetorial r é derivável se for derivável em todos os pontos de seu 
dominio. A curva traçada por r é suave se dr/dt for contínua e nunca 0, ou seja, se 
f, g e h tiverem primeiras derivadas contínuas que não sejam simultaneamente 0. 

A significância geométrica da definição da derivada é exibida | na Figura 13.5. 
Os pontos P e O possuem vetores posição r(t) e r(t + At), e o vetor PQ é representa- 
do por r(t + At) — r(t). Para At> 0, o múltiplo escalar (1/At)(r(t + At) — r(t)) aponta 
na mesma direção do vetor PQ. Quando At — 0, esse vetor se aproxima de um 
vetor que é tangente à curva em P (Figura 13.5b). O vetor r'(t), quando diferente de 
0, é definido como sendo o vetor tangente à curva em P. A reta tangente à curva 
em um ponto (f(t); g(t,), A(ty)) é definida como sendo a reta que passa pelo ponto 
paralelo a r'(t,). Necessitamos de dr/dt # 0 para uma curva suave, de forma a nos 
certificarmos de que a curva tenha uma tangente em cada ponto. Em uma curva lisa, 
não existem cantos ou extremidades agudas. 

Uma curva que é feita de um número finito de curvas suaves ligadas continua- 
mente é denominada suave (lisa) por partes (Figura 13.6). 

Observe mais uma vez a Figura 13.5. Desenhamos a figura para At positivo, de 
forma que Ar aponta para a frente, na direção do movimento. O vetor Ar/At, tendo 
a mesma direção de Ar, também aponta para a frente. Sendo Aż negativo, Ar estaria 
apontando para trás, contra a direção do movimento. O quociente Ar/At, no entan- 
to, sendo um múltiplo escalar negativo de Ar, estaria apontando novamente para a 
frente. Não importa como Ar aponta, Ar/At aponta para a frente, e esperamos que 
o vetor dr/dt = lim,, y Ar/At, quando diferente de 0, faça o mesmo. Isso significa 
que a derivada dr/dt, que é a taxa de variação da posição em relação ao tempo, sem- 
pre aponta na direção do movimento. Para cada curva suave, dr/dt nunca é zero; a 
partícula não para nem inverte o seu sentido. 
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FIGURA 13.7 Curva e vetor velocidade 
quando t = 77/4 para o movimento dado 
no Exemplo 4. 


DEFINIÇÕES Se r é o vetor posição de uma partícula que se move ao longo 
de uma curva suave no espaço, então 


vo = SE 


é o vetor velocidade da partícula, tangente à curva. Em qualquer instante t, 
a direção e sentido de v é a direção e sentido de movimento, a magnitude 
de v é a rapidez da partícula e a derivada a = dv/dt, quando existe, é o vetor 
aceleração da partícula. Em resumo, 


1. A velocidade é a derivada de posição: V = de 

2. A rapidez é a magnitude da velocidade: Rapidez = |y]. 
2 

3. Aceleração é a derivada da velocidade: a= da ad 


sT 


4. O vetor unitário v/|v| é a direção e sentido de movimento no instante t. 


EXEMPLO 4 Encontre a velocidade, o módulo de velocidade e a aceleração de 
uma partícula cujo movimento no espaço seja dado pelo vetor posição r(t) = 2 cos ti 
+2 sentj+5 cos? t k. Esboce o vetor velocidade v(777/4). 


Solução Os vetores velocidade e aceleração no instante t são 
vt = r(t) = —2 senti + 2costj — 10 costsentk 
= —2senti + 2costj — 5sen2tk, 


at) = r”(t) = —2 costi — 2sentj — 10cos2tk, 


e o módulo de velocidade é 


Mb] = V(-2 sent)? + (2 cost? + (-5sen2t? = V4 + 25 sn? 2t. 


Quando t = 77/4, temos 


(4) = V2i+ v3 +5k a) =-vzi+ va «2 )| - va. 


Um esboço da curva de movimento e o vetor velocidade quando t = 77/4 po- 
dem ser vistos na Figura 13.7. 


Podemos expressar a velocidade de uma particula em movimento como o pro- 
duto do seu módulo da velocidade e versor: 


Es 


Y) = (módulo de velocidade) (versor). 


Velocidade = |V| ( 


Regras de derivação 


Uma vez que as derivadas de funções vetoriais podem ser computadas compo- 
nente por componente, as regras para derivar funções vetoriais têm a mesma forma 
das regras para derivação de funções escalares. 


| Quando utilizar a regra do produto 


vetorial, lembre-se de preservar a ordem 
dos fatores. Se u vem primeiro do lado 
esquerdo da equação, ele também deve 
vir primeiro do lado direito, ou os sinais 
estarão errados. 
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Regras de derivação para funções vetoriais 


Sejam u e v funções vetoriais deriváveis de t, C um vetor constante, c qualquer 
escalar e f qualquer função escalar derivável. 


1. Regra da função constante: Ec =0 


2. Regras da multiplicação por escalar: d [cu(t)] = cu'(t) 
g dt 


CLOUD] = [Ouço + OO 


3. Regra da soma: e [u(?) + v(0] =u'(0) + v(0) 

4. Regra da diferença: s [u(9) = v(0] =w(0) — v'(1) 

5. Regra do produto escalar: a uA + v(0] =u(0) vA +UA: vÀ 
6. Regra do produto vetorial: a [u() xv(0] =u (0 X vA +UA X v'(t) 
7. Regra da cadeia: s ul fA = F OwO) 


Iremos provar as regras do produto e a regra da cadeia, mas deixaremos as 
regras para constantes, múltiplos escalares, somas e diferenças como exercícios. 


Prova da regra do produto escalar Suponha que 
u = u(i + u (t)j + uk 


v=v (i+ v (Aj + v,(9k. 
Então 
Y uo = Au + UWv> + Uzuz3) 
dt dt 1v1 2 3U3 


= Uv] + Uw + Uguz + Uwi + pvb + Uzus. 


TENETE tó 
uv uv 


Prova da regra do produto vetorial Modelamos a prova segundo a demonstração 
da regra do produto para funções escalares. De acordo com a definição de derivada, 


Eu x v) = lim u(t + h) x vt “o = ud x vt 


Para substituir essa fração por uma equivalente que contenha os quocientes da 
diferença para as derivadas de u e v, subtraímos e adicionamos u(?) X v(t + h) no 
numerador. Então 


d 


qe XV) 
dim MEL x ME h) — ut) x t+ h) + ut) x t+ h — ut) x vt) 
“ho h 
= lim CO pipe CU 
= lim ult + dam ut lim vt + h) + lim u(t) x lim AMO 


A última dessas igualdades se aplica porque o limite do produto vetorial de 
duas funções vetoriais é o produto vetorial de seus limites se o último existir (Exer- 
cício 32). Conforme h se aproxima de zero, v(t + A) se aproxima de v(t) porque v, 
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| Como uma conveniência algébrica, 
algumas vezes escrevemos o produto 
de um escalar c e um vetor v como vc, 
em vez de cv. Isso nos permite, por 


exemplo, escrever a regra da cadeia em 
um formato familiar: 


du _ duds 


dt ds dt’ 


em que s = f(?). 


FIGURA 13.8 Se uma particula se move 


sobre uma esfera, de modo que sua posição 


r seja uma função derivável de tempo, 
então r : (dr/dt) = 0. 


Exercícios 13.1 


Movimento no plano 


sendo derivável em £, é contínua em t (Exercício 33). As duas frações se aproximam 
dos valores de du/dí e dv/dt em t. Em resumo, 


d — du dv 
qU XV) = de XV + Ux de 


Prova da regra da cadeia Suponha que u(s) = a(s)i + b(s)j + c(s)k seja uma função 
vetorial derivável de s e que s = f(t) seja uma função escalar derivável de t. Então 
a, be c são funções deriváveis de f, e a regra da cadeia para funções deriváveis a 
valores reais fornece 


= da! t Edit ak 
“dída. db: œ 
E (Sai $j + Ex) 
ds du 
de de 


=j (tu (t). s=f(t) 
Funções vetoriais de comprimento constante 


Quando rastreamos uma partícula em movimento em uma esfera centrada na 
origem (Figura 13.8), o vetor posição tem um comprimento constante igual ao raio 
da esfera. O vetor velocidade dr/dt, tangente à trajetória do movimento, é tangente 
à esfera e, consequentemente, perpendicular a r. Esse é sempre o caso para uma 
função vetorial derivável de comprimento constante: o vetor e sua primeira derivada 
são ortogonais. Por cálculo direto, 


r(t -r(t = e 
diro rol =0 


r- rÐ + r(t)-r(t) = 0 
2r(t)-r(t) = 0. 


Ir(t)| = cé constante. 
Ambos os lados deriváveis. 


Regra 5 com r(t) = ut) = v(t) 


Os vetores r'(t) e r(f) são ortogonais, porque seu produto escalar é 0. Em resumo, 


Se r é uma função vetorial derivável de £ de comprimento constante, então 


d 
rã = 0. (4) 


Utilizaremos essa observação repetidamente na Seção 13.4. O inverso também 
é verdadeiro (veja o Exercício 27). 


2 r = i++ t=-12 


+1 


Nos Exercícios 1-4, r(t) é a posição de uma partícula no plano xy 


no instante t. Encontre uma equação em x e y cujo gráfico seja a 
trajetória da partícula. Em seguida, encontre os vetores velocidade e 


3. r(t) = ei + se, t = In3 


aceleração da partícula no valor determinado de t. 


1. r(O=(+Di+(2- Dj, t=1 


4. r(1)= (cos 21)i + (3 sen 2£)j, t=0 


Os Exercícios 5-8 fornecem os vetores posição de partículas que se 
movem ao longo de diversas curvas no plano xy. Em cada caso, en- 
contre os vetores velocidade e aceleração da partícula nos instantes 
indicados e esboce-os como vetores na curva. 


5. Movimento no círculo x? + y? = 1 


r(t) = (sen i + (cos dj; t=7/4e 7/2 


6. Movimento no círculo x? + y? = 16 


r(t = (acos 5) (453) t= r e37/2 


7. Movimento na cicloide x = t — sen ft, y = 1 — cos t 


r(t) = (t— sen i + (1 — cos f)j; t=me37/2 
8. Movimento na parábola y = x? +1 
r()=4+(é+1)j t=-1,0e1 


Movimento no espaço 


Nos Exercícios 9-14, r(f) é a posição de uma partícula no espaço no 
instante t. Encontre os vetores velocidade e aceleração da partícula. 
Em seguida, encontre o módulo da velocidade e a direção do movi- 
mento da partícula no valor determinado de t. Escreva a velocidade da 
partícula naquele instante como o produto de sua velocidade e versor. 


9. r(0)=(t+ Di+(2-1D)j+2k, t=1 
(0 = (1+ di EE t 
10. r 1+ did r5k t=1 


11. r()=(2 cos t)i + (3 sen Dj + 4fk, 
(tg bj - ttk, t= 7/6 


2 
Ek t=1 


14. r(t) = (e~”)i+ (2 cos 3j + (2 sen 3k, 1=0 


t= m/2 


12. r(t) = (sect)i 


13. r(t) = (QlIn(t 


Di + t?j + 


Nos Exercícios 15-18, r(t) é a posição de uma partícula no espaço 
no instante t. Encontre o ángulo entre os vetores velocidade e acele- 
ração no instante t = 0. 


15. r = (3t + Di + V3j + tk 
16. r(t) = (2i i t 162) 


17. r(t) = (In(?+ Dj + (tgoloj + Vt? + 1k 


4 3/2; , 1 
o (1 Dj 4 3 tk 


18. rít) = sa a 4 


Tangentes a curvas 


Conforme mencionado no texto, a reta tangente a uma curva suave 
r(A) = f(9i + g(Dj + A()k em t = £, é a reta que passa pelo ponto 
(HC), Eo), A(to)) paralela a v(t), o vetor velocidade da curva em t}. 
Nos Exercícios 19-22, encontre equações paramétricas para a reta que 
é tangente à curva determinada no valor dado do parâmetro t = t). 


19. r(A = (sen Ni + (P -cos Aj +e'k, 1,=0 
20. r()=Pi+(21-Dj+êk, t=2 

= so t= le = 
21. r(t) = Inti + troj tintk t=1 


22. r(t) = (costi + (senbj + (sen20k, to=5 
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Teoria e exemplos 


23. Movimento ao longo de um círculo Cada uma das seguin- 
tes equações nos itens (a) a (e) descreve o movimento de uma 
partícula que tem a mesma trajetória, a saber, o círculo uni- 
tário x? + y? = 1. Ainda que a trajetória de cada partícula nos 
itens (a) a (e) seja a mesma, o comportamento, ou “dinâmica”, 
de cada partícula é diferente. Para cada partícula, responda às 
seguintes questões. 

i) A partícula tem módulo de velocidade constante? Em caso 
positivo, qual é sua velocidade constante? 

ii) O vetor aceleração da partícula é sempre ortogonal a seu 
vetor velocidade”? 


iii) A partícula se move em sentido horário ou anti-horário ao 
redor do círculo? 


iv) A partícula parte do ponto (1, 0)? 


a. r(1)= (cos Ai + (sen dj, 1=0 

b. r(A = cos (2i + sen (2j, 1=0 

c. r(t) = cos (t — T/2)i + sen (t-7/2)j, t=0 
d. r(t) = (cos ñi — (sen Aj, t=0 

e. r(t) = cos (®)i + sen (Aj, t=0 


24. Movimento ao longo de um círculo Mostre que a função a 
valores vetoriais 


r(ġ=(2i+2j+k) 


ect Li Ls) «se Lis E + La) 
V2 v2 V3 y3 v3 


descreve o movimento de uma partícula que se move no círcu- 
lo de raio 1 centrado no ponto (2, 2, 1) e permanece no plano 
x+ty-22=2. 


25. Movimento ao longo de uma parábola Uma partícula se 
move ao longo do topo da parábola y? = 2x da esquerda para a 
direita com módulo de velocidade constante de 5 unidades por 
segundo. Encontre a velocidade da partícula quando ela passa 
pelo ponto (2, 2). 

26. Movimento ao longo de uma cicloide Uma partícula se 
move no plano xy, de tal forma que sua posição no tempo t seja 


r(t) = (+— sen fi + (1 — cos £)j. 


Ma. Desenhe r(£). A curva resultante é uma cicloide. 


b. Encontre os valores máximo e mínimo de |v| e la]. (Dica: 
encontre primeiro os valores extremos de |v}? e al? e tire as 
raízes quadradas depois.) 


27. Seja r uma função vetorial derivável de t. Mostre que se 
r : (dr/dt) = 0 para todo t, então |r| é constante. 
28. Derivadas dos produtos mistos 
a. Mostre que, seu, v e w são funções vetoriais deriváveis de 
t, então 
du dv dw 


d = — e s= . = 
qe (UV XD) = ev X W+ XW uv E: 


b. Mostre que 
d dr. dr) dr. dr 
ara? $) (dx $) 


(Dica: derive à esquerda e procure por vetores cujos produtos 
sejam zero.) 


178 Cálculo 


29. 


30. 
31. 


32. 


33. 


34. 


Prove as duas regras da multiplicação por escalar para funções 
vetoriais. 

Prove as regras da soma e da diferença para funções vetoriais. 
Teste de componente para continuidade em um ponto Mos- 
tre que a função vetorial r, definida por r(t) = f()i + g(Dj + Adk, 
é contínua em ź = f, se, e somente se, f, g e h são contínuas em 1,. 
Limites de produtos vetoriais de funções vetoriais Supo- 
nha que r (A =£ Oi + £0j + AOK, r, = g (Di + e(Dj + 
2(0k, lima, y, r, ()=A,e lim, s r (t) = B. Utilize a fórmula 
do determinante para produtos vetoriais e a regra do produto do 
limite para funções escalares para mostrar que 


lim (rO x n(t)) = A x B. 

As funções vetoriais deriváveis são contínuas Mostre que, 
se r(1)= f(Ði + g()j + A(t)k é derivável em t = tą, então é con- 
tínua em żź) também. 

Regra da função constante Prove que, se u é a função veto- 
rial com valor constante C, então du/dt = 0. 


USO DO COMPUTADOR 


Utilize um SAC para realizar as seguintes etapas nos Exercícios 35-38. 


a. Represente graficamente a curva espacial traçada pelo ve- 
tor posição r. 

b. Encontre os componentes do vetor velocidade dr/dt. 

c. Avalie dr/dt no ponto determinado 1, e defina a equação da 
reta tangente à curva em r(t,). 

d. Represente graficamente a reta tangente com a curva ao 
longo do intervalo dado. 


35. 


36. 
37. 
38. 


r( = (sen t — t cos fi + (cos t+t sen Dj + ?k, 
0=1t=671, t=37/2 


r(t) = VAi+elj+e*k -2<t<3 t-=1 
r(A = (sen 2i + (In (1+1))+1k, 0=t=<4r, 


rt = (In(? + 2)i + (tg *3bj + Vt? + 1k, 
-=-3=t<5 t=3 


= 7/4 


Nos Exercícios 39 e 40, você irá explorar graficamente o compor- 
tamento da hélice 


r(t) = (cos at)i + (sen at)j + btk 


conforme você altera os valores das constantes a e b. Utilize um 
SAC para realizar as etapas em cada um dos exercícios. 


39. 


40. 


Defina b = 1. Represente graficamente a hélice r(t) com a 
reta tangente à curva em t= 37/2 para a = 1, 2, 4 e 6 sobre o 
intervalo 0 = t = 47. Descreva com suas próprias palavras o 
que acontece ao gráfico da hélice e à posição da reta tangente 
conforme a aumenta passando por esses valores positivos. 


Defina a = 1. Represente graficamente a hélice r(?) com a reta 
tangente à curva em t = 37/2 para b = 1/4, 1/2, 2 e 4 durante 
o intervalo 0 = t = 47%. Descreva com suas próprias palavras o 
que acontece ao gráfico da hélice e à posição da reta tangente 
conforme b aumenta passando por esses valores positivos. 


Integrais de funções vetoriais; movimento de projétil 


Nesta seção iremos investigar integrais de funções vetoriais e sua aplicação ao 
movimento ao longo de uma trajetória no espaço ou no plano. 


Integrais de funções vetoriais 


Uma função vetorial derivável R(*) é uma primitiva ou antiderivada de uma 
função vetorial r(t) em um intervalo /, se dR/dt = r em cada ponto de 7. Se R é 
uma antiderivada de r em /, pode ser demonstrado, trabalhando um componente 
de cada vez, que toda antiderivada de r em / possui a forma R + C para algum 
vetor constante C (Exercício 41). O conjunto de todas as antiderivadas de r em 7 
é a integral indefinida de r em 7. 


DEFINIÇÃO A integral indefinida de r com relação a 1 é o conjunto de todas as 
antiderivadas de r, denotado por /r(t) dt. Se R é qualquer antiderivada de r, então 


fro dt = R(t) + C. 


As regras aritméticas usuais para integrais indefinidas se aplicam. 
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EXEMPLO 1 Para integrar uma função vetorial, integramos cada um de seus com- 
ponentes. 


J «cost +j — 2tk) dt = (/ costat )i + (fa) - (J xa (1) 


= (sent + Ci + (t+ Co)j — (t? + Cak (2) 
= (ndi + tj- tk+C C=Gi+ Cj- Ck 


Assim como na integração de funções escalares, recomendamos que você ig- 
nore as etapas nas Equações 1 e 2 e vá diretamente à forma final. Encontre uma 
antiderivada para cada componente e adicione um vetor constante no final. 


Integrais definidas de funções vetoriais são melhor definidas em termos de 
componentes. A definição é consistente com a forma como computamos limites e 
derivadas de funções vetoriais. 


DEFINIÇÃO Se os componentes de r(1) = f(Ni + (Aj + A(t)k são integráveis 
sobre [a, b], então r também é, e a integral definida de r de a até b é 


froa- (Pro ae) 4 (Pao e) + (ro dk 


EXEMPLO 2 Assim como no Exemplo 1, integramos cada componente. 


Ue cestas (fai = (mae 


[cost + j — 2tk) dt 
0 


= [sent], i + [t] 5 — [8], K 
= [0 — Oļi + [r — OJj — [r? — 0*]k 
= nj — mk 


O teorema fundamental de cálculo para funções vetoriais continuas diz que 


b 
/ r(t) dt = R(t) |? = R(b) — R(a) 
a 
em que R é qualquer antiderivada de r, de forma que R'(t) = r(t) (Exercício 42). 


EXEMPLO 3 Suponha que não conheçamos a trajetória de uma asa-delta, mas 
somente seu vetor aceleração a(t) = (3 cos fi — (3 sen £)j + 2k. Sabemos ainda que 
inicialmente (no instante t = 0) a asa-delta partiu do ponto (3, 0, 0) com velocidade 
v(0) = 3j. Encontre a posição da asa-delta como uma função de t. 


Solução Nosso objetivo é encontrar r(t), sabendo 
A equação diferencial: a= Se = —(3costi — (3sent)j + 2k 
As condições iniciais: v(0)=3j e r(0)=3i+0j+0k. 
Integrando os dois lados da equação diferencial com relação a t, temos 
v()=-(3 sen fji + (3 cos £)j + 2tk + C.. 
Utilizamos v(0) = 3j para encontrar C}: 
3) = -(3sen0)i + (3cos0)j + (0k + Cı 
3j = 3j + Cı 
C,-0 
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FIGURA 13.9 Trajetória da asa-delta no 
Exemplo 3. Ainda que a trajetória realize 
um movimento de espiral ao redor do eixo 
z, não se trata de uma hélice. 


Vo 
[Vol sen aj 
a 
> X 
r=0 na Ivol cos ai 
tempo N 
t=0 a = -8J 


(a) 


r=xi+yj 


|< R >| 
Faixa horizontal 


(b) 


FIGURA 13.10 (a) Posição, velocidade, 
aceleração e ângulo de lançamento em 
t=0. (b) Posição, velocidade e aceleração 
em um instante t posterior. 


A velocidade da asa-delta como uma função do tempo é 


E = M0 = (3senbi + (3costj + 2tk 


A integração de ambos os lados dessa última equação diferencial fornece 
r(A =(3 cos Ni + (3 sen 1)j + k + C. 
Então utilizamos a condição inicial r(0) = 3i para encontrar C.;: 
3i = (3c0s0)i + (3sen0)j + (0%k + C2 
31 = 3i + (Oj + (Ok + C2 
C=0 


A posição da asa-delta como uma função de t é 
r(t) = (3 cos fi + (3 sen Dj + Pk. 


Essa é a trajetória da asa-delta exibida na Figura 13.9. Ainda que a trajetória 
se pareça com aquela da hélice por espiralar ao redor do eixo z, não se trata de uma 
hélice, por causa da maneira como ela está subindo. (Comentaremos mais sobre isso 
na Seção 13.5.) 

Nota: foi revelado neste exemplo que ambos os vetores constantes de integra- 
ção, C, e C,, são 0. Os Exercícios 15 e 16 fornecem exemplos para os quais os 
vetores constantes de integração não são 0. 


Equações vetoriais e paramétricas para movimento de projétil ideal 


Um exemplo clássico de integração de funções vetoriais é a dedução das equa- 
ções para o movimento de um projétil. Na física, o movimento de projétil descreve 
como um objeto disparado em determinado ângulo a partir de uma posição inicial, e 
influenciado somente pela força da gravidade, move-se em um plano de coordenada 
vertical. No exemplo clássico, ignoramos os efeitos de qualquer resistência sobre o 
objeto, que pode variar com seu módulo de velocidade e altitude, e também o fato 
de que a força da gravidade muda ligeiramente conforme a altura do projétil. Além 
disso, ignoramos os efeitos de longa distância da Terra girando abaixo do projétil, 
como em um lançamento de foguete ou um disparo do projétil de um canhão. Igno- 
rar esses efeitos nos fornece uma aproximação razoável do movimento na maioria 
dos casos. 

Para produzir equações para movimento de projétil, assumimos que este se 
comporta como uma partícula que se desloca em um plano de coordenada vertical 
e que a única força agindo sobre o projétil durante seu voo é a força constante da 
gravidade, que sempre aponta diretamente para baixo. Assumimos que o projétil é 
lançado a partir da origem no instante t = 0 para o primeiro quadrante com uma ve- 
locidade inicial v, (Figura 13.10). Se v, forma um ángulo a com a horizontal, então 


vo = (Ivol cos a)i+ ([v,| sen adj. 


Se utilizarmos a notação mais simples v, para o módulo de velocidade inicial 
[Vol, então 


Vo = (vo cos a)i + (uv, sen a)j. (3) 
A posição inicial do projétil é 
r, = 0i+0j=0. (4) 
A segunda lei de movimento de Newton diz que a força que age sobre o projétil 
é igual à massa m do projétil vezes sua aceleração, ou m(d?r/df”) se r for o vetor 


posição do projétil e £ for o tempo. Se a força for exclusivamente a força gravitacio- 
nal —mgj, então 
d?r . d?r E 
m de = mg) e 2 5 9) 
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em que g é a aceleração da gravidade. Encontramos r como uma função de f resol- 
vendo o seguinte problema de valor inicial. 


E ão dif ial: dir = j 
quaçao diferencial: de = 0) 
Condições iniciais: r= e ar = W quando t = O 
A primeira integração fornece 
OR =. ras 
de (SU) + Vo. 


A segunda integração fornece 
r= - 598 + vot + Fo. 
Substituir os valores de v, e r) nas Equações 3 e 4 fornece 


r= Sd + (vo cosa)ti + (vosena)tj + 0. 


Vot 


Agrupando os termos, temos 


Equação de movimento de projétilideal 


r = (vocosati + (osna — jæ). (5) 


A Equação 5 é a equação vetorial para movimento de projétil ideal. O ângulo 
a é o ângulo de lançamento do projétil (ângulo de disparo, ângulo de elevação) 
e Vo, conforme dito anteriormente, é o módulo de velocidade inicial do projétil. Os 
componentes de r fornecem as equações paramétricas 


x = (vocosa)t e y = (vosena)t — ige, (6) 
em que x é a distância ao longo da trajetória e y é a altura do projétil no instante += 0. 
EXEMPLO 4 Um projétil é disparado da origem sobre um plano horizontal com 


um módulo de velocidade inicial de 500 m/s e um ângulo de lançamento de 60º. 
Onde o projétil estará 10 segundos depois? 


Solução Utilizamos a Equação 5 com v, = 500, a = 60º, g=9,8 e t= 10 para encon- 
trar os componentes do projétil 10 segundos após o disparo. 


r = (vocosati + (osna = 192) 


= (500) (FJa + ((s00 (P)10 = (esaw) 
= 2500i + 3840j 


Dez segundos após o disparo, o projétil estará cerca de 3.840 m acima do solo 
e terá percorrido a distância de 2.500 m desde o local de origem. 


Projéteis ideais se movem ao longo de parábolas, como podemos agora deduzir 
das Equações 6. Se substituirmos t = x/(v, cos a) da primeira equação para a segun- 
da, obtemos a equação de coordenadas cartesianas 


9 2 
y (==) + (tga)x. 


Essa equação tem a forma y = ax? + bx, portanto seu gráfico é uma parábola. 
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FIGURA 13.11 Trajetória de um projétil 
disparado de (x,, Yọ) com uma velocidade 
inicial y, em um ángulo de a graus 

com a horizontal. 


> X 


Um projétil alcança seu ponto mais alto quando seu componente de velocidade 
vertical é zero. Quando disparado sobre um plano horizontal, o projétil atinge o solo 
no instante em que seu componente vertical é igual a zero na Equação 5, e o alcance 
R é a distância entre a origem e o ponto de impacto. Resumimos os resultados aqui, 
os quais você é solicitado a verificar no Exercício 27. 


Altura, tempo de voo e alcance para movimento de projétilideal 


Para movimento de projétil ideal quando um objeto é lançado a partir da origem 
sobre uma superfície horizontal com módulo de velocidade inicial v, e ângulo 
de lançamento a: 


(vo sen a)? 
Altura máxima: Ymax = Tag 
g 
2vo s&n a 
Tempo de voo: t=—g 
2 
Alcance: R= S sen Za. 


Se dispararmos nosso projétil ideal a partir do ponto (x,, Yọ) em vez da origem 
(Figura 13.11), o vetor posição para a trajetória do movimento é 


ó 1 E 
r = (X + (vocosa)bi + (y + (vosena)t — læ). (7) 
conforme você será solicitado a mostrar no Exercício 29. 


Movimento de projétil com rajadas de vento 


O próximo exemplo mostra como levamos em consideração outra força agindo 
sobre um projétil, por causa de uma rajada de vento. Também assumimos que a tra- 
jetória de uma bola de beisebol no Exemplo 5 está em um plano vertical. 


EXEMPLO 5 Uma bola de beisebol é atingida quando está 3 pés acima do solo. 
Ela deixa o taco com módulo de velocidade inicial de 152 pés/s, formando um ân- 
gulo de 20° com a horizontal. No instante em que a bola é atingida, uma rajada de 
vento instantânea sopra na direção horizontal diretamente oposta à que a bola está 
tomando ao campo externo, adicionando um componente de —8,8i (pés/s) à veloci- 
dade inicial da bola (8,8 pés/s = 6 milhas/hora). 


(a) Encontre uma equação vetorial (vetor posição) para a trajetória da bola de beisebol. 
(b) Qual a altura máxima atingida pela bola e quando ela atinge essa altura? 
(c) Assumindo que a bola não é pega, encontre seu alcance e tempo de voo. 
Solução 
(a) Utilizando a Equação 3 e levando em conta a rajada de vento, a velocidade 
inicial da bola de beisebol é 
Wo = (vocosa)i + (vosena)j — 8,81 
= (152 c0s 20ºi + (152 sen 20°)j — (8,8)i 
= (152 cos20° — 8,8)i + (152 sen 20º)j. 


A posição inicial é r, = Oi + 3j. A integração de d2r/df = — gj fornece 


E = (gj + Vo. 


(b 


æ 


(c) 
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Uma segunda integração fornece 
r= -igj + vot + ro. 


Substituir os valores de v, e r na última equação fornece o vetor posição da 
bola de beisebol. 


r= -igj + Wot + ro 
= —16t% + (152cos20° — 8,8)ti + (152 sen 20°)tj + 3j 
= (152cos20° — 8,8)ti + (3 + (152 sen 20°)t — 16t?)j. 


A bola de beisebol atinge seu ponto mais alto quando o componente vertical da 
velocidade é zero ou 


9 - 152 sen 20° — 32t = 0. 


Solucionando para f, encontramos 


_ 152sen 20” 
Mi 32 


Substituir esse tempo pelo componente vertical para r fornece a altura máxima 
Ymax = 3 + (152 sen 20º)(1,62) — 16(1,62)? 
= 45,2 pés 


t = 1,625. 


Ou seja, a altura máxima da bola de beisebol é de cerca de 45,2 pés, atingida 
cerca de 1,6 segundo após ter deixado o taco. 


Para descobrir quando a bola atinge o solo, definimos o componente vertical 
para r igual a 0 e solucionamos para t: 


3 + (152 sen 20% — 162 = 0 
3 + (51,99) — 162 =0. 


Os valores da solução são de cerca de t= 3,3 s e 1=-—0,06 s. Substituindo o 
tempo positivo no componente horizontal para r, encontramos o alcance 


R = (152 cos 20º — 8,8)3,3) 
= 442 pés. 


Assim, o alcance horizontal é de cerca de 442 pés e o tempo de voo é de cerca 
de 3,3 segundos. 


Nos Exercícios 37 e 38, consideramos o movimento do projétil quando existe 


resisténcia do ar desacelerando o voo. 


Exercícios 13.2 


Integrando funções a valores vetoriais 


Avalie as integrais nos Exercícios 1-10. 


1 
1. / [t+ 7j + (t+ Dk 
0 


2. flo 6i + 3V4 - (la 


sf” 


T, 


q) 


t2 
4 
[(senbi + (1+ cost)j + (sec tk] dt 
4 


1/3 
4. / [(secttg bi + (tgt)j + (2sentcost)k] dt 
0 


4 
1. Lega 
[Hitsi deja 


6. [Gi Vela 


1 
7. / [ti + etj + kd 
0 


mi 
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In3 

s f [tti + ej + Intk] dt 
1 
7/2 

9. f [costi — sen Aj + se? tk] dt 
0 
1/4 

10. f [sæti + tg?tj — tsentk] dt 
0 


Problemas de valor inicial 


Resolva os problemas de valor inicial nos Exercícios 11-16 para r 
como uma função vetorial de t. 


11. Equacáo diferencial: a = —ti — tj — tk 


Condição inicial: r(0)=i+2j+3k 
12. Equação diferencial: a = (180i + (180t — 16t?)j 


Condição inicial: r(0) = 100j 


m . . K dr 3 1 1/28 1 —. 1 I 
13. Equação diferencial: dt > (t + D/ii+etja E 1K 
Condição inicial: r(0)=k 
14. Equação diferencial: gr = (8 + 4i + tj + 2k 
Condição inicial: r(0)=i+j 
a edo AE 3% 
15. Equação diferencial: de == 
Condições iniciais: r(0) = 100k e 
dr 6 ' 
dt leo” 8i + 8j 
a pia UE dirt k 
16. Equação diferencial: T —(i+j+ k) 
Condições iniciais: r(0)= 10i + 10j + 10k e 
dr 
E =0 
dt lt-o 


Movimento ao longo de uma reta 


17. No instante t = 0, uma partícula está localizada no ponto 
(1, 2, 3). Ela se desloca em linha reta até o ponto (4, 1, 4), 
tem módulo de velocidade 2 em (1, 2, 3) e aceleração cons- 
tante 3i — j + k. Encontre uma equação para o vetor posição 
r(t) da partícula no instante t. 


18. Uma partícula que se desloca em linha reta está localizada 
no ponto (1, —1, 2) e tem módulo de velocidade 2 no instante 
t= 0. A partícula se move em direção ao ponto (3, 0, 3) com 
aceleração constante 2i + j + k. Encontre seu vetor posição 
r(t) no instante t. 


Movimento de projétil 


Os voos de projéteis nos exercícios a seguir devem ser tratados como 
ideais, a menos que de outra forma orientado. Todos os ângulos de 
lançamento são medidos a partir da horizontal. Todos os projéteis 
são lançados a partir da origem sobre uma superfície horizontal, a 
menos que de outra forma orientado. 


19. Tempo de percurso Um projétil é disparado a uma veloci- 
dade de 840 m/s com um ângulo de 60º. Quanto tempo ele irá 
levar para atingir 21 km de distância do local de disparo? 


20. Encontrando o módulo da velocidade de saída Encontre a 
velocidade de saída de um canhão cujo alcance máximo seja 
de 24,5 km. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


Altura e tempo de voo Um projétil é disparado com uma ve- 

locidade inicial de 500 m/s com um ângulo de elevação de 45º. 

a. Quando e a que distância o projétil irá atingir o solo? 

b. Que altura a partir da superfície o projétil terá alcançado quan- 
do tiver percorrido 5 km na horizontal do ponto de lançamento? 

c. Qual é a altura do ponto mais alto alcançado pelo projétil? 


Arremessando uma bola de beisebol Uma bola de beisebol é 
lançada da arquibancada, 32 pés acima do campo, em um ângu- 
lo de 30º a partir da horizontal. Quando e quão longe a bola irá 
atingir o solo se seu módulo de velocidade inicial for de 32 pés/s? 


Lançando bolas de golfe Uma máquina no nível do solo 
dispara uma bola de golfe com um ângulo de 45º. A bola atin- 
ge o solo a 10 m de distância. 


a. Qual o módulo de velocidade inicial da bola? 


b. Para o mesmo módulo de velocidade inicial, encontre dois 
ângulos de disparo que formem um alcance de 6 m. 


Emissão de elétrons Um elétron em um tubo de TV é emitido 
horizontalmente com um módulo de velocidade de 5 x 10º m/s 
em direção à frente do tubo, a 40 cm de distância. Quanto o 
elétron cairá antes de atingir a face do tubo? 


Ángulos de tiro de alcances iguais Quais dois ángulos de 
elevação permitirão a um projétil atingir um alvo a 16 km de 
distância no mesmo nível que o canhão se o módulo de veloci- 
dade inicial do projétil for de 400 m/s? 


Alcance e altura versus módulo de velocidade 


a. Mostre que dobrar o módulo de velocidade inicial de um 
projétil em um determinado ângulo de lançamento multi- 
plica seu alcance por 4. 

b. Aproximadamente em que porcentagem você deveria au- 
mentar o módulo de velocidade inicial para dobrar sua al- 
tura e seu alcance? 


Verifique os resultados fornecidos no texto (após o Exemplo 4) 
para a altura máxima, tempo de voo e alcance para um movi- 
mento de projétil ideal. 


Bolinhas de gude em colisão A figura a seguir mostra um 
experimento com duas bolas de gude. A bola A foi lançada em 
direção à bola B com ângulo de lançamento a e módulo de ve- 
locidade inicial v}. No mesmo instante, a bola B foi derrubada a 
partir do repouso em R tg a unidades diretamente acima de um 
ponto a uma distância de R unidades de 4. As bolas colidiriam 
independentemente do valor de v,. Isso foi mera coincidência 
ou deveria mesmo ter acontecido? Justifique sua resposta. 


Atirando de (xy, y) Deduza as equações 
x= xo + (vo cos at, 
lo 
y= Yo + (vosna)t — 34 


(veja a Equação 7 no texto), resolvendo o seguinte problema 
de valor inicial para um vetor r no plano. 


Equação diferencial: FS -9) 


Condições iniciais: — r(0)=xpi+ yoj 


(o) = (vocosa)i + (vosen a)j 


30. Onde trajetórias atingem o ápice Para um projétil dispa- 
rado do solo com um ângulo de lançamento œ com módulo 
de velocidade inicial v,, considere a como uma variável e vg 
como uma constante fixa. Para cada «œ, 0 < œ < 7/2, obtemos 
uma trajetória parabólica conforme mostrado na figura a se- 
guir. Mostre que todos os pontos no plano que fornecem as 
alturas máximas dessas trajetórias parabólicas estão na elipse 


212 4 
+ a E) E. 
x Y= 4 pre 


em que x = 0. 


>< 


Elipse 


(it) 
2 max o 
Trajetória 


rd parabólica 


> x 


31. Atirando um projétil em um declive Um projétil ideal é 
lançado diretamente ao longo de um plano inclinado, confor- 
me mostrado na figura a seguir. 

a. Mostre que o maior alcance no declive é atingido quando o 
vetor velocidade inicial bissecta o ângulo AOR. 

b. Se o projétil fosse atirado em um aclive em vez de um de- 
clive, que ângulo maximizaria seu alcance? Justifique sua 
resposta. 


> 


Vertical 


O 


32. Green elevado Uma bola de golfe é atingida com um módu- 
lo de velocidade inicial de 116 pés/s em um ángulo de eleva- 
ção de 45º a partir do tee para um green (área onde fica o bura- 
co), que está elevado 45 pés acima do tee, conforme mostrado 
no diagrama. Assumindo que a bandeira, localizada a 369 pés 
de distáncia, náo esteja no caminho, onde a bola aterrissará em 
relação à bandeira? 
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34. 


35. 


36. 
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par? Bandeira 
Ê ad 
e 
eS Green! | 
# l 
Ed l 
S l 45 pés 
116 pés/s i 
45° 
Tee | | 
369 pés 
FORA DE ESCALA 
Voleibol Uma bola de voleibol é golpeada quando está 4 pés 


acima do solo e 12 pés da rede, de 6 pés de altura. A bola deixa 
o ponto de impacto com velocidade inicial de 35 pés/s com 
um ângulo de 27° e passa pelo time adversário sem ser tocada. 


a. Encontre uma equação vetorial para a trajetória da bola. 


b. Qual a altura alcançada pela bola e quando ela atinge sua 
altura máxima? 


c. Encontre seu alcance e tempo de trajetória no ar. 

d. Quando a bola está 7 pés acima do solo? A que distância 
(no solo) a bola está do ponto onde atingirá o solo? 

e. Suponha que a rede seja elevada para 8 pés. Isso muda as 
coisas? Explique. 


Lançamento de peso Em Moscou, 1987, Natalya Lisovs- 
kaya bateu o recorde mundial feminino lançando um peso de 
8 lb 13 oz a 73 pés e 10 pol. Considerando que ela tenha lan- 
çado o peso a um ângulo de 40° com a horizontal 6,5 pés aci- 
ma do solo, qual era o módulo de velocidade inicial do peso? 


Trem em miniatura A fotografia multiflash a seguir mostra 
uma miniatura de locomotiva que se move com um módulo de 
velocidade constante em um trilho reto e horizontal. Enquanto 
a locomotiva se movia, uma bola de gude foi lançada no ar por 
uma mola na chaminé da locomotiva. A bola, que continuou 
se movendo com a mesma velocidade para a frente com a lo- 
comotiva, reuniu-se com esta 1 s depois de ter sido atirada. 
Mega o ángulo da trajetória da bola com a horizontal e utilize 
as informações para descobrir a altura atingida pela bola e a 
velocidade em que a locomotiva estava se movendo. 


Atingindo uma bola de beisebol sob uma rajada de vento 
Uma bola de beisebol é rebatida quando está 2,5 pés acima do 
solo. Ela deixa o taco com velocidade inicial de 145 pés/s com 
um ângulo de lançamento de 23º. No instante em que a bola é 
atingida, uma rajada de vento instantânea sopra contra a bola, 
adicionando um componente de —14i (pés/s) à sua velocidade 
inicial. Um alambrado de 15 pés de altura está a 300 pés do 
ponto inicial da trajetória da bola no ar na direção do voo. 

a. Encontre uma equação vetorial para a trajetória da bola. 

b. Que altura a bola atinge e quando alcança sua altura máxima? 


e. Encontre o alcance e o tempo de voo da bola, considerando 
que a bola não é pega. 
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d. Quando a bola atinge 20 pés de altura? A que distância 
(medida pelo solo) a bola está do ponto inicial nessa altura? 


e. O rebatedor fez um home run? Explique. 
(Observação: se a bola passar por cima do alambrado, o 
Jogador poderá dar uma volta no campo e marcar o ponto, 
conhecido como home run.) 


Movimento de projétil com resistência linear 


A principal força que afeta o movimento de um projétil, além da 
gravidade, é a resistência do ar. Essa força retardadora é a força 
de resistência, e atua em sentido oposto à da velocidade do projé- 
til (veja a figura a seguir). Para projéteis se movendo pelo ar com 
módulos de velocidade relativamente baixos, no entanto, a força de 
resistência é (aproximadamente) proporcional ao módulo de veloci- 
dade (na primeira potência), e assim é chamada linear. 


y 
A 
Velocidade 


Forca de 
resisténcia 


Gravidade 


>X 


37. Força de resistência linear Deduza as equações 


x= —7(1- e™ cosa 
_ -kt g k —kt 
y=(1-e (sna) + at = t-e“) 


resolvendo o problema de valor inicial a seguir para um vetor 


r no plano. 
d?r ] . dr 
Equação diferencial: dê = -gj — kv = —gj — k dt 
Condições iniciais: r(0) = 0 
dr 


=| = W = (vocosa)i + (von a)j 

dt |t=0 J 
O coeficiente de resistência k é uma constante positiva que 
representa a resistência decorrente da densidade do ar, ve a 
são o módulo de velocidade inicial e o ângulo de lançamento 
do projétil, e g é a aceleração da gravidade. 


38. Atingindo uma bola de beisebol com resistência linear Con- 
sidere o problema de beisebol no Exemplo 5, em que existe uma 
resistência linear (veja o Exercício 37). Assuma um coeficiente 
de resistência k = 0,12, mas nenhuma rajada de vento. 


a. A partir do Exercício 37, encontre uma forma vetorial para 
a trajetória da bola. 


b. Que altura a bola alcança, e quando ela atinge a altura máxima? 
e. Encontre o alcance e tempo de voo da bola. 


d. Quando a bola está a 30 pés de altura? A que distância (medi- 
da pelo solo) a bola de beisebol está do rebatedor nessa altura? 


e. Um alambrado de 10 pés de altura está a 340 pés do reba- 
tedor na direção do voo da bola. O jogador do outro time 
pode pular e apanhar qualquer bola a uma altura de até 11 
pés acima do solo para impedir que ela ultrapasse o alam- 
brado. O rebatedor fez um home run? 

(Observação: se a bola passar por cima do alambrado, o 
jogador poderá dar uma volta no campo e marcar o ponto, 
conhecido como home run.) 


Teoria e exemplos 


39. Estabeleça as seguintes propriedades das funções vetoriais in- 
tegráveis. 
a. A regra da multiplicação por escalar constante: 


b b 
Í kr(t) dt = k / r(t) dt (k qualquer escala) 
a a 
A regra para negativos, 


"bh b 
J (—r(b) dt = -/ r(t) dt, 


é obtida tomando k=-1. 
b. As regras da soma e da diferença: 


b b b 
/ (r(t) E rat) dt = / ri(t) dt + / rat) dt 


c. As regras de multiplicação por vetor constante: 


b b 
I C-r(t) dt = C- il r(t) dt (qualquer vetor constante C) 
a a 
e 


b b 
/ Cxrtd=Cx f r(t) dt (qualquer vetor constante C) 
a a 


40. Produtos de funções escalares e vetoriais Suponha que a 
função escalar u(f) e a função vetorial r(t) sejam ambas defi- 
nidas paraa S t £ b. 

a. Mostre que ur é continua em [a, b] se u e r forem continuas 
em [a, b]. 

b. Se u e r forem ambos diferenciáveis em [a, b], mostre que 
ur é diferenciável em [a, b] e que 


d dr du 


de = UG + ra 


41. Antiderivadas de funções vetoriais 


a. Utilize o corolário 2 do teorema de valor médio para fun- 
ções escalares para mostrar que, se duas funções vetoriais 
R,(?) e Ry(t) têm derivadas idénticas em um intervalo Z, 
então as funções diferem por um valor vetorial constante 
por todo 7. 

b. Utilize o resultado no item (a) para mostrar que se R(t) é 
qualquer antiderivada de r(t) em Z, então qualquer outra an- 
tiderivada de r em 7 é igual a R(t) + C para qualquer vetor 
constante C. 


42. Teorema Fundamental do Cálculo O Teorema Fundamen- 
tal do Cálculo para funções escalares de uma variável real 
também é válido para funções vetoriais de uma variável real. 
Prove que essa afirmação é verdadeira utilizando o teorema 
para funções escalares para mostrar primeiro que, se uma fun- 
ção vetorial r(t) é contínua para a = t = b, então 


t 
Al r(t) dr = r(t) 


em todo ponto t de (a, b). Em seguida, utilize a conclusão no 
item (b) do Exercício 41 para mostrar que, se R é qualquer 
antiderivada de r em [a, b], então 


b 
f r(t) dt = R(b) — R(a). 


a 
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43. Atingindo uma bola de beisebol com resistência linear sob e. Um alambrado de 20 pés de altura está a 380 pés do rebatedor 
uma rajada de vento Considere novamente o problema so- na direção do voo da bola. O rebatedor fez um home run? Em 
bre beisebol no Exemplo 5. Desta vez, considere um coefi- caso afirmativo, qual alteração no componente horizontal da 
ciente de resistência de 0,08 e uma rajada de vento instantânea velocidade inicial faria a bola se manter no campo? Em caso 
que adicione um componente de —17,6i (pés/s) à velocidade negativo, qual alteração permitiria que fosse um home run? 
inicial no instante em que a bola é atingida. (Observação: se a bola passar por cima do alambrado, o 
a. Encontre uma equação vetorial para a trajetória da bola. Jogador poderá dar uma volta no campo e marcar o ponto, 


b. Que altura a bola alcança e quando atinge sua altura máxima? 
c. Encontre o alcance e o tempo de voo da bola. 


d. Quando a bola está a 35 pés de altura? A que distância (me- 
dida pelo solo) a bola está do rebatedor a essa altura? 


conhecido como home run.) 


44. Altura versus tempo Mostre que um projétil alcança três 
quartos de sua altura máxima na metade do tempo em que 
alcança sua altura máxima. 


13 3 Comprimento de arco no espaço 


Ponto-base 


FIGURA 13.12 Curvas suaves podem 
ser marcadas como retas numéricas, a 
coordenada de cada ponto sendo sua 
distância orientada ao longo da curva a 
partir de um ponto-base pré-selecionado. 


Nesta e nas duas próximas seções, estudaremos as características matemáticas 
do formato de uma curva e descreveremos a precisão de suas voltas e torções. 


Comprimento de arco ao longo de uma curva espacial 


Uma das características de curvas planas e espaciais suaves é que elas têm 
um comprimento mensurável. Isso nos permite localizar pontos ao longo dessas 
curvas fornecendo sua distância orientada s ao longo da curva a partir de algum 
ponto-base, da forma como localizamos pontos em eixos coordenados fornecendo 
sua distância orientada a partir da origem (Figura 13.12). Isso é o que fizemos para 
curvas planas na Seção 11.2. 

Para medir a distância ao longo de uma curva suave no espaço, adicionamos um 
termo z à fórmula que utilizamos para curvas no plano. 


DEFINIÇÃO O comprimento de uma curva suave r(A) = x(Di + y(0)j + z(0k, 
a=t=b, que é traçada exatamente uma vez conforme t aumenta de t = a para 


CET o 


Da mesma forma que para curvas planas, podemos calcular o comprimento de 
uma curva no espaço a partir de qualquer parametrização conveniente que satisfaça 
as condições declaradas. Omitimos a prova. 

A raiz quadrada na Equação 1 é |v|, o comprimento de um vetor velocidade dr/dt. 
Isso nos permite escrever a fórmula para comprimento de uma forma mais curta. 


Fórmula de comprimento de arco 


b 
L= [ Ividt (2) 


EXEMPLO 1 Uma asa-delta está levantando voo ao longo da hélice r(t) = (cos ñi 
+ (sen ^j + tk. Qual o comprimento da trajetória do planador entre t= 0 e t= 277? 
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FIGURA 13.13  Hélice no Exemplo 1, r(t) 


= (cos 1)i + (sen £)j + tk. 


Ponto-base 


FIGURA 13.14 Distância orientada 
ao longo da curva entre P(1,) e 
qualquer ponto P(t) é 


t 
st) = / |v(7)| dr. 
to 


Solução A trajetória durante esse tempo corresponde a uma volta completa da héli- 
ce (Figura 13.13). O comprimento dessa parte da curva é 


b 27 
L= / |v|dt = f V(=sen t)? + (cost)? + (1) dt 
a 0 


27 
= V2 dt = 277 V2 unidades de comprimento. 
0 


Esse valor é V2 vezes a circunferência do círculo no plano xy sobre o qual a 
hélice está. 


Se escolhermos o ponto-base P(t)) em uma curva suave C parametrizada por í, cada 
valor de t determina um ponto P(t) = (x(0), y(t), z(£)) em C e uma “distância orientada” 


t 
so = | Molor, 
to 


medida ao longo de C a partir do ponto-base (Figura 13.14). Essa é a função de 
comprimento de arco que definimos na Seção 11.2 para curvas planas que não pos- 
suem componente z. Se t > fọ s(t) é a distância ao longo da curva a partir de P(t,) 
até P(1). Se £< ty, s(t) é o negativo da distância. Cada valor de s determina um ponto 
em C, e este parametriza C com relação a s. Chamamos s de um parámetro de 
comprimento de arco para a curva. O valor do parámetro aumenta na direção de t 
crescente. Veremos que o parâmetro comprimento de arco é particularmente eficaz 
para investigarmos a natureza das voltas e torções de uma curva espacial. 


Parâmetro de comprimento de arco com ponto-base P(t,) 


t t 
so = | VOP HIYOP re = | und (3) 


Utilizamos a letra grega 7 (“tau”) como a variável de integração na Equação 3 
porque a letra t já é utilizada como o limite superior. 

Se uma curva r(t) já é dada em termos de algum parâmetro t e s(t) é a função de 
comprimento de arco dada pela Equação 3, então poderemos solucionar para t como 
uma função de s: t = t(s). Então a curva pode ser reparametrizada em termos de s 
substituindo por t: r = r(t(s)). A nova parametrização identifica um ponto na curva 
com sua distância orientada ao longo da curva a partir do ponto-base. 


EXEMPLO 2 Este é um exemplo para o qual podemos encontrar realmente a pa- 
rametrização por comprimento de arco de uma curva. Se £, = 0, o parámetro de 
comprimento de arco ao longo da hélice 


r(t) = (cos i + (sen Aj + tk 


de até 
dt) = f m7) dr Equacáo 3 
= [va Valor do Exemplo 1 
RN DE 


A resolução dessa equação para t dá t = sIV2.A substituição no vetor posição 
r fornece a seguinte parametrização por comprimento de arco para a hélice: 


r(t(s)) = [5 + (53) + JK 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 
Josiah Willard Gibbs 


(1839-1903) 


>N 


FIGURA 13.15 Encontramos o vetor 
tangente unitário T dividindo v por |v]. 


FIGURA 13.16 Movimento em sentido 
anti-horário ao redor do círculo unitário. 
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Diferentemente do Exemplo 2, a parametrização por comprimento de arco é 
geralmente difícil de ser encontrada na forma analítica para uma curva já dada em 
termos de algum outro parâmetro t. Por sorte, no entanto, raramente precisamos de 
uma fórmula exata para s(t) ou seu inverso t(s). 


Rapidez em uma curva suave 


Uma vez que as derivadas dentro do radical na Equação 3 são contínuas (a 
curva é suave), o Teorema Fundamental do Cálculo nos diz que s é uma função 
diferenciável de t com derivada 


$ = vl. (4 


A Equação 4 diz que o módulo de velocidade com o qual uma partícula se move 
ao longo de sua trajetória é a magnitude de v, consistente com o que sabemos. 

Embora o ponto-base P(t,) desempenhe um papel na definição de s na Equação 
3, ele não desempenha nenhum papel na Equação 4. A taxa na qual uma partícula 
em movimento cobre uma distância ao longo de sua trajetória é independente da 
distância que ela está do ponto-base. 

Observe que ds/dt > 0 uma vez que, por definição, |v| nunca é zero para uma 
curva suave. Vemos novamente que s é uma função crescente de t. 


Vetor tangente unitário 


Já sabemos que o vetor velocidade v = dr/dt é tangente à curva r(t) e que o vetor 


=” 
[vi 


é, portanto, um vetor tangente unitário à curva (suave), chamada de vetor tangente 
unitário (Figura 13.15). O vetor tangente unitário T é uma função diferenciável de 
t sempre que v é uma função diferenciável de t. Conforme veremos na Seção 13.5, 
T é um dentre três vetores unitários em um referencial móvel que é utilizado para 
descrever o movimento de objetos deslocando-se em três dimensões. 


EXEMPLO 3 Encontre o vetor tangente unitário da curva 
r( = (3 cos fi + (3 sen Hj + Pk. 
representando a trajetória da asa-delta no Exemplo 3, Seção 13.2. 


Solução Naquele exemplo, encontramos 


v= E = (3senbi + (3cosbj + 2tk 
e 
Iv] = V9 + 42, 
Sendo assim, 
T=4 3sent . 3cost . de 2t 


= i+ j k. 
|v] Vo+4?  Vg+4t? V+ at? 


Para o movimento em sentido anti-horário 
r(t) = (cos t) i + (sen £)j 
ao redor do círculo unitário, vemos que 
v= (=sen ñi + (cos £)j 


já é um vetor unitário, portanto T = v (Figura 13.16). 
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O vetor velocidade é a variação no vetor posição r com relação ao tempo t, 
mas como o vetor posição muda em relação ao comprimento de arco? Mais precisa- 
mente, qual é a derivada dr/ds? Uma vez que ds/dt > 0 para as curvas que estamos 
considerando, s é injetora e possui um inverso que fornece t como uma função dife- 


renciável de s (Seção 3.8). A derivada da inversa é 


dt 1 _ 1 
ds ds/dt jv] 


Isso faz com que r seja uma função diferenciável de s, cuja derivada pode ser 
calculada com a regra da cadeia, como sendo 


dr _ dr dt 1 v 
d = d ds ~ Mv © yo T (5) 


Essa equação nos dá dr/ds como o vetor tangente unitário na direção do vetor 
velocidade v (Figura 13.15). 


Exercícios 13.3 


Encontrando vetores tangentes e comprimentos 
Nos Exercícios 1-8, encontre o vetor tangente unitário da curva. En- 
contre também o comprimento da parte indicada da curva. 
1. r( = (2cost)i + (2sn j + V5tk 0< t< r 
r(t) = (6 sen 2i + (6 cos 20) + 5tk, 0=i=7 
r()=1+(Q/34k, 0=f1=<8 
r(0)=Q+0i-((+1)j+1k, 0=1=3 
r(A = (cos? Aj + (sen? Ak, 0=+t=7/2 
r() =6Pi-2fPj-3Pk, 1<t=2 
r(t) = (tcostji + (tsntj+ (2V2/3)9k, 0=t= 7 
r(t) = (tsent + costji + (tcost— snbj, W2=<t=< 2 


AAN CES CS 


Encontre o ponto na curva 
r(t) = (5 sen fi + (5 cos Aj + 12tk 
a uma distância de 267r unidades ao longo da curva a partir do 


ponto (0, 5, 0) na direção do comprimento de arco crescente. 


10. Encontre o ponto na curva 
r(t) = (12 sen fi — (12 cos Dj + 5tk 


a uma distância de 137 unidades ao longo da curva a partir do 
ponto (0, —12, 0) na direção oposta à do comprimento de arco 
crescente. 


Parâmetro de comprimento de arco 


Nos Exercícios 11-14, encontre o parâmetro de comprimento de 
arco ao longo da curva a partir do ponto em que t = 0, avaliando 
a integral 


t 
s= f |v(z)| dr 
Jo 


da Equação 3. Em seguida, encontre o comprimento da parte indi- 
cada da curva. 


11. r(A) = (4 cos fi + (4 sen Aj + 3tk, 0O=t=7/2 

12. r(1)= (cos t+ £ sen fji + (sen t- t cos Àj, T/2=t=7T7 
13. r(A = (e' cos Ni + (e' sen 1)j+e'k, In4=t1=0 

14. r(ġ=(1+2i+ (1+30j+(6-61k, -I=t=0 


Teoria e exemplos 


15. Comprimento de arco Encontre o comprimento da curva 


r = (V2)i+ (V2)j + (1- )k 
de(0, 0, 1) a(W2, V2, 0). 


16. Comprimento da hélice O comprimento 27 V2 da volta 
da hélice no Exemplo 1 também é o comprimento da diagonal 
de um quadrado com 27% unidades de lado. Mostre como obter 
esse quadrado cortando e aplainando uma parte do cilindro ao 
redor do qual a hélice gira. 

17. Elipse 
a. Mostre que a curva r(t) = (cos fi + (sen £)j + (1 — cos Dk, 

0 <= 1=<=2r, é uma elipse, mostrando que é a interseção de 
um cilindro circular reto e um plano. Encontre equacóes 
para o cilindro e o plano. 


b. Esboce a elipse sobre o cilindro. Adicione os vetores tan- 
gentes unitários em t= 0, 7/2, m e 37/2 ao seu esboço. 


c. Mostre que o vetor aceleração sempre está paralelo ao pla- 
no (ortogonal a um vetor normal ao plano). Assim, se vocé 
desenhar a aceleração como um vetor pregado na elipse, ela 
estará no plano da elipse. Adicione os vetores aceleração 
para t= 0, 7/2, 7 e 37/2 ao seu esboço. 

d. Escreva uma integral para o comprimento da elipse. Não 
tente avaliar a integral; ela é não elementar. 

Ke. Integrador numérico Estime o comprimento da elipse 
com duas casas decimais. 

18. Comprimento é independente da parametrização Para 
ilustrar que o comprimento de uma curva espacial suave não 
depende da parametrização utilizada para computá-lo, calcule 
o comprimento de uma volta da hélice no Exemplo 1 com as 
seguintes parametrizações. 

a. r(t) = (cos 41)i + (sen 41)j + 4tk, 0=t=7/2 

b. r(1)= [cos (1/2)]i + [sen (1/2)]j + (1/2)k, 0=t=47 

e. r()=(costi-(sen)j-tk, —27=1=0 
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19. Involuta de um círculo Se uma linha enrolada ao redor de 20. (Continuação do Exercício 19.) Encontre o vetor tangente uni- 


um círculo fixo for desenrolada enquanto é mantida esticada tário à involuta do círculo no ponto P(x, y). 

no plano do círculo, sua extremidade P traça uma involuta do 21, Distância ao longo de uma reta Mostre que, se u é um vetor 
círculo. Na figura a seguir, o círculo em questão é o círculo unitário, então o parâmetro de comprimento de arco ao longo 
x? +y? = 1, e o ponto do traçado inicia em (1, 0). A parte desen- da reta r(1) =P, + tu a partir do ponto P¿(%, Y» Zo), em que 1=0, 
rolada da linha é tangente ao círculo em O, e t é a medida em é o próprio t. 


radianos do ángulo a partir do eixo x positivo ao segmento OQ. 


Ee 22. Utilize a regra de Simpson com n = 10 para aproximar o com- 
Deduza as equações paramétricas 


primento do arco de r(t) = ti + ĉj + ÊK a partir da origem ao 
x=cost+tsent, y=sent-tcost, t>0 ponto (2, 4, 8). 


do ponto P(x, y) para a involuta. 


13 4 Curvatura e vetores normais de uma curva 
o 


Nesta seção, estudaremos como uma curva gira ou dobra. Observamos primei- 
ro as curvas no plano coordenado e, em seguida, as curvas no espaço. 


Curvatura de uma curva plana 


Conforme uma partícula se move ao longo de uma curva suave no plano, T = 
dr/ds vira conforme a curva dobra. Uma vez que T é um vetor unitário, seu com- 
primento permanece constante e somente sua diregáo muda, conforme a partícula 
se move ao longo da curva. A taxa na qual T vira por unidade de comprimento ao 
longo da curva é chamada de curvatura (Figura 13.17). O símbolo tradicional para 
a função curvatura é a letra grega x (“kappa”). 


DEFINIÇÃO Se T é o vetor unitário de uma curva suave, a função curvatura 


FIGURA 13.17 Conforme P se move ao E 
da curva é 


longo da curva na diregáo do comprimento 
de arco crescente, o vetor tangente unitário dT 
vira. O valor de |d'T/ds| em P é chamado 

de curvatura da curva em P. 


Se |d'T/ds| é grande, T vira agudamente conforme a partícula passa por P, e a 
curvatura em P é grande. Se |d'T/ds| é próximo de zero, T vira mais lentamente e a 
curvatura em P é menor. 
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Se uma curva suave r(t) já é dada em termos de algum parâmetro f exceto o 
parâmetro de comprimento de arco s, podemos calcular a curvatura como 


K= A = Te Regra da cade a 
Elia E 
ds/dt| | dt 
- A |dT ds _ 
vila æ TMI 


Fórmula para o cálculo da curvatura 


Se r(t) é uma curva suave, então a curvatura é 


«1 [ar 
ME 


em que T = v/ v | é o vetor tangente unitário. 


' (1) 


Testando a definição, vemos nos Exemplos 1 e 2 abaixo que a curvatura é cons- 
tante para linhas retas e círculos. 


EXEMPLO 1 Uma linha reta é parametrizada por r(t) = C + ty para os vetores 
constantes C e v. Assim, r'(t) = v e o vetor tangente unitário T = v/|v| é um vetor 
constante que sempre aponta na mesma direção e possui derivada 0 (Figura 13.18). 
Segue que, para qualquer valor do parâmetro t, a curvatura da linha reta é 


_1|dT|_ 1 
“= F| jvj 10! = O 


EXEMPLO 2 Aqui, encontramos a curvatura de um círculo. Começamos com a 


FIGURA 13.18 Ao longo de uma linha parametrização 


reta, T sempre aponta na mesma direção. 
A curvatura |d T/ds| é zero (Exemplo 1). . 
| | ( plo.1) r(t) = (a cos t)i + (a sen Dj 


de um círculo de raio a. Então, 


v= dr = —(asen t)i + (acos tj 


Uma vez que a > O, 


Iv| = V(-asent)? + (acos? = Va? = |a| = a. isa 


A partir disso, descobrimos que 


T-Y 


(vi = —(senti + (cost) 


a = —(costi — (sn 


E = VcosSt + sert= 1. 


Consequentemente, para qualquer valor do parámetro t, a curvatura do círculo é 


1 |dT 1 1 1 
“ua =a =a > mao 


K 


Ainda que a fórmula para o cálculo de k na Equação 1 também seja válida para 
curvas espaciais, na próxima seção encontraremos uma fórmula computacional que 
é geralmente mais conveniente de ser aplicada. 


T 
P, P3 
S 
Bjo Neia 


FIGURA 13.19 O vetor dT/ds, normal à 
curva, sempre aponta na direção na qual T 
está virando. O vetor normal unitário N 

é o versor de dT/ds. 
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Entre os vetores ortogonais ao vetor tangente unitário, T é um de significância 
particular, porque aponta na direção na qual a curva está virando. Uma vez que T 
possui comprimento constante (ou seja, 1), a derivada d'T/ds é ortogonal a T (Equa- 
ção 4, Seção 13.1). Portanto, se dividirmos d'T/ds por seu comprimento K, obtemos 
um vetor unitário N ortogonal a T (Figura 13.19). 


DEFINIÇÃO Em um ponto em que x 0, o vetor normal unitário principal 
para uma curva suave no plano é 


O vetor d'T/ds aponta na direção na qual T vira conforme a curva dobra. Por- 
tanto, se olharmos na direção do comprimento de arco crescente, o vetor dT/ds 
aponta para a direita, se T virar em sentido horário, e para a esquerda, se T virar em 
sentido anti-horário. Em outras palavras, o vetor normal principal N irá apontar na 
direção do lado côncavo da curva (Figura 13.19). 

Se uma curva lisa r(t) é sempre dada em termos de algum parâmetro t exceto 
o parâmetro de comprimento de arco s, podemos utilizar a regra da cadeia para 
calcular N diretamente: 


_ dT/œ&s 

- |dT/os| 
(AT/dt (dd) 
| dT/ct]|dt/ds 


_ dT/d de 1 
=[dT/at]' e ga Vaen 


Essa fórmula nos permite encontrar N sem precisarmos encontrar k e s primeiro. 


Fórmula para o cálculo de N 
Se r(t) é uma curva suave, então o vetor normal unitário principal é 
_ dT/d 
— [dT/&}' $ 


em que T = v/|v| é o vetor tangente unitário. 


EXEMPLO 3 Encontre T e N para o movimento circular 


r(t) = (cos 2£)i + (sen 2£)j. 
Solução Primeiro encontramos T: 
v= -(2sen 20)i + (2cos 2b)j 
|v| = V4se? 2t + 4005? 2t = 2 


T= ivj = —(sen2bi + (cos 20j. 


A partir disso, descobrimos que 


a = —(2cos2ġi — (2 sen 2j 


E = V4cos? 2t + 4s? 2t = 2 
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Círculo de 
curvatura 


Centro de 


curvatura 
e 


Curva 
Raio de 
curvatura 


FIGURA 13.20 O círculo osculador em 
P(x, y) está no lado interno da curva. 


Círculo 
osculador E 


> X 


FIGURA 13.21 Círculo osculador para a 
parábola y = x? na origem (Exemplo 4). 


“ara 
 |aT/at| 
= —(cos2bi — (sen 2t)j. — Equação? 


Observe que T - N = 0, verificando que N é ortogonal a T. Observe também 
que, para o movimento circular aqui, N aponta de r(f) em direção ao centro do cír- 
culo na origem. 

Círculo de curvatura para curvas planas 


O círculo de curvatura, ou círculo osculador, em um ponto P em uma curva 
plana em que k = 0 é o círculo no plano da curva que 


1. é tangente à curva em P (possui a mesma reta tangente que a curva possui); 
2. possui a mesma curvatura que a curva possui em P; 
3. está na direção do lado côncavo ou interno da curva (como na Figura 13.20). 


O raio de curvatura da curva em P é o raio do círculo de curvatura, o qual, de 
acordo com o Exemplo 2, é 


Raio de curvatura = p = 2 


Para encontrarmos p, determinamos k e calculamos a recíproca. O centro de 
curvatura da curva em P é o centro do círculo de curvatura. 


EXEMPLO 4 Encontre e desenhe o círculo osculador da parábola y = x? na origem. 


Solução Parametrizamos a parábola utilizando o parámetro t = x (Seção 11.1, 
Exemplo 5) 


r(0y)= t+ fj. 


Primeiro encontramos a curvatura da parábola na origem, utilizando a Equação 1: 


de forma que 


T= ivi = (14 491% + 241 + 4t2) V3j, 


A partir disso, descobrimos que 


= 41 + 4279 + [21 + 48% - 821 + 48) 93 
Na origem, t = 0, portanto a curvatura é 
- 1 jar a 
= Ee Oi + 2j 


vi 
(DV + 2= 2, 


Portanto, o raio de curvatura é 1/k= 1/2. Na origem, temos t=0 e T =i, logo N=j. 
Sendo assim, o centro do círculo é (0, 1/2). A equação do circulo osculador é, então, 


2 2 
0-0 (0-3) = (3) 


Podemos ver a partir da Figura 13.21 que o círculo osculador é uma melhor apro- 
ximação para a parábola na origem que a aproximação da reta tangente y = 0. 
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z Curvatura e vetores normais para curvas espaciais 


Se uma curva suave no espaço é especificada pelo vetor posição r(f) como uma 


definida como sendo 


o vetor normal unitário principal como sendo 


1dT _ dT/dt 
Kd |dT/dt]’ 


N = 


EXEMPLO 5 Encontre a curvatura para a hélice (Figura 13.22) 


FIGURA 13.22 Hélice r(t) = (a cos fi r(f)=(acosfi+(asendj+bk, a,b=0, a@ +b #0. 
+ (a sen ?)j + btk, desenhada com a e b 
positivos e += 0 (Exemplo 5). Solução Calculamos T a partir do vetor velocidade v: 


v= —(asenbi + (acost)j + bk 


|v| = Va?sen?t + a?os t+ b? = Va? + b? 


v 1 


MT Vare 


Então, utilizando a Equação 3, 


T = 


[-(asnt)i + (acost)j + bk]. 


<- Adr 
[vi | dt 
1 1 E a 
= [-(acosti — (asendj] 
va? + b? | ya? + b? i 
2 a io ; 
Rm p? | (costi — (sent)j| 
= al, 2 2_a 
2 pê NVcost)? + (sent) o 


função de algum parâmetro f, e se sé o parâmetro de comprimento de arco da curva, 
então o vetor tangente unitário T é dr/ds = v/|v|. A curvatura no espaço é, portanto, 


da mesma forma que para curvas planas. O vetor dT/ds é ortogonal a T e definimos 


A partir dessa equação, vemos que um aumento de b para um a fixo diminui a 


curvatura. Diminuir a para um b fixo acaba diminuindo a curvatura também. 


Se b = 0, a hélice se reduz para um círculo de raio a, e sua curvatura se reduz 
para 1/a, como deve ser. Se a = 0, a hélice se torna o eixo z, e sua curvatura se reduz 


para 0, novamente como deve ser. 


EXEMPLO 6 Encontre N para a hélice no Exemplo 5 e descreva como o vetor está 


apontando. 


Solução Temos 


dT 1 : E 
dE O “dre a + (asen bj] Exemplo 5 
E 1 arcos TEAR? a 
= af cost + af senf t = — == 
| dl var VET 
dT/dt 
= l Equação 4 
| aT/at| 


Val + bê, 1 
a Va? + b? 


= —(cos t)i — (sen Bj. 


[(acos bi + (asen Bj] 


Assim, N é paralelo ao plano xy e sempre aponta na direção do eixo z. 
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Exercícios 13.4 


Curvas planas 


Encontre T, N e x para as curvas planas nos Exercícios 1-4. 


1. r()=tit(Incosdj, —72<t<1/2 

2. r(A = (In sec Ai + tj, -m/2<t<qm/2 

3. r()=Qt+3)i+ (5 -2P)j 

4. r(t)= (cos t+ t sen f)i+(sent—-tcos f)j, 1>0 

5. Fórmula para a curvatura do gráfico de uma funcáo no 


plano xy 

a. O gráfico y = f(x) no plano xy automaticamente possui a 
parametrização x = x, y = f(x), e a fórmula vetorial r(x) = 
xi + f(x)j. Utilize essa fórmula para mostrar que se f é uma 
função duas vezes diferenciável de x, então 


[709] 
[1+ 400792 


K(X) = 


b. Utilize a fórmula para k no item (a) para encontrar a cur- 
vatura de y = In (cos x), —7/2 < x < 7/2. Compare sua 
resposta com a do Exercício 1. 


e. Mostre que a curvatura é zero em um ponto de inflexão. 


6. Fórmula para a curvatura de uma curva plana parame- 
trizada 


a. Mostre que a curvatura de uma curva suave r(t) = f(Di+ g(Dj 
definida pelas funções duas vezes diferenciáveis x = f(t) e 
y= g(t) é dada pela fórmula 


o ICE 
Ge + y2Y2 ` 
Os pontos na fórmula denotam diferenciação com relação a t, 


uma derivada para cada ponto. Aplique a fórmula para encon- 
trar as curvaturas das seguintes curvas. 


b. r(A = ti + (ln sen Aj, 0<t< r 
c. r() = [tg! (senh fi + (In cosh Dj. 
7. Normais a curvas planas 


a. Mostre que n( = -g (Di + f(Dj e -n(A = e (Di — f'(1)j são 
ambos normais à curva r(t) = f(f)i + g()j no ponto (f(?), g(t)). 


Para obtermos N para uma curva plana em particular, pode- 
mos escolher n ou —n do item (a), que aponta na direção do 
lado côncavo da curva, e torná-lo um vetor unitário. (Veja a 
Figura 13.19.) Aplique esse método para encontrar N para as 
curvas a seguir. 

b. r()= + ej 

e r(t) = V4- t?i + tj, 


8. (Continuação do Exercício 7.) 


2=t<2 


a. Utilize o método do Exercício 7 para encontrar N para a 
curva r(t) = ti + (1/3)4j quando t < 0; idem, quando t > 0. 


b. Calcule N para t O diretamente de T utilizando a Equação 
4 para a curva no item (a). N existe em t = 0? Desenhe a 
curva e explique o que está acontecendo a N conforme t 
passa de valores negativos para positivos. 


Curvas espaciais 
Encontre T, N e x para as curvas espaciais nos Exercícios 9-16. 
9. r(t) = (3 sen i+ (3 cos £)j + 4tk 
10. r(t)=(cost+tsen fji + (sent—t cos Dj + 3k 


11. r(A = (e' cos i+ (el sen fj + 2k 
12. r(A = (6 sen 26)i + (6 cos 21)j + 5tk 


13. r(O)=(PBi+A(PD 1>0 
14. r() = (cos? Ni + (sen? Dj, 0<t<1/2 
15. r(t)= ti + (a cosh (t/a))j, a>0 


16. r(t) = (cosh ñi — (senh 1)j + tk 
Mais sobre curvatura 


17. Mostre que a parábola y = ax?, a # 0, tem sua maior curvatura 
em seu vértice e náo possui curvatura mínima. (Vota: uma vez 
que a curvatura de uma curva permanece a mesma se a curva é 
trasladada ou girada, esse resultado é verdadeiro para qualquer 
parábola.) 

18. Mostre que a elipse x= a cos t, y = b sen t, a > b > 0, tem sua 
curvatura maior em seu eixo maior e sua curvatura menor em 
seu eixo menor. (Como no Exercício 17, o mesmo é verdadei- 
ro para qualquer elipse.) 


19. Maximizando a curvatura de uma hélice No Exemplo 5, 
encontramos a curvatura da hélice r(t) = (a cos ñi + (a sen Dj 
+ btk (a, b = 0) como sendo « = a/(a? + b?). Qual é o maior 
valor x que podemos ter para um valor determinado de b? Jus- 
tifique sua resposta. 

20. Curvatura total Encontramos a curvatura total da parte de 
uma curva suave que vai de s = sọ a s = s4 > sọ integrando « de 
Sọ a s}. Se a curva possui outro parámetro, digamos f, então a 
curvatura total é 


Sı t ds t 
k= [ra= [Ga [ k| v| dt, 
So to to 


em que 4, e +, correspondem a sọ e s,. Encontre as curvaturas 
totais da 

a. parte da hélice r(t) = (3 cos ^i + (3 sen ^j + tk, 0=1<47. 
b. parábola y = x?, -o0<x < œ. 

21. Encontre uma equação para o círculo de curvatura da curva 
r(t) = ti + (sen £)j no ponto (7/2, 1). (A curva parametriza o 
gráfico de y = sen x no plano xy.) 

22. Encontre uma equação para o círculo de curvatura da curva 
r0=(2Indi-[t+ (1/8]j, e? 5 t = eè, no ponto (0, -2), em 
quet=1. 


A fórmula 


1$"09] 
[1 + (8109292 


K(X) = 


deduzida do Exercício 5, expressa a curvatura k(x) de uma curva 
plana duas vezes diferenciável y = f(x) como uma função de x. En- 
contre a função de curvatura de cada uma das curvas nos Exercícios 
23-26. Em seguida, desenhe f(x) com k(x) sobre o intervalo dado. 
Você encontrará algumas surpresas. 


23. y=x, 2=x=<2 25. y=senx, 0=x=21 
24. y=x 4, 2=x=2 26. y=e, -l=sx=2 
USO DO COMPUTADOR 


Nos Exercícios 27-34 você utilizará um SAC para explorar o círculo 
osculador no ponto P em uma curva plana em que x 0. Utilize um 
SAC para realizar as etapas a seguir: 


a. Represente graficamente a curva dada em forma paramé- 
trica ou de função sobre o intervalo especificado para ver 
como ela se parece. 


b. Calcule a curvatura k da curva no valor dado 1, utilizando a 
fórmula apropriada do Exercício 5 ou 6. Utilize a parame- 
trização x = t e y = f(t) se a curva é dada como uma função 
y= f(x). 

c. Encontre o vetor normal unitário N em fọ. Observe que os 
sinais dos componentes de N dependem do vetor tangente 
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27. 
28. 
29. 
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e. Represente graficamente a equação implícita (x — ay? + 
(y -bP = 1/x? do círculo osculador. Em seguida, represen- 
te graficamente a curva e o círculo osculador juntos. Você 
pode precisar experimentar com o tamanho da janela de vi- 
sualização, mas se certifique de que ela seja um quadrado. 

r() = (3 cos Ai + (5 sen j, 0=t=27, ty =T/4 

r(A = (cos? Hi + (sen? dj, 0=1=2m7, 1 =T/4 

r() =Pi+(4-30j, 4S<1<4, 


to 
£,= 3/5 


unitário T virar em sentido horário ou anti-horário em t = 30. r(t) = (t? — 2t? — bi 4 3 5). 2=t=5 t= 
to: (Veja o Exercício 7.) VI+t 
d. Se C = ai + bj é o vetor da origem ao centro (a, b) do 31. r()=(2i-sendi+(2-2cosDj, 0=1=31, 1,=311/2 
círculo osculador, encontre o centro C a partir da equação 32. r(1)=(e" cos t)i + (e” sen f)j, 0=t+t=67, 1,=71/4 
vetorial 33. y=7)-x, 2=<x<5, x=1 
C= r(to) + qg Mo). 34. y=2(1=0%, «less? mp 
K 


O ponto P(x} Yọ) sobre a curva é dado pelo vetor posição r(t). 


FIGURA 13.23  Triedro TNB de 
vetores unitários mutuamente ortogonais 
deslocando-se ao longo de uma curva 
no espaço. 


FIGURA 13.24 Os vetores T, Ne B 
(nessa ordem) formam um sistema 
positivo de vetores unitários mutuamente 
ortogonais no espaço. 


Componentes normale tangencial da aceleração 


Se você está se movendo ao longo de uma curva espacial, o sistema de coordenadas 
cartesianas i, j e k usado para representar os vetores descrevendo seu movimento não 
é verdadeiramente relevante para você. O que é significativo, por outro lado, são os 
vetores que representam a direção para a frente (o vetor tangente unitário T), a direção 
na qual sua trajetória está virando (o vetor normal unitário N) e a tendência do seu 
movimento de “torcer” para fora do plano criado por esses vetores na direção perpendi- 
cular a esse plano (definido pelo vetor binormal unitário B= T X N). Expressar o vetor 
aceleração ao longo da curva como uma combinação linear desse triedro TNB de veto- 
res unitários mutuamente ortogonais deslocando-se com o movimento (Figura 13.23) é 
particularmente revelador da natureza da trajetória e do movimento ao longo da curva. 


Triedro TNB 


O vetor binormal de uma curva no espaço é B = T X N, um vetor unitário orto- 
gonal tanto a T quanto a N (Figura 13.24). Juntos, T, N e B definem um sistema de 
coordenadas positivo em movimento que desempenha uma função significativa no 
cálculo das trajetórias de partículas que se movem pelo espaço. É chamado triedro 
de Frenet (Jean-Frédéric Frenet, 1816-1900), ou o triedro TNB. 


Componentes normal e tangencial da aceleração 


Quando um objeto é acelerado pela gravidade, freios ou uma combinação de 
motores de foguete, geralmente desejamos saber quanto da aceleração atua na dire- 
ção do movimento, na direção tangencial T. Podemos calcular esse valor utilizando 
a regra da cadeia para reescrevermos v como 


dr _ dr ds ds 


VE de” ds dt a 
Entáo diferenciamos as extremidades dessa sequéncia de igualdades para obtermos 
dv d ds ds ds dT 
as STE) - der t ad 
ds ds / dT ds dis ds ds dT 
- dsr + (TE) -der Ea) E kN 


dês ds Y 
= de + ($) N. 
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FIGURA 13.25 Componentes tangencial 
e normal de aceleração. A aceleração 

a sempre está no plano de Te N, 
ortogonal a B. 


FIGURA 13.26 Componentes tangencial 
e normal da aceleracáo de um objeto que 
está aumentando sua velocidade conforme 
se move em sentido anti-horário ao redor 
de um círculo de raio p. 


DEFINIÇÃO Se o vetor aceleração é escrito como 


a=aT+aN, (1) 
então 
ds_ d ds)? 
aaa e a = ($) = k|v|? (2) 


são os componentes escalares tangencial e normal da aceleração. 


Observe que o vetor binormal B não aparece na Equação 1. Não importa como 
a trajetória do objeto em movimento que estamos observando pode parecer torcer 
e virar no espaço, a aceleração a sempre está no plano de T e N ortogonal a B. A 
equação também nos diz exatamente quanto da aceleração ocorre tangente ao mo- 
vimento (d?2s/dt?) e quanto ocorre normal ao movimento [x(ds/df)?] (Figura 13.25). 

Quais informações podemos descobrir a partir das Equações 2? Por definição, 
a aceleração a é a taxa de variação da velocidade v, e, em geral, tanto o compri- 
mento quanto a direção de v variam conforme um objeto se move ao longo de sua 
trajetória. O componente tangencial da aceleração a, mede a taxa de variação do 
comprimento de v (ou seja, a variação no módulo da velocidade). O componente 
normal de aceleração a, mede a taxa de variação do versor de v. 

Observe que o componente escalar normal da aceleração é a curvatura vezes 
o quadrado do módulo da velocidade. Isso explica por que devemos nos segurar 
quando o carro faz uma curva acentuada (k grande) em alta velocidade (|v| grande). 
Se você dobrar a velocidade do seu carro, terá quatro vezes o componente normal 
de aceleração para a mesma curvatura. 

Se um objeto se move em um círculo a uma velocidade constante, d?s/dt? é 
zero e toda a aceleração aponta ao longo de N em direção ao centro do círculo. Se 
um objeto está acelerando ou reduzindo sua velocidade, a possui um componente 
tangencial diferente de zero (Figura 13.26). 

Para calcular ay, geralmente utilizamos a fórmula an = Vlaj? — ay”, que 
vem da equação |a? =a a= ay + da para ay. Com essa fórmula, podemos encon- 
trar ay sem termos de calcular k primeiro. 


Fórmula para calcular o componente normal da aceleracáo 


an = Vial? — ar? (3) 


EXEMPLO 1 Sem encontrar T e N, escreva a aceleração do movimento 


r(t) = (cos t+ t sen £i + (sen t — t cos f)j, 1>0 
na forma a = aT + aN. (A trajetória do movimento é a involuta do círculo na 


Figura 13.27. Veja também a Seção 13.3, Exercício 19.) 


Solução Utilizamos a primeira das Equações 2 para encontrar a: 


v= Si =(-sent + sent + tcost)i + (cost — cost +tsent)j 


(tcosbi + (tsenb)] 


VPost+ ts1?t= Vt =|t|= t t>0 


|v] 


ar d iy do I; Equação 2 


FIGURA 13.27 Componentes tangencial e 
normal da aceleração do movimento 

r(t) = (cos t+ t sen ñi + (sen t — t cos ñj, 
para t> 0. Se uma linha enrolada ao redor 
de um círculo fixo é desenrolada enquanto 
é mantida esticada no plano do círculo, 
sua extremidade P traça uma involuta do 
círculo (Exemplo 1). 


Binormal 
Plano 


retificador Plano normal 


o Normal 
principal 


-<L 


A 


T Plano osculador 
Tangente unitário 


FIGURA 13.28 Nomes dos três planos 
determinados por T, N e B. 
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Conhecendo a, utilizamos a Equação 3 para encontrar ay: 
a= (cost —tsent)i + (sent + tcost)j 
la? =t? + 1 
VE +D- (1) = VE =t. 
Em seguida, utilizamos a Equação 1 para encontrar a: 


a=a/T+aN=(DT+(ON=T+HAN. 


Depois de alguns 
cálculos algébricos 


an 


Torção 


Como dB/ds se comporta em relação a T, N e B? A partir da regra para diferen- 
ciação do produto vetorial, temos 


dB AT xN) qT dN 
E E EX N+TX 5 


Uma vez que N é a direção de dT/ds, (dT/ds) x N=0 e 


dB dN dN 
“ds a TX ag 


=0+Tx 


A partir disso, vemos que dB/ds é ortogonal a T, uma vez que o produto veto- 
rial é ortogonal a seus fatores. 

Como dB/ds também é ortogonal a B (este último tem comprimento constan- 
te), segue que dB/ds é ortogonal ao plano de B e T. Em outras palavras, dB/ds é 
paralelo a N, de forma que dB/ds é um múltiplo escalar de N. Em símbolos, 


dB 
“ds A N. 

O sinal negativo nessa equação é tradicional. O 7 escalar é denominado torção 
ao longo da curva. Observe que 


dB 


a Ne 


TN-N = —(1) = ~r. 


Utilizamos essa equação para nossa próxima definição. 


DEFINIÇÃO Seja B= T X N. A função torção de uma curva suave é 


r=- Bon (4) 


Diferentemente da curvatura x, que nunca é negativa, a torção 7 pode ser posi- 
tiva, negativa ou zero. 

Os três planos determinados por T, N e B são denominados e exibidos na Figu- 
ra 13.28. A curvatura K = |d T/ds| pode ser considerada a taxa na qual o plano normal 
vira conforme o ponto P se move ao longo de sua trajetória. De maneira semelhante, 
a torção T = (dB/ds) : N é a taxa na qual o plano osculador vira em torno de T 
conforme P se move ao longo da curva. A torção mede o quanto a curva se torce. 

Observe a Figura 13.29. Se P é um trem subindo um percurso sinuoso, a taxa 
na qual o farol dianteiro vira de um lado para o outro por unidade de distância é a 
curvatura do percurso. A taxa na qual a locomotiva tende a torcer para fora do plano 
formado por T e N é a torção. Em um curso mais avançado pode ser mostrado que 
uma curva espacial é uma hélice se, e somente se, ela tiver curvatura não nula cons- 
tante e torção não nula constante. 
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Torção ds 
em P é (dB/ds)-N. 


Curvatura em P é 


s aumenta 


FIGURA 13.29 Todo corpo em movimento se desloca com um triedro 
TNB que caracteriza a geometria de sua trajetória de movimento. 


Fórmulas computacionais 


A fórmula mais amplamente utilizada para torção, derivada em textos mais 
avançados, é 


(sevx az 0). (5) 


Os pontos na Equação 5 denotam diferenciação com relação a t, uma derivada 
para cada ponto. Assim, x (“x ponto”) significa dx/dt; x (“x dois pontos”) significa 
Pxld?; e X (“x três pontos”) significa dx/d??. De maneira semelhante, y = dy/dt, e 
assim por diante. 

Existe também uma fórmula fácil de ser utilizada para curvatura, conforme 
dado no resumo a seguir (veja o Exercício 21). 


Fórmulas de computação para curvas no espaço 


Vetor tangente unitário: T= ij 
A a gado pes O 
etor normal unitario principal: = | dT J dt 
Vetor binormal: B=TxN 
dT| _ |vxal 
C tura: K= 
urvatura | ds FE 
Xx y zż 
x ý ż 
> dB x y z 
Torção: T d` N = vx a? 


Componentes escalares tangencial. a= arf + anN 
e normal da aceleracáo: 


d 
ar = l Vl 
an = «lv? = V|aj? — ar? 


Exercícios 13.5 
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Encontrando componentes tangenciais e normais 
Nos Exercícios 1 e 2, escreva a na forma a = a, T + aN sem en- 
contrar Te N. 

1. r(A = (a cos hi + (a sen £)j + btk 

2. r()=(1+30i+(-2)j - 31k 
Nos Exercícios 3-6, escreva a na forma a = a,T + azN no valor 
dado de t sem encontrar T e N. 


3. r(ġ=(t+ Di+21 +Pk, t=1 

4. r(A) = (t cos Ni + (t sen Nj + Êk, 1=0 

5. r(ġ= fi + (t+ (1/3P)j + t- (1/3)2)k, t=0 

6. r(t) = (etcost)i + (e'sntj + V2etk, t= 0 


Encontrando o triedro TNB 


Nos Exercícios 7 e 8, encontre r, T, N e B no valor dado de t. Em 
seguida, encontre equações para os planos osculador, normal e reti- 
ficador naquele valor de t. 


7. r(t) = (cos i+ (sen Aj-k, t= m/4 
8. r(t) = (cos fji + (sen Aj + tk, t=0 
Nos Exercícios 9-16 da Seção 13.4, você encontrou T, N e k. Ago- 
ra, nos Exercícios 9-16 a seguir, encontre B e 7 para essas curvas 
espaciais. 
9. r(t)= (3 sen Ni + (3 cos Aj + 4tk 
10. r(t)=(cost+tsen fi + (sent—t cos f)j + 3k 
11. r(1)=(e' cos Ni + (e! sen Aj + 2k 
12. r(t) = (6 sen 2i + (6 cos 2Aj + 5tk 
13. r( = (P/i + (Dj, 1>0 
14. r( = (cos? Ni + (sen? Dj, 0< t< 7/2 
15. r(f)=ti+(a cosh (t/a))jj, a>0 
16. r(t) = (cosh ñi — (senh 1)j + tk 


Aplicações físicas 


17. O velocímetro do seu carro lê uma velocidade de 35 milhas/h 
estável. Você poderia estar acelerando? Explique. 


18. Algo pode ser dito sobre a aceleração de uma particula que 
está se movendo a uma velocidade constante? Justifique sua 
resposta. 


19. Algo pode ser dito sobre a velocidade de uma partícula cuja 
aceleração é sempre ortogonal à sua velocidade? Justifique 
sua resposta. 


20. Um objeto de massa m se move ao longo da parábola y = x? 


com um módulo de velocidade constante de 10 unidades/s. 
Qual é a força sobre o objeto decorrente de sua aceleração em 
(0, 0)? E em (212, 2)? Escreva suas respostas em termos de i e 
j. (Lembre-se da lei de Newton, F = ma.) 


Teoria e exemplos 


21. Fórmula vetorial para curvatura Para uma curva suave, 
utilize a Equação 1 para deduzir a fórmula da curvatura 


22. Mostre que uma partícula em movimento irá se mover em uma 
linha reta se o componente normal de sua aceleração for zero. 


23. Atalho eventual para curvatura Se você já conhece la, | 
e |vl, então a fórmula a, = «lv fornece uma maneira con- 
veniente de encontrar a curvatura. Utilize-a para encontrar a 
curvatura e o raio de curvatura da curva 


r()=(cost+tsenfi+(sent—-tcosdj, 1>0. 


(Tome ay e |v| do Exemplo 1.) 


24. Mostre que x e 7 são ambos zero para a reta 


rÐ = (x, + ADi + (y, + BD) + (2, + COKk. 


25. O que podemos dizer sobre a torgáo de uma curva plana suave 
r(t) = f(0i + (Hj? Justifique sua resposta. 
26. Torção de uma hélice Mostre que a torção de uma hélice 


r(t) = (a cos fji + (a sen 1)j + btk, a,b=0 


é T = b/(a? + b?). Qual é o maior valor que 7 pode ter para um 
determinado valor de a? Justifique sua resposta. 

27. Curvas diferenciáveis com torção zero estão em planos 
Uma curva suficientemente diferenciável com torção zero 
estar em um plano é um caso especial do fato de que uma 
partícula cuja velocidade permanece perpendicular a um vetor 
fixo C se move em um plano perpendicular a C. Isso, por sua 
vez, pode ser visualizado como o resultado a seguir. 

Suponha que r(A = f(Di + (Aj + 2(0k é duas vezes dife- 
renciável para todo t em um intervalo [a, b], que r = O quando 
t=aequev:k=0 para todo t em [a, b]. Mostre que A(t) = 0 
para todo t em [a, b]. (Sugestão: comece com a = Pr/df e 
aplique as condições iniciais em ordem inversa.) 

28. Fórmula que calcula 7 a partir de B ev Se começarmos 
com a definição 7 = —(dB/ds) - N e aplicarmos a regra da 
cadeia para reescrever dB/ds como 


dB _dBot_dB 1 
d dd dv 


chegaremos à fórmula 


-AE 


A vantagem dessa fórmula sobre a Equação 5 é que ela é mais 
fácil de ser deduzida e escrita. A desvantagem é que pode dar 
bastante trabalho avaliá-la sem um computador. Utilize a nova 
fórmula para encontrar a torção da hélice no Exercício 26. 


USO DO COMPUTADOR 


Arredondando as respostas para quatro casas decimais, utilize um 
SAC para encontrar v, a, módulo da velocidade, T, N, B, k, 7 e os 
componentes tangencial e normal de aceleração para as curvas nos 
Exercícios 29-32, nos valores dados de t. 


29. r(t) = (tcost)i + (tsenbj + tk, t= V3 

30. r(2)= (el cos Ni + (el sen Aj + e'k, t=In2 

31. r(t) = (t- sni + (1- costj + V-tk, t= -3r 
32. r(0)=(31-P)+ GB) +Bt+P)k, t=1 
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1 3 6 Velocidade e aceleração em coordenadas polares 


Nesta seção, forneceremos equações para velocidade e aceleração em coor- 
denadas polares. Essas equações são úteis para calcular as trajetórias de planetas 


y e satélites no espaco, e as utilizamos para examinar as trés leis de Kepler do mo- 
vimento planetário. 
ug : TAD 
i Movimento em coordenadas polares e cilindricas 
u, , 
E P(r, 0) Quando uma partícula em P(r, 0) se move ao longo de uma curva no plano de 
G coordenadas polares, expressamos sua posição, velocidade e aceleração em termos 
D >x dos vetores unitários em movimento 

u,= (cos 0)i + (sen 0)j, u,=-—(sen 0)i + (cos 0)j, (1) 


FIGURA 13.30 O comprimento de r é 
a coordenada polar positiva r do ponto 
P. Dessa forma, u,, que é r/Jr|, é também 


mostrados na Figura 13.30. O vetor u, aponta ao longo do vetor posição OP, por- 
tantor=ru,. O vetor u,, ortogonal a u,, aponta na direção de O em crescimento. 


r/r. As Equações 1 expressam u, eu, em Descobrimos a partir das Equações 1 que 

termos de i e j. du . g 
o — —(seno)i + (cos0)j = W% 
du, _ 


d 7 —(cos6)i — (sen6)j = —u. 


Quando derivamos u, e u, com relação a t para descobrir como eles variam com 
o tempo, a regra da cadeia nos dá 


u = =p 0= ôW, 4 = -p 0= -0u. (2) 


Consequentemente, podemos expressar o vetor velocidade em termos de u, e u, como 


v= += $ (ru) =ru + ru = ru + riu, 


Veja a Figura 13.31. Como na seção anterior, podemos utilizar a notação com 
pontos de Newton para derivadas em relação ao tempo a fim de manter as fórmulas 
mais simples possível: ù, significa du,/dt, O significa d0/dt, e assim por diante. 

A aceleração é 


FIGURA 13.31 Em coordenadas polares, 
o vetor velocidade é 


v= fu, + róu. a= v= (ru + Fu) + (r0u, + r0u, + roù). 
Quando as Equações 2 são utilizadas para avaliar ù, e u, e os componentes são 
separados, a equação para aceleração em termos de u, e u, se torna 
a= (r — r62%u, + (r + 2ró)u. 
Para estendermos essas equações de movimento no espaço, adicionamos zk ao 
lado direito da equação r = ru,. Então, nessas coordenadas cilíndricas, temos 
r= ru + zk 
v= ru, + róu, + zk 


a= (r — rdu + (rô + 2r6)u, + Zk (3) 


FIGURA 13.32 Vetor posição e vetores Os vetores u,, u, e k formam uma tripla positiva de vetores unitários (Figura 
unitários básicos em coordenadas 13.32), no qual 
cilíndricas. Observe que |r| # r, se z £ 0. 

uXu,=k, u,Xk-u, kXu —u,. 


—  GmM r 


Ir? ll 


FIGURA 13.33 A força de gravidade 
é direcionada ao longo da reta que 
une os centros de massa. 


C=rxr 


Sol 


E 
Planeta . 
r 


FIGURA 13.34 Planeta que obedece à 
lei da gravidade e movimento de Newton 
viaja no plano que passa pelo centro de 
massa do sol e perpendicular a C =r Xt. 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 


Johannes Kepler 
(1571-1630) 


Planeta 
/ 


Sol 


FIGURA 13.35 A reta que une um 
planeta ao seu sol varre áreas iguais 
em tempos iguais. 
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Planetas se movem em planos 


A lei da gravidade de Newton diz que, se r é o raio vetor do centro de um sol 
de massa M ao centro de um planeta de massa m, então a força F da atração gravi- 
tacional entre o planeta e o sol é 


__GmM r 
|r]? Irl 


(Figura 13.33). O número G é a constante gravitacional universal. Se medirmos 
a massa em quilogramas, a força em newtons e a distância em metros, G é cerca de 
6,6726 X 10! Nm? kg”. 

Combinando a lei da gravidade com a segunda lei de Newton, F = mr, para a 
força que atua sobre o planeta, temos 
_GmM r 

|r]? rf 

- SM r 

Irj |r] 


mr = 


O planeta é acelerado em direção ao centro de massa do sol em todos os instantes. 
Uma vez que F é um múltiplo escalar de r, temos 


rxr=0 
A partir dessa última equacáo, 


Etr x D=trxr+rxr=rxr=0 
0 


Segue que 
FXxF= (4) 


para algum vetor constante C. 

A Equação 4 nos diz que r e r estão sempre em um plano perpendicular a C. 
Consequentemente, o planeta se move em um plano fixo pelo centro de seu sol 
(Figura 13.34). Veremos a seguir como as leis de Kepler descrevem o movimento 
de uma forma precisa. 


Primeira lei de Kepler (lei da elipse) 


A primeira lei de Kepler diz que a trajetória de um planeta é uma elipse com o 
sol em um foco. A excentricidade da elipse é 


2 
_ rwo 
e= "Gm 1 (5) 
e a equação polar (veja a Seção 11.7, Equação 5) é 
- (1+ ro 
r= 1+ ecos: (6) 


Aqui, v} é o módulo de velocidade quando o planeta está posicionado à sua 
distância mínima r) com relação ao sol. Omitimos a prova, que é muito longa. A 
massa M do sol é 1,99 x 10% kg. 


Segunda lei de Kepler (lei das áreas iguais) 


A segunda lei de Kepler afirma que o raio vetor do sol até um planeta (o vetor r em 
nosso modelo) varre áreas iguais em tempos iguais (Figura 13.35). Para deduzir a lei, 
utilizamos a Equação 3 para avaliar o produto vetorial C = r XY a partir da Equação 4: 
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Planeta 


FIGURA 13.36 O comprimento do eixo 
maior da elipse é 2a=7,+ r 


max” 


C=rxr=rxv 
= ru x (tu + róu,) Equação 3, z = 0 
= ru x u) + r(r9)(u x w) 
o k 
= r(ró)k (7) 


Fazendo t igual a zero nos mostra que 
C= Ir(ró)lo k = rovok. 
Substituir esse valor por C na Equação 7 nos dá 
rovok = rék ou  r® = rovo. 

É nesse ponto que a área entra. A diferencial da área em coordenadas polares é 

da = $r 
(Seção 11.5). Consequentemente, dA/dt possui o valor constante 
) = 1 rovo. (8) 


Portanto, dA/dt é constante, fornecendo a segunda lei de Kepler. 


Terceira lei de Kepler (lei do tempo-distância) 


O tempo T que leva um planeta para dar uma volta em torno de seu sol é o pe- 
ríodo orbital do planeta. A terceira lei de Kepler diz que T e o semieixo maior a da 
órbita estão relacionados pela equação 


T? Agr? 


ad GM’ 


Uma vez que o lado direito dessa equação é constante em um dado sistema 
solar, a razão de T? a a? é a mesma para todos os planetas no sistema. 

Aqui, temos uma dedução parcial da terceira lei de Kepler. A área delimitada 
pela órbita elíptica do planeta é calculada conforme se segue: 


F 
Área= f dA 
0 
ti 
= / > Fovo dt Equação 8 
0 


1 
= 5 Tovo. 


Se b é o semieixo menor, a área da elipse é mab, portanto 


2rab  2ra?, z3 Para qualquer elipse, 9 
T= rovo — Tovo L=8 b= av1- e? e) 


Resta somente expressar a e e em termos de r), Vo, Ge M. A Equação 5 faz isso 
para e. Para a, observamos que fazendo 0 igual a 7 na Equação 6 nos dá 


o l+e 
Fmax = Fo .=:6' 
Consequentemente, a partir da Figura 13.36, 
2ro = 2roGM 
1-€e 2GM- rwo ` 


2a = fo + Ima = (10) 


Elevar ambos os lados da Equação 9 ao quadrado e substituir os resultados das 
Equações 5 e 10 produz a terceira lei de Kepler (Exercício 9). 


Nos 


Exercícios 13.6 
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Exercícios 1-5, encontre os vetores velocidade e aceleração em 


termos deu, eu,. 


1. 


r = a(l — cos) e %3 
r-asnZ e $=2 
r=e% e $=2 
r=a(l+sent) e 0=1-e! 


r=2cos4t e 0=2t 


Tipo de órbita Para quais valores de v, na Equação 5 a órbita 
na Equação 6 é um círculo? Uma elipse? Uma parábola? Uma 
hipérbole? 

Órbitas circulares Mostre que um planeta em uma órbita 
circular se move com módulo de velocidade constante. (Suges- 
tão: essa é uma consequência de uma das leis de Kepler.) 


10. 


Suponha que r seja o vetor posição de uma partícula que se 
move ao longo de uma curva plana e dA/dt seja a taxa na qual 
o vetor varre a área. Sem introduzir coordenadas e assumindo 
que as derivadas necessárias existem, dê um argumento geo- 
métrico com base nos incrementos e limites para a validade 
da equação 


da 


_1 
t~ A rxrj|. 
Terceira lei de Kepler Complete a dedução da terceira lei de 
Kepler (a parte seguinte à Equação 10). 
Determine o comprimento do eixo maior da órbita da Terra uti- 


lizando a terceira lei de Kepler e o fato de que o período orbital 
da Terra é de 365,256 dias. 


Capítulo 


Escreva as regras para derivação e integração de funções veto- 
riais. Dê exemplos. 


Como você define e calcula a velocidade, o módulo de velo- 
cidade, a direção de movimento e a aceleração de um corpo 
que se move ao longo de uma curva no espaço suficientemente 
derivável? Dê um exemplo. 


O que há de especial sobre as derivadas de funções vetoriais de 
comprimento constante? Dê um exemplo. 


Quais são as equações vetorial e paramétrica para um movimen- 
to de projétil ideal? Como você encontra a altura máxima, o tem- 
po de trajetória no ar e o alcance de um projétil? Dê exemplos. 
Como você define e calcula o comprimento de um segmento 
de curva suave no espaço? Dê um exemplo. Que suposições 
matemáticas estão envolvidas na definição? 

Como você mede a distância ao longo de uma curva lisa no espa- 
ço a partir de um ponto-base pré-selecionado? Dê um exemplo. 
O que é um vetor tangente unitário de uma curva derivável? Dê 
um exemplo. 


8. 


9. 


10. 


11. 


13. 


Questões para guiar sua revisão 


Defina curvatura, círculo de curvatura (círculo osculador), 
centro de curvatura e raio de curvatura para curvas duas vezes 
deriváveis no plano. Dê exemplos. Quais curvas têm curvatura 
zero? E curvatura constante? 

O que é um vetor normal principal de uma curva plana? Quando 
ele é definido? Para qual direção ele aponta? Dê um exemplo. 
Como definimos N e x para curvas no espaço? Como essas 
quantidades estão relacionadas? Dê exemplos. 

O que é o vetor binormal de uma curva? Dê um exemplo. 
Como esse vetor está relacionado à torção de uma curva? Dê 
um exemplo. 


. Quais fórmulas estão disponíveis para escrever a aceleração 


de um corpo em movimento como uma soma de seus compo- 
nentes tangencial e normal? Dê um exemplo. Por que alguém 
poderia desejar escrever a aceleração dessa maneira? E se o 
corpo se move em uma rapidez constante? E em uma rapidez 
constante ao redor de um círculo? 


Enuncie as leis de Kepler. 
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Exercícios práticos 


Movimento no plano 


Nos 


Exercícios 1 e 2, desenhe as curvas e esboce seus vetores velo- 


cidade e aceleração nos valores fornecidos de t. Em seguida, escreva 
a na forma a = a T + a, N sem determinar T e N e encontre o valor 
de x nos valores determinados de t. 


1. 
2. 
3. 


r(t) = (4costi + (V2sent)j, t=0 e 7/4 
r(t) = (V3sect)i + (V3tgt)j, t=0 

A posição de uma partícula no plano no tempo t é 
t 


1 á a 
= is j. 
V1 + t2 V1 + t?2 


Encontre o módulo de velocidade mais alto da partícula. 


r 


Suponha que r(t) = (e' cos Ài + (e' sen Àj. Mostre que o ángulo 
entre r e a nunca muda. Qual é o ángulo? 


5. Encontrando a curvatura No ponto P, a velocidade e acele- 


ração de uma partícula que se move no plano são v = 3i + 4j e 
a= 5i+ 15j. Encontre a curvatura da trajetória da partícula em P. 
Encontre o ponto na curva y = e”, em que a curvatura máxima 
é alcançada. 

Uma partícula se move ao redor de um círculo unitário no pla- 
no xy. Sua posição no tempo té r = xi + yj, em que x e y são 
funções deriváveis de t. Encontre dy/dt se v + i = y. O movimen- 
to é em sentido horário ou anti-horário? 

Você envia uma mensagem através de um tubo pneumático que 
segue a curva 9y = x3 (distância em metros). No ponto (3, 3), 
vii=4eca-i=-2. Encontre os valores de v -jea: j em (3,3). 
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9. 


10. 


Caracterizando o movimento circular Uma partícula se 
move no plano de forma que seus vetores de velocidade e po- 
sigáo sáo sempre ortogonais. Mostre que a partícula se move 
em um círculo centrado na origem. 


Módulo de velocidade ao longo de uma cicloide Uma roda 
circular com raio de 1 pé e centro C gira para a direita ao longo 
do eixo x a meia-volta por segundo. (Veja a figura a seguir.) 
No tempo 1 segundos, o vetor posição do ponto P na circunfe- 
réncia da roda é 


r= (rrt- sen Tt)i+ (1 -—cos 71)j. 


a. Esboce a curva traçada por P durante o intervalo 0 S t£ 3. 

b. Encontre v e a em ż= 0, 1, 2 e3 e adicione esses vetores ao 
seu esboço. 

c. Em qualquer instante determinado, qual é o módulo de ve- 
locidade de avanço do ponto mais alto da roda? E de C? 


y 
A 


> X 


Movimento de projétil 


11. 


12. 


13. 


Lançamento de peso Um peso sai da mão do arremessador 
a 6,5 pés acima do solo a um ângulo de 45º e a 44 pés/s. Onde 
o peso estará 3 segundos depois? 


Dardo Um dardo sai da mão do arremessador a 7 pés acima 
do solo a um ángulo de 45º e a 80 pés/s. Qual é a sua altura 
máxima alcançada? 

Uma bola de golfe é atingida com uma velocidade inicial v, 
a um ângulo a em relação à horizontal a partir de um ponto 
localizado na base de um morro inclinado a um ângulo & com 
a horizontal, em que 

dE 

2 


Mostre que a bola toca o solo a uma distáncia 


0O<p<a< 


2v e COS a 


senta — $), 
gcos? p 

medida da base do morro. Consequentemente, mostre que a 
maior distância que pode ser alcançada para determinado valor 
de v, ocorre quando a = (ġ/2) + (717/4), ou seja, quando o vetor 


velocidade inicial bissecta o ângulo entre a vertical e o morro. 


. Dardo Em Postdam, em 1988, Petra Felke da (então) Ale- 


manha Oriental, quebrou o recorde mundial feminino arre- 

messando um dardo a 262 pés e 5 pol. 

a. Considerando que Felke lançou o dardo a um ângulo de 40º 
com a horizontal, 6,5 pés acima do solo, qual foi a veloci- 
dade inicial do dardo? 

b. Qual a altura atingida pelo dardo? 


Movimento no espaço 


Encontre os comprimentos das curvas nos Exercícios 15 e 16. 


15. 
16. 


r(A = (2 cos i + (2 sen )j+Pk, 0=<t<7/4 
r(A = (3 cos Ni + (3 sen Nj +24k, 0=1=3 


Nos Exercícios 17-20, encontre T, N, B, ke 7 no valor determinado 


de t. 


17. 


18. 
19. 


20. 


Ana ps, 4 yz, 1 - 
r(t) g(1 +1 i+ g/l t) j+3tk t=0 
r(t) = (e! sen 2i + (e' cos 21)j + 2e'k, 1=0 
r(t) = ti + iej, t= In2 
r(t) = (3 cosh 21)i + (3 senh 21)j + 6tk, t=In2 


Nos Exercícios 21 e 22, escreva a na forma a = a,T + a,N em t=0 
sem encontrar Te N. 


21. 
22. 
23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


r(A) = (2+ 31+ 38)i+ (4t + 48) — (6 cos Dk 
r() =(Q+0i+ (+28) +(1+2)k 
Encontre T, N, B, x e 7 como funções de £ se 


r(t) = (senti + (W2cost)j + (sen t)k. 


Em quais instantes no intervalo 0 = 1 = m os vetores velocidade 
e aceleração do movimento r(t) = i + (5 cos dj + (3 sen dk 
são ortogonais? 


A posição de uma partícula que se move no espaço em t= 0 é 


een (> E 


Encontre o primeiro instante em que r é ortogonal ao vetor i — j. 


r(t) = 2i 4 


Encontre equações para os planos osculador, normal e retifica- 
dor da curva r(£) = ti + ĉj + Pk no ponto (1, 1, 1). 


Encontre equações paramétricas para a reta tangente à curva 
r(f) = e' + (sen £)j + In (1 — fk em t= 0. 

Encontre equações paramétricas para a reta tangente à hélice 
r(1)= (v2 costi + (v2 sen bj + tKno ponto em que t= 7/4. 


Teoria e exemplos 


29. 


30. 


31. 


Curvas simultâneas Eliminando a das equações de projétil 


ideal 


x= (vocosal, y=(vosena)t — ig, 


mostre que x? + (y + g?/2) = mt: Essa fórmula mostra que 
projéteis lançados simultaneamente a partir da origem na mes- 
ma velocidade inicial irão, em qualquer dado instante, estar no 
círculo de raio ví centrado em (0, —g1?/2), independentemente 
de seu ângulo de lançamento. Esses círculos são as curvas si- 
multâneas do lançamento. 


Raio de curvatura Mostre que o raio de curvatura de uma 
curva plana duas vezes derivável r(t) = f(f)i + g(t)j é fornecido 
pela fórmula 


e + y 


LE RAS TD 
VX + y? -— 8? 


Definicáo alternativa de curvatura no plano Uma de- 
finição alternativa fornece a curvatura de uma curva plana 
suficientemente derivável como sendo |dp/ds|, em que & é o 
ângulo entre T e i (Figura 13.37a). A Figura 13.37b mostra a 
distância s medida em sentido anti-horário ao redor do círculo 
12 + y? = a? a partir de um ponto (a, 0) a um ponto P, com o 
ângulo ọ em P. Calcule a curvatura do círculo utilizando a 
definição alternativa. (Sugestão: & =0 + 7/2.) 


onde $= VX + y2, 


a 
dt 


T 
$ 
i 
>x 
0 
(a) 
+ 
A 
s = 0 em (a, 0) 


(b) 
FIGURA 13.37 Figuras para o Exercicio 31. 


32. Vista do Skylab 4 Qual porcentagem da área da superfície 
terrestre os astronautas puderam ver quando o Skylab 4 estava 
na sua altura máxima, 437 km acima da superfície? Para des- 
cobrir, modele a superfície visível como a superfície gerada 
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ao girar o arco circular GT, mostrado aqui, em torno do eixo y. 
Em seguida, execute as seguintes etapas: 


1. Utilize triângulos semelhantes na figura para mostrar que 
Y9/6.380 = 6.380/(6.380 + 437). Resolva para y,. 


2. Com quatro dígitos significativos, calcule a área visível como 


VA = [ ía (Sw. 


3. Expresse o resultado como uma porcentagem da área da 
superfície da Terra. 


y 
A 


S (Skylab) 


x = V (6.380)? — y? 


Capítulo 


Aplicações 


1. Uma partícula sem atrito P, partindo do repouso no instante 
t= 0 no ponto (a, 0, 0), desce pela hélice 


r(0) = (a cos 0)i + (a sen 0)j + b0k (a, b> 0) 


sob influência da gravidade, conforme a figura a seguir. O 0 
nessa equação é a coordenada cilindrica 0 e a hélice é a curva 
r=a,z= b0, 0 = 0, em coordenadas cilíndricas. Assumimos 6 
como sendo uma função derivável de t para o movimento. A lei 
de conservação de energia nos diz que o módulo da velocidade 
da partícula depois de ter caído em linha reta a uma distância 

z € V 292, em que g é a aceleração constante da gravidade. 

a. Encontre a velocidade angular de d/dt quando 0 = 27. 

b. Expresse as coordenadas 0 e z da partícula como funções 
de t. 

e. Expresse os componentes normal e tangencial da veloci- 
dade dr/dt e aceleração d?r/d? como funções de t. A ace- 
leração possui componente não nula na direção do vetor 
binormal B? 


Eixo z positivo 
apontando para baixo. 


Exercícios adicionais e avançados 


2. Suponha que a curva no Exercício 1 seja substituída pela héli- 
ce cônica r = af, z = b0 mostrada na figura a seguir. 


a. Expresse a velocidade angular do/dt como uma função de 6. 


b. Expresse a distância que a partícula percorre ao longo da 
hélice como uma função de 0. 


y 


Hélice cônica 
r = au, z = b0 


Eixo z positivo apontando para baixo. 


M 
z 
Movimento em coordenadas polares e cilíndricas 


3. Deduza a partir da equação de órbita 


_ (1+ 8r 
— 1+ ecos6 


que um planeta está mais próximo do sol quando 0 = 0 e mos- 
tre que r = r, naquele instante. 


4. Equação de Kepler O problema de localizar um planeta em 
sua órbita em determinado momento e data acaba levando à 


resolução de “equações de Kepler” da forma 


1 


f(x% =x- 1 > 


senx= 0. 
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a. Mostre que essa equação em particular possui uma solução 


entrex=0ex=2. 


b. Com seu computador ou calculadora no modo radiano, 
utilize o método de Newton para encontrar a solução com 


quantas casas decimais puder. 


5. Na Seção 13.6, encontramos a velocidade de uma partícula 


que se move no plano como sendo 


v=xi+yj=tu+rdu. 


a. Expresse x e y em termos de + e rÊ avaliando os produtos 


escalares vie v+j. 


b. Expresse + e ró em termos de x e avaliando os produtos 


escalares v * u,e v’ ug 


6. Expresse a curvatura de uma curva duas vezes derivável r = 
f(0) no plano de coordenadas polares em termos de f e suas 


derivadas. 


7. Uma vara fina passando pela origem do plano de coordenadas 
polares gira (no plano) ao redor da origem na taxa de 3 rad/min. 
Um besouro partindo do ponto (2, 0) se desloca ao longo da vara 


em direção à origem na taxa de 1 pol./min. 


a. Encontre a aceleração e velocidade do besouro na forma polar 
quando estiver na metade do caminho (1 pol.) para a origem. 

Kb. Com a precisão de um décimo de polegada, qual será o 

comprimento do caminho percorrido pelo besouro no mo- 


mento em que ele chega à origem? 


8. Comprimento do arco em coordenadas cilíndricas 


a. Mostre que, quando você expressa ds? = dx? + dy? + dz? em 
termos de coordenadas cilíndricas, você obtém ds? = dr? + 


r? do? + d2. 


b. Interprete esse resultado geometricamente em termos das 


arestas e uma diagonal de uma caixa. Esboce a caixa. 


e. Utilize o resultado do item (a) para encontrar o comprimen- 


to dacurvar=e",2=e",0=0=0n8. 


9. Vetores unitários para posição e movimento em coordena- 
das cilíndricas Quando a posição de uma partícula que se 
move no espaço é fornecida em coordenadas cilíndricas, os 
vetores unitários que utilizamos para descrever sua posição e 


movimento são 


u,=(cos 0)i + (sen 0)j, u,=-—(sen 0)i + (cos 0)j 


10. 


e k (veja a figura a seguir). O vetor posição da partícula é 
então r = ru, + zk, em que r é a coordenada de distância polar 
positiva da posição da partícula. 


z 
A 


N 


(r, 0, 0) 


a. Mostre que u,, u, e k, nessa ordem, formam um conjunto 
positivo de vetores unitários. 


b. Mostre que 


dur A du, . 

do Y do 

c. Assumindo que as derivadas necessárias com relação a t 
existem, expresse v =i e a =F em termos de u,, u,, K, że 0. 

Conservação de momento angular Seja r(f) a posição no 

espaço de um objeto em movimento no instante t. Suponha 

que a força agindo no objeto no instante t seja 


Ç 


F(t) =- 
(t) OP 


r(t), 


em que c é uma constante. Na física, o momento angu- 
lar de um objeto no tempo t é definido como sendo L(t) = 
r(t) X mv(t), em que m é a massa do objeto e v(f) é a ve- 
locidade. Prove que o momento angular é uma quantidade 
conservada; isto é, prove que L(f) é um vetor constante, in- 
dependente do tempo. Lembre-se da lei de Newton F = ma. 
(Este é um problema de cálculo, não um problema de fisica.) 
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Módulos Mathematica/Maple 


Rastreamento por radar de um objeto em movimento 


Projetos de aplicação de tecnologia 


Visualize os vetores posição, velocidade e aceleração para analisar o movimento. 


Equações paramétricas e polares com um patinador artístico 


Visualize os vetores posição, velocidade e aceleração para analisar o movimento. 


Movimento em três dimensões 


Calcule a distância percorrida, módulo de velocidade, curvatura e torção para um movimento ao longo de uma curva espacial. Visualize e 
calcule os vetores tangente, normal e binormal associados com o movimento ao longo de uma curva espacial. 


DERIVADAS PARCIAIS 


VISÃO GERAL Muitas funções dependem de mais do que uma variável indepen- 
dente. Por exemplo, o volume de um cilindro circular reto é a função V = 1rr?h de 
seu raio e sua altura, portanto é uma função V(r, h) de duas variáveis r e A. Neste 
capítulo, estendemos as ideias básicas do cálculo de uma variável a funções de vá- 
rias variáveis. Suas derivadas são mais variadas e interessantes, devido às maneiras 
diferentes com que as variáveis podem interagir. As aplicações dessas derivadas são 
também mais variadas do que para o cálculo de uma variável. No próximo capítulo, 
veremos que o mesmo é verdadeiro para integrais envolvendo várias variáveis. 


1 4. 1 Funções de várias variáveis 


Nesta seção, definiremos funções de mais de uma variável independente e dis- 
cutiremos formas de desenhar seus gráficos. 

As funções reais de várias variáveis reais independentes são definidas da mes- 
ma forma que as funções no caso de uma variável. Os pontos no domínio são pares 
ordenados (triplas, quádruplas, n-uplas) de números reais, e os valores na imagem 
são números reais como trabalhamos até agora. 


DEFINIÇÕES Suponha que D seja um conjunto de n-uplas de números reais 
Xp X» -.., X,). Uma função a valores reais fem D é uma regra que associa 
um único número real 


W= fE p X) 5 X,) 


a cada elemento em D. O conjunto D é o domínio da função. O conjunto de 
valores de w assumidos por f é a imagem da função. O símbolo w é a variável 
dependente de f, e dizemos que f é uma função de n variáveis independentes 
x, a x,. Também chamamos os x, de variáveis de entrada da função, e deno- 
minamos w a variável de saída da função. 


Se f é uma função de duas variáveis independentes, normalmente denominamos 
essas variáveis independentes x e y, e a variável dependente z, e representamos o 
domínio de fcomo uma região no plano xy (Figura 14.1). Se fé uma função de três 
variáveis independentes, denominamos as variáveis independentes x, y e z, e a variá- 
vel dependente w, e representamos o domínio como uma região no espaço. 

Em aplicações, tendemos a utilizar letras que nos lembram o que as variáveis 
significam. Para dizer que o volume de um cilindro circular reto é uma função de 
seu raio e altura, poderíamos escrever V = f(r, h). Para sermos mais específicos, po- 
deríamos trocar a notação f(r, h) pela fórmula que calcula o valor de V a partir dos 
valores de r e A, e escrever V = 1rr?h. Em ambos os casos, r e h seriam as variáveis 
independentes e V seria a variável dependente da função. 
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FIGURA 14.1 Diagrama de setas para a função z = f(x, y). 


Como de costume, calculamos funções definidas por fórmulas substituindo os 
valores das variáveis independentes na fórmula e calculando o valor correspondente 


da variável dependente. Por exemplo, o valor de f(x, y, z) = V x? + y? + z? no 
ponto (3, 0, 4) é 


$(3,0,4 = V(32+(02+(492=V25=5 


Domínios e imagens 


Ao definir funções de mais de uma variável, seguimos a prática habitual 
de excluir entradas que levem a números complexos ou à divisão por zero. Se 
f(x y) = Vy- x,y não pode ser menor que x?. Se f(x, y) = 1/(x, y), xy não pode 
ser zero. Consideramos que o domínio de uma função seja o maior conjunto para 
o qual a regra de definição gera números reais, a menos que esses domínios sejam 
especificados de outra forma explicitamente. A imagem consiste no conjunto de 
valores de saída para a variável dependente. 


EXEMPLO 1 (a) Estas são funções de duas variáveis. Observe as restrições que 
podem ser aplicadas a seus domínios para que seja obtido um valor real para a va- 
riável dependente z. 


Função Domínio Imagem 
z= Vy-x% y=x [0, 00) 
= de X 
z= %4 xy #0 (-00, 0) U (0, œ) 
z= senxy Todo o plano [-1, 1] 


(b) Estas são funções de três variáveis com restrições em alguns de seus domínios. 


Função Domínio Imagem 
w= Vx? +y? +z? Todo o espaço [0, 00) 

= e (x, y, Z + (0, 0, 0) (0, 00) 
w= xyInz Semiespaço z > 0 (—00, 00) 


Funções de duas variáveis 


As regiões no plano podem ter pontos interiores e pontos de fronteira, da mes- 
ma forma que intervalos na reta real. Os intervalos fechados [a, b] incluem seus 


o» Yo) 


(a) Ponto interior 


Ed 


Nur 


(b) Ponto de fronteira 


FIGURA 14.2 Pontos interiores e pontos 
de fronteira de uma região plana R. Um 
ponto interior é necessariamente um ponto 
de R. Um ponto de fronteira de R não 
precisa pertencer a R. 


y 
A Pontos interiores, 
onde y — x? > 0 


A 


A parábola 
y— x?=0 
é a fronteira. 


> X 


FIGURA 14.4 O domínio de f(x, y) no 
Exemplo 2 consiste na regiáo sombreada 
e sua parábola de fronteira. 
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pontos de fronteira, os intervalos abertos (a, b) não incluem seus pontos de fronteira 
e os intervalos como [a, b) não são nem fechados nem abertos. 


DEFINIÇÕES Um ponto (x,, Yọ) em uma região (conjunto) R no plano xy é 
um ponto interior de R se é o centro de um disco de raio positivo que está 
inteiramente em R (Figura 14.2). Um ponto (x,, Yọ) é um ponto de fronteira 
de R se todo disco centrado em (x,, yy) contém ao mesmo tempo pontos que 
estão em R e fora de R. (O ponto de fronteira propriamente dito não precisa 
pertencer a R.) 


Os pontos interiores de uma região, como um conjunto, formam o inte- 
rior da região. Os pontos de fronteira da região formam sua fronteira. Uma 
região é aberta se consiste inteiramente em pontos interiores. Uma região é 
fechada se contém todos os seus pontos de fronteira (Figura 14.3). 


(Ga, y |x? + y?<1) 
Disco unitário aberto. 
Todo ponto é um ponto 
interior. 


(œ y |x? +92 =1) 
Fronteira do disco 
unitário. (Círculo 
unitário.) 


(@ yx? +y s1} 
Disco unitário fechado. 
Contém todos os pontos 
de fronteira. 


FIGURA 14.3 Pontos interiores e pontos de fronteira do disco unitário no plano. 


Assim como acontece com intervalos de números reais [a, b), algumas regiões 
no plano não são nem abertas nem fechadas. Se você começar com o disco aberto na 
Figura 14.3 e adicionar a ele alguns pontos de fronteira, mas não todos, o conjunto 
resultante não será nem aberto nem fechado. Os pontos de fronteira que estão lá 
impedem que o conjunto seja aberto. A ausência dos pontos de fronteira restantes 
impede que o conjunto seja fechado. 


DEFINIÇÕES Uma região no plano é limitada se está dentro de um disco de 
raio fixo. Caso contrário, ela é não limitada. 


Exemplos de conjuntos limitados no plano incluem segmentos de reta, triân- 
gulos, interiores de triângulos, retângulos, circunferências e discos. Exemplos de 
conjuntos não limitados no plano incluem as retas, os eixos coordenados, os gráfi- 
cos de funções definidas em intervalos infinitos, quadrantes, semiplanos e o plano 
propriamente dito. 


EXEMPLO 2 Descreva o domínio da função f(x y) = Vy — x?. 


Solução Uma vez que f é definida somente onde y — x? > 0, o domínio é a região 
fechada, não limitada, mostrada na Figura 14.4. A parábola y = x? é a fronteira do 
domínio. Os pontos acima da parábola compõem o interior do domínio. 


Gráficos, curvas de nível e contornos de funções de duas variáveis 


Existem duas maneiras padrão de visualizar os valores de uma função fix, y). 
Uma delas é desenhar e identificar curvas no domínio nas quais f possui um valor 
constante. A outra é esboçar a superfície z = f(x, y) no espaço. 
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A 100 A superfície 
: z = f(x, y) 
FG y) = 75 i m 100 — x? — y? 


é o gráfico de f. 


fœ y) = 51 
(uma curva 
de nível típica 
no domínio 
da função) 


fx, y) = 0 


FIGURA 14.5 Gráfico e curvas de nível 
selecionadas da função f(x, y) no 
Exemplo 3. 


A curva de contorno f(x, y) = 100 — x? — y? = 75 
é o círculo x? + y? = 25 no plano z = 75. 


z = 100 — x? — y? 


Plano z = 75 Luar 


> E - Y 


m -=5 
si E i Ro. 
E Ti E 
= 0!» E, 
A 7 
==. 2000 
E > 
y 
m A AS 


A curva de nível fx, y) = 100 — x? — y? = 75 
é o círculo x? + y? = 25 no plano xy. 


FIGURA 14.6 Um plano z = c paralelo ao 
plano xy cruzando uma superfície z = f(x, y) 
produz uma curva de contorno. 


DEFINIÇÕES O conjunto de pontos no plano onde uma função f(x, y) possui 
um valor constante f(x, y) = c é denominado curva de nível de f. O conjunto de 
todos os pontos (x, y, f(x, y)) no espaço, para (x, y) no domínio de f, é denomina- 
do gráfico de f. O gráfico de f também é conhecido como superfície z = f(x, y). 


EXEMPLO 3 Represente graficamente f(x, y) = 100 — x? — y? e trace as curvas de 
nível fx, y) = 0, f(x, y) = 51 e f(x, y) = 75 no domínio de fno plano. 


Solução O domínio de f é o plano xy inteiro, e a imagem de f é o conjunto de núme- 
ros reais menores ou iguais a 100. O gráfico é o paraboloide z = 100 — x? — y?, cuja 
parte positiva é mostrada na Figura 14.5. 

A curva de nível f(x, y) = 0 é o conjunto de pontos no plano xy nos quais 


f(x, y)=100-x2-32=0 ou x2+92= 100, 


o qual é a circunferência de raio 10 centrada na origem. Similarmente, as curvas de 
nível f(x, y) = 51 e f(x, y) = 75 (Figura 14.5) são as circunferências 


fœ y)= 100 —12- y? =51 
Ho, y)= 100 — x? — y? =75 ou x2 +y =25. 


ou x+y =49 


A curva de nível f(x, y) = 100 consiste na origem apenas. (Mas ainda assim é 
uma curva de nível.) 

Se x? + y? > 100, então os valores de f(x, y) são negativos. Por exemplo, a cir- 
cunferência x? + y? = 144, que é a circunferência centrada na origem com raio 12, 
fornece o valor constante f(x, y) = — 44 e é uma curva de nível de f. 


A curva no espaço na qual o plano z = c corta uma superfície z = f(x, y) consiste 
em todos os pontos que representam o valor da função f(x, y) = c. Ela é chamada 
curva de contorno f(x, y) = c para distingui-la da curva de nível f(x, y) = c no 
domínio de f. A Figura 14.6 mostra a curva de contorno Ax, y) = 75 na superfície 
z = 100 — x? — y? definida pela função f(x, y) = 100 — x? — y?. A curva de contorno 
está diretamente acima da circunferência x? + y? = 25, que é a curva de nível f(x, y) = 75 
no domínio da função. 

No entanto, nem todo mundo faz essa distinção, e você pode preferir chamar 
ambos os tipos de curvas por um único nome e se basear no contexto para especifi- 
car qual delas você tem em mente. Na maioria dos mapas, por exemplo, as curvas 
que representam altitude constante (altura acima do nível do mar) são denominadas 
contornos, e não curvas de nível (Figura 14.7). 


Funções de três variáveis 


No plano, os pontos onde uma função de duas variáveis independentes tem um 
valor constante f(x, y) = c formam uma curva no domínio da função. No espaço, 
os pontos onde uma função de três variáveis independentes tem um valor constante 
f(x, y, Z) = c formam uma superfície no domínio da função. 


DEFINIÇÃO O conjunto de pontos (x, y, z) no espaço onde uma função de 
três variáveis independentes tem um valor constante f(x, y, z) = c é chamado 
superfície de nível de f. 


Uma vez que os gráficos de funções de três variáveis consistem em pontos 
(x, y, Z, f(x, y, Z)) em um espaço quadridimensional, não podemos esboçá-los de maneira 
eficaz em nosso sistema tridimensional de coordenadas de referência. Podemos ver como 
a função se comporta, entretanto, analisando suas superfícies de nível tridimensionais. 


EXEMPLO 4 Descreva as superfícies de nível da função 


fy, D = Vx + y? + 2. 


FIGURA 14.8 As superfícies de nível de 
f(x y, Z = VX? + y? + Z? são esferas 


concéntricas (Exemplo 4). 


(x0; Yo» Zo) 


(a) Ponto interior 


(xo; Yo» Zo) 


(b) Ponto de fronteira 


FIGURA 14.9 Pontos interiores e pontos 
de fronteira de uma região no espaço. 
Assim como as regiões no plano, um 
ponto de fronteira não precisa pertencer à 
região no espaço R. 
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FIGURA 14.7 Contornos sobre o Monte Washington em New Hampshire. (Reproduzido 
com a permissão do Appalachian Mountain Club.) 


Solução O valor de f é a distância entre a origem e o ponto (x, y, z). Cada superfície 


de nivel Vx? + y? + z? = c, c > O, é uma esfera de raio c centrada na origem. 
A Figura 14.8 mostra uma vista de corte de três dessas esferas. A superfície de nível 


Vx? + y? + z? = O consiste somente na origem. 


Não estamos representando graficamente a função aqui; estamos olhando as 
superfícies de nível no domínio da função. As superfícies de nível mostram como 
os valores da função mudam à medida que nos movemos por seu domínio. Se per- 
manecemos em uma esfera de raio c centrada na origem, a função mantém um valor 
constante, sendo ele c. Se nos movemos de um ponto em uma esfera para um ponto 
em outra esfera, o valor da função muda. Ele aumenta se nos movemos para longe 
da origem e diminui se nos movemos em direção à origem. A maneira como os 
valores mudam depende da direção que seguimos. A dependência da variação em 
relação à direção é importante. Voltaremos a isso na Seção 14.5. 


As definições de interior, fronteira, aberto, fechado, limitado e não limitado 
para regiões no espaço são similares àquelas para regiões no plano. Para acomodar 
a dimensão extra, utilizamos esferas sólidas em vez de discos. 


DEFINIÇÕES Um ponto (Xo Yo» Zo) em uma região R no espaço é um ponto 
interior de R se é o centro de uma esfera sólida que está inteiramente em R (Fi- 
gura 14.9a). Um ponto (xy, Yo Zo) é um ponto de fronteira de R se toda esfera 
centrada em (Xp, Yo Zo) contém pontos que estão fora de R, bem como pon- 
tos que estão dentro de R (Figura 14.9b). O interior de R é o conjunto dos pontos 
interiores de R. A fronteira de R é o conjunto dos pontos de fronteira de R. 

Uma região é aberta se consiste inteiramente de pontos interiores. Uma 
região é fechada se ela contém toda a sua fronteira. 


Exemplos de conjuntos abertos no espaço incluem o interior de uma esfera, o 
semiespaço aberto z > 0, o primeiro octante (onde x, y e z são todos positivos) e o pró- 
prio espaço. Exemplos de conjuntos fechados no espaço incluem retas, planos e o 
semiespaço fechado z > 0. Uma esfera sólida com parte da sua fronteira removida ou 
um cubo sólido sem uma face, aresta ou vértice não são nem abertos nem fechados. 
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FIGURA 14.10 Este gráfico mostra a 
variação sazonal da temperatura abaixo do 
solo como uma fração da temperatura da 
superfície (Exemplo 5). 
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(a) z=senx+2seny 


As funções de mais de três variáveis independentes também são importantes. 
Por exemplo, a temperatura em uma superfície no espaço pode não depender so- 
mente da localização do ponto P(x, y, z) na superfície, mas também do instante £ no 
qual ele é visitado, de modo que poderíamos escrever T = f(x, y, z, t). 


Gráficos por computador 


Programas de gráficos tridimensionais para computadores e calculadoras tor- 
nam possível desenhar funções de duas variáveis com apenas alguns comandos. Em 
geral, é mais rápido obter informações a partir de um gráfico do que a partir de uma 
fórmula. 


EXEMPLO 5 A temperatura w abaixo da superfície da Terra é uma função da pro- 
fundidade x abaixo da superfície e da época do ano f. Se medirmos x em pés e £ 
como o número de dias decorridos a partir da data esperada da maior temperatura 
anual da superfície, podemos modelar a variação da temperatura com a função 


w=cos (1,7 x 102t- 0,2x) e 0. 


(A temperatura a O pés é representada em escala para variar entre +1 e —1, de modo 
que a variação a x pés pode ser interpretada como uma fração da variação na super- 
fície.) 

A Figura 14.10 mostra um gráfico da função. A uma profundidade de 15 pés, 
a variação (alteração na amplitude vertical na figura) é de cerca de 5% da variação 
na superfície. A 25 pés, não existe praticamente nenhuma variação durante o ano. 

O gráfico também mostra que a temperatura 15 pés abaixo da superfície é de 
cerca de meio ano fora de fase com a temperatura da superfície. Quando a tempe- 
ratura é mais baixa na superfície (final de julho, digamos), ela está em seu máximo 
a 15 pés abaixo da superfície. A 15 pés abaixo do solo, as estações são invertidas. 


A Figura 14.11 mostra gráficos gerados por computador de um grupo de fun- 
ções de duas variáveis, juntamente com suas curvas de nível. 
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(b) z = (4x? + y2e (e) z= xye” 


FIGURA 14.11 Gráficos gerados por computador e curvas de nível de funções de duas variáveis típicas. 


Exercícios 14.1 
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Domínio, imagem e curvas de nível 
Nos Exercícios 1-4, determine os valores de função específicos. 
1. f(x, y) =2 +19 
a. /(0, 0) 
b. f(=1, 1) 
2. f(x, y) = sen (xy) 


a. f (2 z) 


b. s(-3 5) 


e. f(2,3) 
d. f(3,-2) 


LAY 
3. f(x y2) = PER 
a. f(3,-1,2) a fo E 0) 
11 
b. s(2 > -1) d. f(2, 2, 100) 
4. f(x yz) = V49 - x?- y- 22 
a. f(0, 0, 0) e. fl, 2,3) 
4 5 6 
b. f(2,-3,6 d. (EE L) 
K ) Í OA Vo 


Nos Exercícios 5-12, encontre e esboce o dominio para cada função. 
5. f(xy) = Vy- x-2 
6 f(x y) = NO? + y? 4) 


(x— D(y + 2) 
7. "Taan 
IY = y) 
sen (xy) 
8 f(x y) = Ly- 5 


9. f(x y) = cos !(y — x?) 
10. f(x y) = InQy + x- y- 1) 
1L f(x y = VE? - My? — 9) 


1 
I2. f(x y = In(4- x- y?) 


Nos Exercícios 13-16, encontre e esboce as curvas de nível f(x, y) = c 
no mesmo conjunto de eixos de coordenadas para os valores deter- 
minados de c. Referimo-nos a essas curvas de nível como um mapa 
de contorno. 

13. fe y)=2+y-1, ec=-3,2,-1,0,1,2,3 

14. f(x, y) =x2+y?, c=0,1,4,9,16,25 

15. f(,y)=xy, c=-9,4,-1,0,1,4,9 


16. f(x y) = V25- xX — y?, c=0,1,2,3,4 


Nos Exercícios 17-30, (a) encontre o domínio da função; (b) encon- 
tre a imagem da função; (e) descreva as curvas de nível da função; 
(d) encontre a fronteira do domínio da função; (e) determine se o 
domínio é uma região aberta, uma região fechada ou nenhuma das 
duas e (f) decida se o domínio é limitado ou não limitado. 


17. f(x, y)= y—x 21. f(x, y) =xy 
18. (xy) = Vy=X 22. f(x, y) = yix? 


19. f(x, y) = 4x1? + 9y? 23. f(x y) = 1 a 
20. f(x, y) = 2? V16- 2 - y? 


24. f(x y) = V9- x? — y? 
25. f(x, y) =1n (+ y?) 

26. f(x, y) = 49 

27. fx, y) = sem! y- x) 
Identificando superfícies e curvas de nível 


28. f(x y = y” 9 
29. fœ, y) = In (2 + y?-1) 
30. f(x, y) =1n (9 -x -— y?) 


Os Exercícios 31-36 exibem curvas de nível para as funções cujos 
gráficos são apresentados em (a)-(f) na página a seguir. Associe 
cada conjunto de curvas à função apropriada. 


31. 34. 


>= 


>x 


( 


(¡FS 


z = (cos x)(cos y) e -V2 + ya 
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Funções de duas variáveis 


Apresente os valores das funções nos Exercícios 37-48 de duas ma- 
neiras: (a) esbogando a superfície z = f(x, y) e (b) desenhando várias 
curvas de nível do domínio da função. Identifique cada curva de 
nível com o seu respectivo valor da função. 


37. fœ y =y 

38. f% y = Vx 

39. f(x, y =32 + y? 

40. (xy) = VX? + y? 
41. f(x, y) =-y 

42. f(x, y)=4-x2-y 
43. f(x, y) = 4? + y? 

44. f(x, y) =6-2x- 3y 
45. f(x, y)=1- yl 
46. f(x, y) =1-= |x| - ly 
47. f(x y = Vx + y?+4 
48. f(x y = Vx + y? 4 


Encontrando curvas de nível 


Nos Exercícios 49-52, encontre uma equação e esboce o gráfico da 
curva de nível da função f(x, y) que passa pelo ponto dado. 


49. f(x y = 16- x?- y? (2V2, V2) 


50. f(x y) = Vx? — 1, (1, 0) 
BL f(x y) = Vx+ y? - 3, (3-1) 


y. HE 


yr Cid 


Esboçando superfícies de nível 


Nos Exercícios 53-60, esboce uma superfície de nível típica para a 
função. 

53. f(x, y z) =+y?+2 

54. f(x, y, 2) = In +y +z 

55. fx, y, z) =x+z 

56. fx, y, z) =z 

57. fx, y, =x + y? 

58. f(x, y, 2) =y +2 

59. fx, y 2)=2-x2-y? 

60. f(x, y, 2) = (125) + (2/16) + (22/9) 


Encontrando superfícies de nível 


Nos Exercícios 61-64, encontre uma equação para a superfície de 
nível da função que passa pelo ponto dado. 

61. f(x yz) = Vx- y- Inz (3,-1,1) 

62. fx y, z) =n œ +y+z, (-1,2,1) 

63 g(x y, D = VÊ +y +2, (1-1, v2) 

x- y+z 
2x+ y- 7z 


64. g(x y, 2 = (1, 0, —2) 

Nos Exercícios 65-68, encontre e esboce o domínio de f. Em segui- 
da, encontre uma equação para a curva de nível ou superfície da 
função passando pelo ponto dado. 


say - 3 (9). az 


n= 


66. g(x y, Z) = 3 (In4, In9, 2) 


Y w% 
E7. f(x = [E (0,1) 
f(x y io 
Y dt z æ 
= | | (013 
A ET Las (0,1, V3) 
USO DO COMPUTADOR 


Utilize um SAC para executar as seguintes etapas para cada uma das 
funções nos Exercícios 69-72. 

a. Trace a superfície sobre o retângulo fornecido. 

b. Trace várias curvas de nível no retângulo. 


c. Trace a curva de nível de f passando pelo ponto dado. 
69. f(x, y) = xs + ysen2x O=<=x< 51, 0s y= 5r, 
P(37,37) 


70. f(x y) = (senxcosye VI, O<x=< 5r, 
O< y< 5r, P(4r, 4) 


71. f(x, y)= sen (x + 2 cos y), 
-2m Sy <2m, P(m, m) 


72. f(x, y) = e» sen (12+y?), 0<x<27, 
—QIu<y<m, P(r,-1) 


-2T <x<27, 


14.2 
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Utilize um SAC para representar graficamente as superficies de ní- 
vel definidas implicitamente nos Exercícios 73-76. 


73. 4 In (2+y?+2)=1 
74. 2+z2=1 
75. x+y?-32=1 


76. sen() — (cosy Vx? + z? = 2 


Superfícies parametrizadas Da mesma maneira que você des- 
creve curvas no plano parametricamente com um par de equações 
x = f(t), y = g(t) definidas em algum intervalo /, você algumas ve- 
zes pode descrever superficies no espaço com uma terna de equações 
x = f(u, v), y = g(u, v), z = h(u, v) definidas em algum retângulo 
a S u < b,c < v < d. Muitos sistemas de álgebra por computador 
permitem traçar essas superficies no modo paramétrico. (Superficies 
parametrizadas serão discutidas em detalhes na Seção 16.5.) Use um 
SAC para representar graficamente as superfícies nos Exercícios 77-80. 
Trace também diversas curvas de nível no plano xy. 


77. x=ucosv, y=usenv, z=u, 0<u<2, O<vu<2r 

78. x=ucosv, y=usenv, z=v, 0<u<2, 0O<v<2r 

79. x=(2 +cosu)cosv, y=(2+cosu)senv, z=senu, 
0<u<2r, O<v<2Im 

80. x=2cosucosv, y=2cosusenv, z=2senu, 


O<u<2m, O<v<rT 


Limites e continuidade em dimensões superiores 


Esta seção trata de limites e continuidade para funções de várias variáveis. Es- 
sas ideias são análogas a limites e continuidade para funções de uma variável, mas 
a inclusão de mais variáveis independentes leva a uma complexidade adicional e 
diferenças importantes, demandando algumas novas ideias. 


Limites para funções de duas variáveis 


Se os valores de f(x, y) estão arbitrariamente próximos de um número real fi- 
xado L para todos os pontos (x, y) suficientemente próximos de um ponto (xp, Yo), 
dizemos que f se aproxima do limite L quando (x, y) se aproxima de (x,, Yọ). Isso é 
semelhante à definição informal para o limite de uma função de uma única variável. 
Observe, entretanto, que, se (xg, Yọ) está no interior do domínio de f, (x, y) pode se 
aproximar de (x,, Yọ) a partir de qualquer direção. Para o limite existir, o mesmo 
valor limitante deve ser obtido, qualquer que seja a direção de aproximação tomada. 
Ilustramos essa questão em diversos exemplos após a definição. 


FO) -L| <e 


DEFINIÇÃO Dizemos que uma função f(x, y) se aproxima do limite L à me- 
dida que (x, y) se aproxima de (x,, Yọ) e escrevemos 


lim S 
(x yY) 00, jo! xy 


se, para todo número e > 0, existe um número ô > 0 correspondente tal que, 
para todo (x, y) no domínio de f, 


sempre que 0<V(x-xw2+(y-y?< ô. 
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A definição de limite diz que a distância entre f(x, y) e L se torna arbitraria- 
mente pequena sempre que a distância entre (x, y) e (xp, Yọ) se faz suficientemente 
pequena (mas não igual a 0). A definição aplica-se tanto a pontos interiores (xy, Yọ) 
como a pontos de fronteira do domínio de f, ainda que um ponto de fronteira não 
precise estar no domínio. Os pontos (x, y) que se aproximam de (x,, Yọ) são sempre 
tomados como estando no domínio de f. Veja a Figura 14.12. 


>= 


(xo, Yo) 


FIGURA 14.12 Na definição de limite, ô é o raio de um disco 
centrado em (x,, Yọ). Para todos os pontos (x, y) dentro desse 
disco, os valores da função f(x, y) estão dentro do intervalo 
correspondente (L — e, L + €). 


Analogamente a funções de uma variável, pode ser demonstrado que 


lim X=X 
(x,y) >, Yo) 
lim y=% 


(x,y) = (X, Yo) 


lim k=k (para todo número K). 
(x Y = (%, Yo) 


Por exemplo, na primeira afirmação sobre limite acima, f(x, y) =x e L =x,. 
Utilizando a definição de limite, suponha que e > 0 seja escolhido. Se igualarmos 
ô a e, veremos que 


0< Vx- x0)?+ (y y)" <= e 
implica que 


(x-xw2<e (xx) = (xx)? + (y- y)? 
Ix=x]<e  Va?=]/al 
[FAY —= | <e x=f(xy) 


Ou seja, 


f(x y) =x] <e  sempreque 0< V(x- %)? + (y— y) < ô. 


Portanto um ô foi encontrado satisfazendo a exigência da definição e 


f(x y) x= X. 


lim = lim 
(x Y 00, Yo) (x Y 00, Yo) 


Assim como nas funções de uma variável, o limite da soma de duas funções é 
a soma de seus limites (quando ambas existirem), com resultados semelhantes pa- 
ra os limites das diferenças, múltiplos por constantes, produtos, quocientes, potén- 
cias e raízes. 
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TEOREMA 1 — Propriedades dos limites de funções de duas variáveis 
As regras a seguir são verdadeiras se L, M e k forem números reais e 


f(x y =L e g(x y) = M. 


(x TUT 
[xy + gx Y) =L+M 
(xy -= Ax Y) =L- M 
K (x y) = kL (para todo número k) 


lim 
(x Y (o, Yo) 


L Regra da soma: lim 
(x Y) 00, Yo) 


2. Regra da diferenca: lim 
(x Y => 0%: Yo) 
3. Regra da multiplicação lim 

por constante: (x Y>% Yo) 


4 Regra do produto: lim (f(xy g(x y) =L-M 
(x Y) = 0, Yo) 

5. Regra do quociente: lim [y =, Mz0 
x y>% w) 90 y) M 


6. Regra da poténcia: [f(x y]” = L", n um inteiro positivo 


lim 
(x, y) Xo, Yo) 


7. Regra da raiz: im VEO y) = YU = 1, 
X, Y) => Q0, Yo 
n um inteiro positivo, e, se n for par, 


assumimos que L > 0. 


Embora náo provemos aqui o Teorema 1, oferecemos uma discussáo informal 
da razão para ele ser verdadeiro. Se (x, y) está suficientemente perto de (xy, Yọ), 
então f(x, y) está próximo de L e g(x, y) está perto de M (a partir da interpretação 
informal de limites). Faz sentido, então, dizer que f(x, y) + g(x, y) está perto de L + M; 
Ax, y) — g(x, y) está perto de L — M; kf(x, y) está perto de kL; f(x, y)g(x, y) está perto 
de LM e f(x, y)/g(x, y) está perto de L/M se M 0. 

Quando aplicamos o Teorema 1 a polinômios e funções racionais, obtemos o 
resultado útil de que os limites dessas funções quando (x, y) — (Xp, Yọ) podem ser 
calculados avaliando-se as funções em (xp, yy). A única exigência é que as funções 
racionais sejam definidas em (x,, Yo). 


EXEMPLO 1 Neste exemplo, podemos combinar os três resultados simples, se- 
guindo a definição de limite com os resultados no Teorema 1 para calcular os limi- 
tes. Simplesmente substituímos os valores de x e y do ponto sendo aproximado na 
expressão funcional para encontrar o valor limite. 


, x=Xx/+3 0 = (0111) + 3 
(a) (x iy xy + 5x- y? (OA + 5(0)(1) — AP = 


bd lim Væ + y? = VB} + (24) = V25 =5 


(x Y>B, —4) 


EXEMPLO 2 Encontre 
x? 


: — Xy 
lim =< 
AY=0,0) Vx- Vy 


Solução Como o denominador Vx- Vyse aproxima de O quando (x, y) — (0, 0), 
não podemos utilizar a regra do quociente do Teorema 1. No entanto, se multiplica- 
mos numerador e denominador por Vx+ Vy, produzimos uma fração equivalen- 
te, cujo limite podemos encontrar: 


220 Cálculo 


my VA Y) 
(x Y=00,0) yx — Vy (x y)-5(0,0) (Vx- Vy(Vx+ Vy) 


AV v) 


X 


lim 
( y)—(0, 0) 


Álgebra 


Cancele o fator 


lim x Vx+ Vy) diferente de zero 


(x, y)—(0, 0) (x-y). 
E = Valores limite 
o o( vo + vo) =0 conhecidos 


Podemos cancelar o fator (x — y) porque o caminho y =x (ao longo do qual x — y = 0) 
não está no domínio da função 


x? — xy 


Y 


EXEMPLO 3 Encontre lim E , Se existir. 
(x y =>(0,0) x + y 
Solução Primeiro, observamos que, ao longo da reta x = 0, a função tem sempre 
valor 0 quando y % 0. Da mesma forma, ao longo da reta y = 0, a função tem valor O 
contanto que x % 0. Dessa forma, se o limite existe à medida que (x, y) se aproxima 
de (0, 0), o valor do limite deve ser 0. Para verificar se isso é verdadeiro, aplicamos 
a definição de limite. 
Seja e > 0 dado, mas arbitrário. Desejamos encontrar ô > 0 tal que 

2 


4 
O E sempreque 0< Vx? +y? <ô 
XxX + y? 
ou 
4|xly? T 
3 4 <e sempreque 0< Vx +y‘ < ô. 
XxX +y 
Uma vez que y? < x? + y?, temos que 
4 xy? 2 2 2 y? 
Pa A 4Vx? = 4VX? + y?. -TT ale 
Portanto, se escolhemos ô = €/4 e fizermos O < V xX? + y? < ô, obtemos 
4xy? 2 2 € 
= 370 =4Vx*+ y4 < 46 = 47 )= 
x + y 4 
A partir da definição, sabemos que 
4 2 
(x y=>(0, 0) x + y 
_ y 
EXEMPLO 4 Sef(x y) = x,0 a El ns a f(x y) existe? 


Solução O domínio de f não inclui o eixo y, portanto não consideramos nenhum 
ponto (x, y) onde x = 0 na aproximação à origem (0, 0). Ao longo do eixo x, o valor 
da função é f(x, 0) = 0 para todo x 0. Portanto, se o limite existe quando (x, y) — 
(0, 0), o valor do limite deve ser L = 0. Por outro lado, ao longo da reta y = x, o valor 
da função é f(x, x) = x/x = 1 para todo x 0. Isto é, a função f se aproxima do valor 


>N 


AN 


=y 


(a) 


(b) 


FIGURA 14.13 (a) Gráfico de 


2xy 
isya ery +00 


0, (x y) = (0, 0). 


A função é contínua em todos os pontos 
com exceção da origem. (b) Os valores de f 
são constantes diferentes ao longo de cada 
reta y = mx, x £ 0 (Exemplo 5). 
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1 ao longo da reta y = x. Isso significa que, para todo disco de raio ô centrado em 
(0, 0), o disco irá conter pontos (x, 0) no eixo x onde o valor da função é 0, e também 
pontos (x, x) ao longo da reta y = x onde o valor da função é 1. Portanto, não im- 
porta o quão pequeno escolhemos o raio ô do disco na Figura 14.12, haverá pontos 
no disco para os quais os valores de função diferem por 1. Portanto, o limite não 
pode existir, porque podemos tomar e como sendo qualquer número menor que 1 na 
definição de limite e negar que L = 0 ou 1, ou qualquer outro número real. O limite 
não existe, porque temos valores limite diferentes ao longo de diferentes trajetórias 
se aproximando do ponto (0, 0). 


Continuidade 


Assim como para funções de uma variável, a continuidade é definida em ter- 
mos de limites. 


DEFINIÇÃO Uma função f(x, y) é contínua no ponto (x), Yg) se 


1. ffor definida em (xy Yo); 


2: lim f(x, y) existe; 
(x Y) > 0%, Yo) 


: lim x, Y) = fo, Yo). 
UR Do Yo) 


Uma função é contínua se for contínua em todos os pontos de seu domínio. 


Como acontece na definição de limite, a definição de continuidade aplica-se 
tanto a pontos de fronteira quanto a pontos interiores do domínio de f. A única exi- 
gência é que todo ponto (x, y) próximo de (x,, Yo) esteja no domínio de f. 

Uma consequência do Teorema 1 é que combinações algébricas de funções 
contínuas são contínuas em todo ponto onde as funções envolvidas são definidas. 
Isso significa que somas, diferenças, multiplicação por constantes, produtos, quo- 
cientes e potências de funções contínuas são contínuos onde definidos. Em especial, 
polinômios e funções racionais de duas variáveis são contínuos em todo ponto onde 
são definidos. 


EXEMPLO 5 Mostre que 


2xy 
Fx Y = g 2 + y? (x,y) + (0, 0) 


0, (x y) = (0,0) 


é contínua em todo ponto, exceto a origem (Figura 14.13). 


Solução A função f é contínua em qualquer ponto (x, y) (0, 0), porque seus valo- 
res são dados por uma função racional de x e y e o valor limite é obtido através da 
substituição dos valores de x e y na expressão funcional. 

Em (0, 0), o valor de f é definido, mas afirmamos que f não tem limites quando 
(x, y) — (0, 0). A razão é que diferentes caminhos de aproximação da origem podem 
levar a resultados diferentes, conforme veremos a seguir. 

Para todo valor de m, a função f tem um valor constante na reta “furada” 
y = mx, x* 0, porque 


2xy 
f(x,y) EN D+ y? 


o mM) 2? __ æm 
em X? + (mx)? x?+ mX? 1+m? 


Portanto, f tem esse número como seu limite quando (x, y) se aproxima de 
(0, 0) ao longo da reta: 


f(x, y) = 


y (x,y) 


lim lim | -m 
(x, y) (0, 0) (x, y) (0, 0) y=mx 1+m 


ao longo de y =mx 
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(b) 


FIGURA 14.14 (a) Gráfico de f(x, y) = 
2x?y/(x4 + y?). (b) Ao longo de cada 
caminho y = kx? o valor de fé constante, 
mas varia com k (Exemplo 6). 


Esse limite muda com cada valor do coeficiente angular m. Náo existe, portan- 
to, um único número que podemos denominar limite de f quando (x, y) se aproxima 
da origem. O limite não existe e a função é não contínua. 


Os Exemplos 4 e 5 ilustram um ponto importante sobre limites de funções de 
duas ou mais variáveis. Quando um limite existe em um ponto, o limite deve ser o 
mesmo ao longo de todos os caminhos que se aproximam do ponto. Esse resultado 
é análogo ao caso de uma variável na qual ambos os limites laterais devem ter o 
mesmo valor. Para funções de duas ou mais variáveis, se encontrarmos caminhos 
com limites diferentes, saberemos que a função não tem limite no ponto em que elas 
se aproximam. 


Teste dos dois caminhos para a não existência de um limite 


Se uma função f(x, y) tem limites diferentes ao longo de dois caminhos diferentes 
no domínio de f quando (x, y) se aproxima de (Xy, Yọ), então lim, y) — (xo, yy) LO) 
não existe. 


EXEMPLO 6 Mostre que a função 


2x?y 
f(x y = + y 


(Figura 14.14) náo tem limite quando (x, y) se aproxima de (0, 0). 


Solução O limite não pode ser encontrado por meio de substituição direta, o que nos 
dá a forma indeterminada 0/0. Examinamos os valores de f ao longo de curvas que 
terminam em (0, 0). Ao longo da curva y = kx?, x 0, a função possui o valor constante 


fay) 2xy 2x (kx?) 2x! 2k 
dd pre Xt y? lyze XA (ka x+ kx 1+k2" 
Portanto, 
À ; 2k 
| = 1 = 
(x y Lo, "i (x y (x, yo, 0) y x y al 1 + k? 


ao longo de y= ke 


Esse limite varia com o caminho de aproximação. Se (x, y) se aproxima de (0, 0) 
ao longo da parábola y = x?, por exemplo, então k= 1 e o limite é 1. Se (x, y) se apro- 
xima de (0, 0) ao longo do eixo x, k = 0 e o limite é 0. Pelo teste dos dois caminhos, 
fnão tem limite quando (x, y) se aproxima de (0, 0). 


Pode ser mostrado que a função no Exemplo 6 tem limite O ao longo de todo o 
caminho y = mx (Exercício 53). Concluímos que 


Ter o mesmo limite ao longo de todas as linhas retas se aproximando de (x,, Yo) 
não implica que um limite exista em (xp, Yọ). 


Sempre que corretamente definida, a composta de funções contínuas é também 
contínua. A única exigência é que cada função seja contínua onde for aplicada. 
A prova, omitida aqui, é semelhante àquela para funções de uma variável (Teorema 9, 
na Seção 2.5). 


Continuidade de compostas 


Se fé contínua em (x), Yo) e g é uma função contínua de uma variável em f(x, Yo), 
então a função composta h = g o f definida por A(x, y) = g(f(x, y)) é contínua em 
o Y, o): 


Exercícios 14.2 


Limites com duas variáveis 


Encontre os limites nos Exercícios 1-12. 


i 3x2- y? +5 
` x% y—>0,0) Xx? + y? +2 
f x 
2. lim — 
(x y)=(0,4) Vy 
3. lim Vx +y?-1 
(x Y)—(3, 4) 
2 
A 1 1 
4. lim G + y) 
gy) XY 
5. lim sec xt 
(x (0, 7/4) Iy 
2 3 
; x +y 
6. lim cos 
xy=(0,0)  X+y+1 


Limites de quocientes 
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Por exemplo, as funções compostas 


são contínuas em todos os pontos (x, y). 


Função de mais de duas variáveis 


As definições de limite e continuidade para funções de duas variáveis e as con- 
clusões sobre limites e continuidade para somas, produtos, quocientes, potências e 
composições estendem-se a funções de três ou mais variáveis. Funções como 


y senz 
In(x+ y+ 2 
K+y+27 € x-1 
são continuas nos seus domínios, e limites como 
extz el~! 1 


lim = =>, 


onde P indica o ponto (x, y, z), podem ser encontrados por meio de substituição 
direta. 


Valores extremos de funções contínuas em conjuntos fechados e limitados 


O teorema de valor extremo (Teorema 1, Seção 4.1) afirma que uma função de 
uma variável única que é contínua em um intervalo fechado e limitado [a, b] assume 
um valor máximo absoluto e um valor mínimo absoluto pelo menos uma vez em 
[a, b]. O mesmo vale para uma função z = f(x, y) que é contínua em um conjunto R 
fechado e limitado no plano (como um segmento de reta, um disco ou um triângulo 
cheio). A função assume um valor máximo absoluto em algum ponto R e um valor 
mínimo absoluto em algum ponto em R. 

Resultados semelhantes são verdadeiros para funções de três ou mais variáveis. 
Uma função contínua w = f(x, y, z), por exemplo, deve assumir valores máximo e 
mínimo absolutos em qualquer conjunto fechado e limitado (esfera sólida ou cubo, 
casca esférica, sólido retangular) no qual é definida. Aprenderemos como encontrar 
esses valores extremos na Seção 14.7. 


7. 


2 2 
x — 2xy + 
13. lim E 
(x y=(1, 1) 
xy 
i — 2 2 
lim e ; x —y 
(0, In2 14. lim ==> 
iii x y=(L1) XY 
lim In]1 + x?y?| xy 
pmpa xy — y -2x+2 
y 15. A A A 
EA (x y=(1 1) x=1 
(x y)—>(0,0) < 
i +4 
lim, cos Way 16. lim y 
(x y (1/27, 7”) x y>(2, 4) xy xy 4 4x 
im xsen y y+#—4, xXx 
AY 7/6) x? + 1 e x— y + 2Vx- 2Vy 
cos y + 1 "(y (0,0) Vx- Vy 
(x y =(7/2,0) Y — Sen x x+y 
l x+y-4 
18. lim — 
AY2,2 Vx + y — 2 
x+y*4 


Encontre os limites nos Exercícios 13-24 reescrevendo primeiro as 
frações. 
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o di V2x-y-2 
N Im 
(x y->(2,0) 2X— y— 4 
2x-y+4 
30 Vx- Vy+1 
E Im E r 
gy=>(43) X=y=1 
xzy+1 
a sen (x? + y?) 
"(xy>0,0) xX + y? 
i 1 — cos (xy) 
2. lim =s- 
(x 9)=(0,0) xy 
3 3 
: X +y 
23. lim E 
(xy) (1, -1) x+y 
dis 
24. y 


lim 
(x y—>(2,2) xf — y! 


Limites com três variáveis 


Encontre os limites nos Exercícios 25-30. 
25. lim 


] 1 1 1 
P—(1, 3,4) G y 3 


2xy + yz 
P>(1,-1,-1) X? + z? 
27. lim (sen?x+ cos? y + sec? z) 


P>(7r, 7,0) 


28. a ii mea 1 xyz 


29. lim ze Ycos2x 
P—(7,0,3) 


30. lim InVx? + y? + z? 


P—(2, -3, 6) 


26. 


Continuidade no plano 
Em que pontos (x, y) no plano as funções nos Exercícios 31-34 são 
contínuas? 


3Laf(xy-sn(x+y b f(xy) = In(x? + y?) 


x+y 
32 a f(x Y) =x=y by = 
xXx + 
3a g(x y) = sen yy b 9X) => 
24 y? 
34 a gx y) = a AJAY y 


Continuidade no espaço 


Em que pontos (x, y, z) no espaço as funções nos Exercícios 35-40 
são contínuas? 


35. a. f(x, y, Z) =x? + y?-22 


b. f(x yz) = Vx? + y?- 1 
36. a. f(x, y, Z) = ln xyz 
b. f(x, y, Z) = e" cosz 
37. a h(x, y, z) = xysenl 
z 1 
a x?+z2-1 
1 
38. a h(x, yz) = 
22 +1 
1 
b. h(x y, 2) 


-pyl + |z] 


39. a h(x y, 2 = In(z- x? — y? — 1) 


1 
b. h(x y, 2) = — = 
y z- VX + y? 
40. a hx yz = V4- x- y? -z 
1 
b. h(x y, 2) = pr 


Sem limite em um ponto 


Considerando caminhos diferentes de aproximação, mostre que as 
funções nos Exercicios 41-48 não têm limite quando (x, y) — (0, 0). 


DES 
xí 
42. f(x y) = diy 


x- y 
43. f(x y) Spy 
xy 
44. f(x y) = xy 
x= y 
45. g(x, y) = x+y 
x-y 
46. g(x, y) = x-y 
x + y 
47. Mx y) = —y 
xy 
48. h(x, y) “ay 


Teoria e exemplos 


Nos Exercícios 49 e 50, mostre que os limites não existem. 


2 
xy” — 1 
49. lim 
xy>(11) Y—1 
+1 
50. 2 


yad- x — y? 
1 y= x 
51. Sejaf(xy) =41, y=0 
0, de outra forma. 


Encontre cada um dos limites a seguir ou explique que o limite náo 
existe. 


a. 
PR qu a 


Cu 


Ru A 


x, x=0 


52. Seja f (x, y) = E ae 


Encontre os limites a seguir. 


kamag AN 
b. x e im, fy) 
ii E im g SY 


53. Mostre que a função no Exemplo 6 tem limite 0 ao longo de 
cada linha reta se aproximando de (0, 0). 


54. Se f(X Yo) = 3, o que você pode dizer sobre 


lim fx) 

(x Y>% Yo) 

se fé contínua em (x,, Yo)? E se f não é contínua em (xy, Yo)? 

Justifique suas respostas. 
Teorema do confronto para funções de duas variáveis afirma que, 
se g(x, y) < f(x, y) < h(x, y), para todo (x, y) # (Xo, Yọ) em um disco 
centrado em (x,, y,) e se g e A tiverem o mesmo limite finito Z quan- 
do (x, y) — (Xo Yo)» então 


li = 
(x y> LSO pie y 


Utilize esse resultado para confirmar as suas respostas nos Exercí- 
cios 55-58. 


55. Sabendo que 


xy xy 
t= =3 < Yo <1 
você pode dizer algo sobre 
-1 
tg "xy ? 


lim 
x y=(0,0) XY 


Justifique sua resposta. 


56. Sabendo que 


xy? 
2|xy| - ¿7 < 4- 4cos V|xy| < 2|xy] 


você pode dizer algo sobre 


4 — 4 cos V| xy 


lim 
(x y)—(0, 0) xy] 


? 


Justifique sua resposta. 
57. Sabendo que | sen (1/x) | < 1, você pode dizer algo sobre 


1, 
lim ysen% 
(xy Do, 0) 


Justifique sua resposta. 
58. Sabendo que | cos (1/y)| < 1, você o dizer algo sobre 


lim — xcosy y? 
(x y) (0, 0) 


Justifique a sua resposta. 
59. (Continuação do Exemplo 5.) 
a. Releia o Exemplo 5. Substitua m = tg 0 na fórmula 


e simplifique o resultado para mostrar como o valor de f 
varia de acordo com o ángulo de inclinação da reta. 
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b. Utilize a fórmula que você obteve no item (a) para mostrar que 
o limite de f quando (x, y) — (0, 0) ao longo da reta y = mx 
varia de —1 a 1, dependendo do ângulo de aproximação. 


60. Extensão contínua Defina (0, 0) de maneira a estender 


y? y? 
f(x y) = VER 


a uma função contínua na origem. 


Mudando para coordenadas polares Se você não pode fazer 


progresso com lim, o, 0,10%, y) em coordenadas retangula- 


(6, y) 
res, tente mudar para coordenadas polares. Substitua x = r cos 0, 
y =r sen 0 e investigue o limite da expressão resultante quando 
r > 0. Em outras palavras, tente decidir se existe um número L que 
satisfaça o seguinte critério: 


Dado e > 0, existe um ô > 0 tal que, para todo r e 0, 
r| < ê= [f(r, 0) —L|<e (1) 
Se tal L existir, então 


f(x yY) = lim f (r cos, r sen 0) =L. 


lim 
(x y)—(0, 0) 

Por exemplo, 
: go. ricosg 

lim a 5 = lim a 
Ky=>0,0xX + y? 150 r 


= lim rcos? 9 = 0. 
r>0 


Para verificar a última igualdade, precisamos mostrar que a Equa- 
ção 1 é satisfeita com f(r, 0) = r cos? 8 e L=0. Isto é, precisamos 
mostrar que, dado qualquer e > 0, existe um ô > 0 tal que, para todo 
red, 


lr] <8 == |r cos 9 -0|< e. 
Como 
lr cos? 0| = |rllcos? 0| < |r|- 1 = |r|, 


a implicação é verdadeira para todo r e 0 se tomamos ô = e. 
Em contrapartida, 


x? r?cos0 
X2 + y? r2 


= œs 9 


assume todos os valores de O a 1 por menor que seja |r|, de modo que 
lim 20, 092/02 + y?) não existe. 

Em cada um desses exemplos, a existência ou inexistência do limite 
quando r — 0 é razoavelmente clara. Entretanto, a mudança para 
coordenadas polares nem sempre ajuda e pode até nos levar a con- 
clusões falsas. Por exemplo, o limite pode existir ao longo de toda 
reta (ou raio) 0 = constante e mesmo assim não existir em um sen- 
tido mais amplo. O Exemplo 5 ilustra esse ponto. Em coordenadas 
polares, f(x, y) = (2x2y)/(x* + y?) torna-se 


rcos6 sen26 


r2costo + servo 


f(r coso, rseng) 


para r 0. Se deixamos 0 constante e fazemos r — 0, o limite é 0. 
No caminho y = x”, entretanto, temos r sen 0 — 7? cos? 0 e 


r cos sen 20 


r?costo + (reos? py? 


2r cos? 0 sen — 
2r? costo 


f(rcoso, rseng) = 


rseng 


r2cos?9 


=1 
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Nos Exercícios 61-66, encontre o limite de f quando (x, y) — (0, 0) Vx? + y? <8 > If(xy -—$(0,0)|< e. 
ou mostre que o limite náo existe. 
E es 69. f(x y) = xX + y? e=001 
61. f(x y) = NA A 
x +y 70. f(x y) = y/(x + 1), e= 0,05 
x- y? 7L = (X x+ 1), e= 0,01 
o. fx = cos i 2) f(xy) = (x+ Y/( ) € 
x +y 72 f(x y) = (x + y)/(2 + cosx), e = 0,02 
y? xy? 
63. 1 aa y? AIUI ar e f(0,0)= 0, e = 0,04 
2x 3 4 
z= — X po um 
AAA a a fxy-5"" e 1(00)=0, e= 002 
lx + y A 
65. f(x y) = tg” (53) Cada um dos Exercícios 75-78 apresenta uma função f(x, y, z) e um 
y número positivo e. Em cada exercício, mostre que existe um ô > 0 
x- y? tal que, para todo número (x, y, Z), 
66. f(x,y) = Sra 
y Vx? + y?+z2?<8 > If(x yz) — $(0,0,0)| < e. 
Nos Exercícios 67 e 68, defina f(0, 0) de maneira que f se estenda 
a uma função contínua na origem. 75. fœ y z =x +y +27, e=0,015 
= 3x2 — xy? + 3y? 76. f(x, y, zZ) =xyz, €=0,008 
67. f(x y = In J > 
3x2 ds 77. f(X y, 2) Fuso 0,015 
Xy é ARS RR TR po 
. = x? +y? +z? +1 
68. XY = a 
78. f(x, y, Z) = tg? x+ tg? y+tg?z, €=0,03 


Usando a definição de limite 

Cada um dos Exercícios 69-74 fornece uma função f(x, y) e um 
número positivo e. Em cada exercício, mostre que existe um ô > 0 
tal que, para todo (x, y), 80. Mostre que fix, y, z) =x? + y? + 2? é contínua na origem. 


79. Mostre que flx, y, z) = x + y — z é contínua em qualquer ponto 
Eo Yo Žo): 


1 4. 3 Derivadas parciais 


O cálculo de várias variáveis é semelhante ao cálculo de uma variável aplicado 
a várias variáveis, uma de cada vez. Quando fixamos todas as variáveis independen- 
tes de uma função — menos uma — e derivamos em relação a essa variável, obtemos 
uma derivada “parcial”. Esta seção mostra como as derivadas parciais são definidas 
e interpretadas geometricamente e como calculá-las aplicando as regras para deriva- 
ção de funções de uma variável. A ideia de diferenciabilidade para funções de várias 
variáveis necessita de mais do que a existência de derivadas parciais, mas veremos 
que as funções deriváveis de várias variáveis se comportam da mesma forma que as 
funções de uma variável derivável. 


Derivadas parciais de uma função de duas variáveis 


Se (Xo, Yo) for um ponto no domínio de uma função f(x, y), o plano vertical y = y, 
cortará a superfície z = f(x, y) na curva z = f(x, yọ) (Figura 14.15). Essa curva é o 
gráfico da função z = f(x, y,) no plano y = y}. A coordenada horizontal nesse plano 
é x; a coordenada vertical é z. O valor de y se mantém constante em y,, portanto y 
não é uma variável. 

Definimos a derivada parcial de f em relação a x no ponto (xg, Yọ) como a 
derivada ordinária de f(x, yọ) em relação a x no ponto x = x,. Para distinguir as de- 
rivadas parciais das derivadas ordinárias, utilizamos o símbolo ô no lugar da letra d 
empregada anteriormente. Na definição, h representa um número real, positivo ou 
negativo. 


Eixo vertical 
no plano 
x= xo A 


Reta tangente 


P (xo; Yo F(Xo> Yo) 


(Xo» Yo + k) 


Curva z = fo; y) 


Eixo horizontal 
no plano x = xp 


no plano x = x, 


FIGURA 14.16  Intersegáo do plano x = x, 
com a superfície z = f(x, y), vista de cima 
do primeiro quadrante no plano xy. 
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N 


a Eixo vertical 
Es 
no plano y = yo 


P(o, Yo» fo YO) 


Curva z = f(x, yo) 
no plano y = yo 


Reta tangente D 


z = f(x,y) 
Y 


(xo Yo) 


(xo + h, yo) 


Eixo horizontal no plano y = yy 


FIGURA 14.15  Intersegáo do plano y = y, com a 
superfície z = f(x, y) vista de um ponto acima do 
primeiro quadrante do plano xy. 


DEFINIÇÃO A derivada parcial de f(x, y) em relação a x no ponto (xp, yy) é 


of fœ% + hy) — $0, Yo) 
9X h ! 


= lim 
(xo, Yo) h=0 


desde que o limite exista. 


Uma expressáo equivalente para a derivada parcial é 


Afw 


X=X0 


O coeficiente angular da curva z = f(x, y,) no ponto P(x}, Yo» Hg, Yo)) no plano 
y = y, é O valor da derivada parcial de fem relação a x em (x,, Yọ). (Na Figura 14.15 
esse coeficiente angular é negativo.) A reta tangente à curva em P é a reta no plano 
y = y, que passa por P com esse coeficiente angular. A derivada parcial 0f/0x em 
(Xp Yo) fornece a taxa de variação de fem relação a x quando y é mantido fixo no 
valor y. 

Utilizamos diversas notações para a derivada parcial: 

əz of əz 


of 
zx CO Yo) OUÍ LX, Yo), Fx e e Íx gx Z= Uy 


A definição da derivada parcial de f(x, y) com relação a y em um ponto (Xy, Yo) 
é semelhante à definição da derivada parcial de f com relação a x. Mantemos x fixo 
no valor x, e tomamos a derivada ordinária de f(x}, y) com relação a y em y,. 


DEFINIÇÃO A derivada parcial de f(x, y) em relação a y no ponto (x,, yy) é 


of im [CW + h) — f% Yo) 


= lim ; 
9Y | o, yo) y-y 50 h 


-d 
= dy! Co Y) 


desde que o limite exista. 


O coeficiente angular da curva z = f(x}, y) no ponto P(xp, Yo» Fry, Yo)) no plano 
vertical x = x, (Figura 14.16) é a derivada parcial de f em relação a y em (xp, Yo). 
A reta tangente à curva em P é a reta no plano x = x, que passa por P com esse coe- 


228 Cálculo 


ficiente angular. A derivada parcial fornece a taxa de variação de f em relação a y 
em (xp, Yo) quando x é mantido fixo no valor x,. 

A derivada parcial em relação a y é denotada da mesma maneira que a derivada 
parcial em relação a x: 


ð ð 
To Yo), yo, yo), A fy- 


Observe que agora temos duas retas tangentes associadas à superfície z = f(x, y) 
no ponto P(x,, Y F y) Yo)) (Figura 14.17). O plano que elas determinam é tangente 
à superfície em P? Veremos que é para as funções diferenciáveis definidas ao tér- 
mino desta seção, e aprenderemos como encontrar o plano tangente na Seção 14.6. 
Primeiro temos de aprender mais sobre as próprias derivadas parciais. 


N 


Esta reta tangente 

possui coeficiente Po» Yo Fo» Yo) Esta reta tangente 
angular (xo, Yo). possui coeficiente 
angular fi(xo, Yo). 


Curva z = f(Xo, y) 


no plano x = xy Curva z = f(x, yo) 


no plano y = yọ 


nte» 


FIGURA 14.17 Figuras 14.15 e 14.16 combinadas. As retas 
tangentes no ponto (Xy, Yo fo Y9)) determinam um plano que, 
nesta figura, pelo menos, parece ser tangente à superfície. 


Cálculos 


As definições de 0f/0x e 0f/0y fornecem duas maneiras diferentes de derivar f 
em um ponto: em relação a x, da maneira usual, tratando y como uma constante e, 
em relação a y, da maneira usual, tratando x como uma constante. Como mostram 
os exemplos a seguir, os valores dessas derivadas parciais geralmente são diferentes 
no ponto dado (x,, Yo). 


EXEMPLO 1 Encontre os valores de 0f/0x e 0/10y no ponto (4, —5) se 
fe y) =x + 3xy+y-1. 


Solução Para encontrar 0f/0x, tratamos y como uma constante e derivamos em re- 
lação a x: 


Y a 2 o Ex 
3x ax X + 3y +y- 1) = 2x+ 3-1-y+ 0- 0= 2x+ 3 


O valor de 0f/0x em (4, —5) é 2(4) + 3(-5) = —7. 
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Para encontrar 0f/0y, tratamos x como uma constante e derivamos em relação a y: 
sã +y-1)=0+3-x"1+1-0=3x+ 1 
O valor de 0f/0y em (4, -5) é 3(4) + 1 = 13. 
EXEMPLO 2 Encontre 0f/0y se f(x, y) = y sen xy. 


Solução Tratamos x como uma constante e f como um produto de y e sen xy: 


F L 2 yy = y Ly + (y Ly 


- (005 xy) ¿y OY) + SEXY = XY COS xy + sen xy. 


EXEMPLO 3 Encontre f, e f, como funções se 


2y 
Fx y = y F Sx: 


Solução Tratamos f como um quociente. Com y mantido constante, obtemos 


o 2y ) (y+ cosx) È (2y) = 2y (y+ cosx) 


_ (y + cosx(0) — 2y—-senx)  2y%nx 
(y + cosx? (y + cosx)? 


Com x fixo, obtemos 


ð ð 
3 ( 2y ) E (y+ cosx) zy (24) = Y gy (Y + COS X) 


Íy = 3y Ly + cosx (y + cosx)? 


= (y+ cosx) (2) — 1) —— 2cosx 
(y + cosx)? (y + cosx)? ` 


A diferenciação implícita funciona para derivadas parciais da mesma maneira 
que para derivadas ordinárias, como mostra o exemplo a seguir. 


EXEMPLO 4 Encontre dz/0x se a equação 


yz-Inz=x>+y 


define z como uma função de duas variáveis independentes x e y e a derivada parcial 
existir. 


Solução Diferenciamos ambos os lados da equação em relação a x, mantendo y 
constante e tratando z como uma função derivável de x: 


d ð ax 0 
ax Y2 ax NZ e IX 
dz 102 4,9 ir 
ðX Z 9X 20 E, 
11 oz _ 
(y >) ax 5 | 
ðZ Z 
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Superfície 


Reta 
— tangente 


FIGURA 14.18 Tangente à curva de 
interseção do plano x = 1 e a superfície 
z=x + y? no ponto (1, 2, 5) 

(Exemplo 5). 


Ri 
R, 
ANA 
| R3 ] 


qlo 


[ 
E 


FIGURA 14.19 Dizemos que resistores 
dispostos desta maneira estão conectados 
em paralelo (Exemplo 7). Cada resistor 
deixa passar uma parte da corrente. Sua 
resistência equivalente R é calculada 
com a fórmula 


EXEMPLO 5 O plano x= 1 apresenta interseção com o paraboloide z = x? + y? em 
uma parábola. Encontre o coeficiente angular da tangente à parábola em (1, 2, 5) 
(Figura 14.18). 


==, 42 2 
Ee ++ Solução O coeficiente angular é o valor da derivada parcial 0z/0y em (1, 2): 


“9,42 2 
=—(Xº + 
a ay í y^) 


ðZ 


F = X2) = 4. 


= y 


(1, 2) (1,2) 

Como uma verificação, podemos tratar a parábola como o gráfico da função de uma 
variável z =(1)? +y? = 1 + y? no plano x = 1 e procurar o coeficiente angular em y = 
2. O coeficiente angular, calculado agora como uma derivada comum, é 


e =» 


“e =4. 
y=2 


y=2 


-qd 2 
dy T 


y=2 


Funções de mais de duas variáveis 


As definições de derivadas parciais de funções de mais de duas variáveis in- 
dependentes são como as definições para funções de duas variáveis. Elas são deri- 
vadas ordinárias em relação a uma variável, tomadas enquanto as outras variáveis 
independentes são mantidas constantes. 


EXEMPLO 6 Sex, y e z forem variáveis independentes e 


f(x, y, z) =x sen (y + 32), 


então 


Y a ð 
az 7 az Xsenly + 39] = x57 sen(y + 32) 


= xcos(y + 32) Ê (y + 32) = 3xcos(y + 32). 


EXEMPLO 7 Se resistores elétricos de R,, R, e R, ohms são conectados em para- 
lelo para formar um resistor de R ohms, o valor de R pode ser encontrado a partir 
da equação 


1 1 1 1 
RT R R R 


(Figura 14.19). Encontre o valor de 0R/0R, quando R, = 30, R, = 45 e R, = 90 ohms. 


Solução Para encontrarmos OR/OR,, tratamos R, e R, como constantes e, utilizando 
derivação implícita, derivamos ambos os lados da equação em relação a R,: 


af E 1,1 
A A+ +) 
Loo 
R20R2 R2 


aR R_ (RY 
ôR? RŽ R2) `’ 
Quando R} = 30, R, = 45 e R, = 90, 


1 1.1.1 
R>30745' 907 E 


90 


0 


ad Qe 


FIGURA 14.20 O gráfico de 


0 xx0 


fx y = (o y= 


consiste em duas retas L, e L, e nos quatro 
quadrantes abertos do plano xy. A função 
tem derivadas parciais na origem, mas não 
é contínua lá (Exemplo 8). 
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portanto R= 15 e 


REP ir 
R2 45 3 9” 
Assim, nos valores dados, uma pequena alteragáo na resisténcia R, leva a uma 
alteracáo em R de cerca de 1/9 do seu tamanho. 


Derivadas parciais e continuidade 


Uma função f(x, y) pode ter derivadas parciais em relação a x e y em um ponto 
sem ser contínua nesse ponto. Isso é diferente de uma função de uma variável, onde 
a existência da derivada implica continuidade. Entretanto, se as derivadas parciais 
de f(x, y) existirem e forem contínuas em um disco centrado em (x,, y), então f será 
contínua em (xy, Yọ), conforme veremos ao término desta seção. 


EXEMPLO 8 Seja 


(Figura 14.20). 

(a) Encontre o limite de f quando (x, y) se aproxima de (0, 0) ao longo da reta y = x. 
(b) Prove que f é não contínua na origem. 

(c) Mostre que ambas as derivadas parciais, 0f/0x e 0f/0y, existem na origem. 


Solução 
(a) Como f(x, y) é constantemente zero ao longo da reta y = x (exceto na origem), 
temos 


x, = lim 
Fey y=x (x y)—(0, 0) 


lim 
(x y)=(0,0) 

(b) Como f(0, 0) = 1, o limite no item (a) prova que f é não contínua em (0, 0). 
(c) Para encontrarmos 0f/0x em (0, 0), mantemos y fixo em y = 0. Então f(x, y)= 1 
para todo x, e o gráfico de f é a reta L, na Figura 14.20. O coeficiente angular 
dessa reta em qualquer x é 0f/0x = 0. Especificamente, 0f/0x = 0 em (0, 0). De 
maneira semelhante, 0f/0y é o coeficiente angular da reta L, em qualquer y, 

de modo que 0f/0y = 0 em (0, 0). 


Apesar do Exemplo 8, ainda é verdade, em dimensões maiores, que a diferen- 
ciabilidade em um ponto implica continuidade. O que o Exemplo 8 sugere é que 
precisamos de uma exigência mais forte para a diferenciabilidade em dimensões 
maiores do que a mera existência das derivadas parciais. Definimos diferenciabili- 
dade para funções de duas variáveis (que é ligeiramente mais complicado que para 
funções de uma variável) no final desta seção e, em seguida, revemos a conexão 
com a continuidade. 


Derivadas parciais de segunda ordem 


Quando derivamos uma função f(x, y) duas vezes, produzimos suas derivadas 
de segunda ordem. Essas derivadas são, em geral, denotadas por 


aF af 
—> OU , —>s OU 
9x2 Do ay? Ly 


of 0% 


DOY ou Íno e IX ou fy- 
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As equações de definição são 
af a (of af a/(% 
3x2 ox ðX)’ 9x0y ax lay) 


e assim por diante. Observe a ordem na qual as derivadas são tomadas: 


2 
sea Derive primeiro em relação a y, depois em relação a x. 
y 


fy = (f yx Significa a mesma coisa. 


EXEMPLO 9 Se f(x, y) =x cos y + ye*, encontre as derivadas de segunda ordem 


o of of of 


ax?’ IX ay? ij Oy 


Solução O primeiro passo é calcular as duas derivadas parciais de primeira ordem. 


of a of ə E 
ax — qx Acos y + ye”) ay Z ay os y + ye”) 
= Cos y + ye” = —xseny + e 


Agora, encontre as duas derivadas parciais de cada derivada parcial de primeira 
ordem 


= (E) - ayra ds = (5) - sen y + e* 


oyox ay ax aay oxloy 
af o (of af o (of 
ax? OX (5) = ye”. ay? 0 (5) OA 


Teorema das derivadas mistas 


Você pode ter notado que as derivadas parciais de segunda ordem “mistas” 


of of 
ayx É DOY 


no Exemplo 9 são iguais. Não se trata de coincidência. Elas devem ser iguais sem- 


pre que f, fo fy fay € fy forem contínuas, conforme afirmado no teorema a seguir. 


TEOREMA 2 — Teorema das derivadas mistas Se f(x, y) e suas derivadas 
parciais f» f,» f, € fx forem definidas por toda uma região aberta contendo 
um ponto (a, b) e todas forem contínuas em (a, b), então 


Lola, b)=f, La, b). 


O Teorema 2 também é conhecido como teorema de Clairaut, em homenagem 
ao matemático francés Alexis Clairaut, que o descobriu. Uma prova desse teorema 
é dada no Apéndice 9. O Teorema 2 diz que, para calcular uma derivada de segunda 
ordem mista, podemos diferenciar em qualquer ordem, contanto que as condições 
de continuidade sejam satisfeitas. Essa capacidade de proceder em diferentes or- 
dens algumas vezes simplifica nossos cálculos. 


EXEMPLO 10 Encontre 02w/0x0y se 
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Solução O símbolo 02w/0x0y nos diz para diferenciar primeiro em relação a y e depois 
em relação a x. Contudo, se trocarmos a ordem da diferenciação e diferenciarmos 
primeiro em relação a x, obteremos a resposta mais rapidamente. Em duas etapas, 
aY © mao é 
Se diferenciarmos primeiro em relação a y, também vamos obter 02w/0x0y = 1. 
Podemos diferenciar em qualquer ordem, porque as condições do Teorema 2 são 
verdadeiras para w em todos os pontos (xp, Yọ). 


Derivadas parciais de ordem superior 


Apesar de lidarmos na maioria das vezes com derivadas parciais de primeira 
e segunda ordens, por elas aparecerem com maior frequência em aplicações, não 
existe limite teórico para o número de vezes que podemos diferenciar uma função 
desde que as derivadas envolvidas existam. Assim, obtemos derivadas de terceira e 
quarta ordens, que denotamos por símbolos como 


of 


aay? T» 
9% 
Day? e 


e assim por diante. Como acontece com derivadas de segunda ordem, a ordem de defini- 
ção é irrelevante, contanto que todas as derivadas na ordem em questão sejam continuas. 


EXEMPLO 11 Encontre f,,,, se f(x, y, z) =1-2xy?z + x?). 


Solução Diferenciamos primeiro em relação a y, depois em relação a x, em seguida 
em relação a y novamente e, por fim, em relação a z: 


fy = Az + x? 
fyx = -4yz + 2x 
fyy = -4z 
fyz = —4 


Diferenciabilidade 


O ponto de partida para a diferenciabilidade não é o quociente da diferença 
que vimos ao estudar funções de uma variável, mas sim a ideia de incremento. Você 
deve lembrar o nosso trabalho com funções de uma variável na Seção 3.11, que, se 
y = f(x) for diferenciável em x = x,, então a variação no valor de f que resulta da 
variação em x de x, para x, + Ax é dada por uma equação da forma 


Ay = flx)Ax + eAx 
na qual e > 0 quando Ax — 0. Para funções de duas variáveis, a propriedade análo- 


ga torna-se a definição de diferenciabilidade. O teorema do incremento (provado no 
Apêndice 9) nos diz quando esperar que a propriedade seja verdadeira. 


TEOREMA 3 — Teorema do incremento para funções de duas variáveis Su- 
ponha que as derivadas parciais de primeira ordem de f(x, y) sejam definidas 
por toda uma região aberta R que contenha o ponto (x,, Yọ) e que f, e f, sejam 
contínuas em (xo yy). Então a variação 


Az = Ft Ax, + Ay) — Fo Yo) 
no valor de f que resulta do movimento de (x,, Yọ) para outro ponto (x, + Ax, 
Yo + Ay) em R satisfaz uma equação da forma 


Az= Fo, y¿JAx + fo, yJAy + € ¡Ax + e,Ay 
na qual e, e, >0 quando Ax, Ay — 0. 
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Calculando derivadas parciais de primeira ordem 


Exercícios 14.3 


Você verá de onde os épsilons vêm na prova fornecida no Apêndice 9. Resulta- 
dos similares são verdadeiros para funções de mais de duas variáveis independentes. 


DEFINIÇÃO Uma função z = f(x, y) é diferenciável em Xo Yo) SE LO Vo) 
e f (Xo Yo) existem e Az satisfaz uma equação da forma 


Az =F Yo)Ax FS y JAy + € Ax + e,Ay 


na qual e, e, > 0 quando Ax, Ay — 0. Dizemos que f é diferenciável se ela 
é diferenciável em todos os pontos de seu domínio, e dizemos que seu gráfico 
é uma superfície lisa. 


Devido a essa definição, um corolário imediato do Teorema 3 diz que uma fun- 
ção é diferenciável em (xo, Yọ) se suas primeiras derivadas parciais são contínuas ah. 


COROLÁRIO DO TEOREMA 3 Se as derivadas parciais f,e f, de uma função 
f(x, y) são contínuas ao longo de uma região aberta R, então f é diferenciável 
em todos os pontos de R. 


Se z = f(x, y) é diferenciável, então a definição de diferenciabilidade assegura 
que Az = f(x, + Ax, y, + Ay) -f (Xo, Yo) se aproxima de O quando Ax e Ay se apro- 
ximam de 0. Isso nos diz que uma função de duas variáveis é contínua em todos os 
pontos onde ela é diferenciável. 


TEOREMA 4 — Diferenciabilidade implica continuidade Se uma função 
f(x, y) é diferenciável em (x), yo), então ela é contínua em (xp, Yo). 


Como podemos observar a partir do Corolário 3 e do Teorema 4, uma função 
f(x, y) deve ser contínua em um ponto (xp, Yọ) se f, e f, forem contínuas por toda 
uma região aberta contendo (x,, Yọ). Entretanto, lembre-se de que ainda é possível 
que uma função de duas variáveis não seja contínua em um ponto no qual suas 
primeiras derivadas parciais existam, como vimos no Exemplo 8. A existência por 
si só das derivadas parciais em um ponto não é suficiente, mas a continuidade das 
derivadas parciais garante a diferenciabilidade. 


Nos Exercícios 1-22, encontre 0f/0x e 0f/0y. 


1. 


fx y) =21?-3y-4 
y =x-xy+y 
Ha, y) = (2-1) +2) 


fc y) = 5xy — 2 — y? + 


3x — 6y +2 

fx y) = (1-1 

Fx, y) = 2x- 3yY 
fx y) = VX + y? 
fix, y) = (4 + (9/29 
Ho y) = (+ y) 

fæ Ere +") 


- fœ y) =(x+ yy — 1) 
- fo, )=tg! 04) 

e fx, y) = eœ +y +1) 

. f(x, y) = e™ sen (x + y) 
- fœ y)=ln@ +y) 


Fx )=eIny 


. f(x, y) = sen? (x — 3y) 
- fr, y) = cos? (3x — y?) 
FO, y)=*" 

. fo, y= log, x 


y 
21. f(xy = I g(t) dt (g contínua para todo £) 


22. f(x y) = 209" (by < 1) 
Nos Exercícios 23-34, encontre f , f, e fy 

23. f(x, y, z) =1 +x- 22 

24. f(x, y, Z) =xy + yz +xz 

25. $(x y, 2) =x- Vy + 2 

26. f(x, y,z)= (x? + y? + 2) 12 

27. f(x, y, z) = sen! (xyz) 

28. f(x, y, Z) = sec! (x + yz) 

29. f(x, y, z) =1n (x + 2y + 3z) 

30. f(x, y, z) = yz In (xy) 


31 
32 
33 
34 


ya] t+ 
. fu y 2) = e7 
- f(x y, z) = tgh (x + 2y + 3z) 


. f(x, y, z) = senh (xy — 2?) 


Nos Exercícios 35-40, encontre a derivada parcial da função em re- 
lação a cada variável. 


35. 
36. 
37. 
38. 
39. 


40. 


Cal 


f(t, œ) = cos (2rt — a) 


g(u, v) — vel uv) 


h(p, 4,0) =p sen ġ cos O 
g(r, 0, z)=r(l — cos 0)-z 
Trabalho feito pelo coração (Seção 3.11, Exercício 61) 
2 
WEP, V, 3, v, 9) = PV + 


Fórmula do tamanho do lote de Wilson (Seção 4.6, Exerci- 
cio 53) 
h 
A(c, h,k, m, q) = m + cm + 


culando derivadas parciais de segunda ordem 


Encontre todas as derivadas parciais de segunda ordem das funções 


nos 


41. 
42. 
43. 
44. 
45. 


Exercícios 41-50. 


fœ y)=x+y+xy 46. 


s(x, y) =tg"! (5%) 


f(x, y) = sen xy 47. w=x tg (xy) 
g(,y)=xy+cosy+ysenx 48. w=ye?- 
h(x, y)=xe+y+1 49. w=x sen (x?y) 
= X = 
r(x, y)=ln (x+y) 50. w= > y 
X +y 


Derivadas parciais mistas 


Nos Exercícios 51-54, verifique que w, = w, 


51 
52 
55 


56. 


Uti 


y 
. w=1n (2x + 3y) 53. w =x? +x + 134 
. w=e+xIly+ylnx 54. w= x sen y + y sen x + xy 

. Qual ordem de derivação calculará f,,, mais rapidamente: pri- 


meiro x ou y? Tente responder sem fazer anotações. 


a. f(x, y)=xseny+e 

b. f(x, y)=1/x 

e. f(x, y)=y + (1/0) 

d. fæ, y)=y+ xy +4y* In (+1) 
e. f(x, y) =x? + 5xy + sen x + 7e 

f. f(x, y)=x ln xy 


A derivada parcial de quinta ordem 0% f/0x20y? é zero para cada 
uma das funções a seguir. Para mostrar isso o mais rapidamen- 
te possível, em relação a qual variável você diferencia primei- 
ro: x ou y? Tente responder sem fazer anotações. 

a. f(x, y) =y x'e+2 

b. f(x y) =y + y(sen x — x?) 

e. f(x, y) =x? + 5xy + sen x + 7e 

d. f(x,y) = xe”? 


lizando a definição de derivada parcial 


Nos Exercícios 57-60, utilize a definição limite de derivada parcial para 
calcular as derivadas parciais das funções nos pontos especificados. 


57 


58 


| of af 

. f(x% yY) = 1- X+ y- 3x?y, xS EM em (1,2) 
ð ð 

. f(x y) = 4 + 2x- 3y - xy? 1 e d em (-2, 1) 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


64. 
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ty =variy=r Led 


3X 3y em(—2,3) 

sen (xX? + y’) 

=r * (0,0 
Te =4 xX+y id 

0, (x y) = (0, 0), 
of of 
a É dy em (0, 0) 
Seja f(x, y) = 2x + 3y — 4. Encontre o coeficiente angular da 


reta tangente a essa superfície no ponto (2, —1) que está no 
a. plano x = 2 b. plano y =—1. 

Seja f(x, y) = x? + y?. Encontre o coeficiente angular da 
reta tangente a essa superfície no ponto (—1, 1) que está no 
a. plano x =—1 b. plano y= 1. 

Três variáveis Seja w = f(x, y, zZ) uma função de três variá- 
veis independentes, e escreva a definição formal da derivada 
parcial 0.f/0z em (xy, Yo» Zo). Utilize essa definição para encon- 
trar 0f/0z em (1, 2, 3) para f(x, y, Z) = x?yz?. 

Três variáveis Seja w = f(x, y, zZ) uma função de três variá- 
veis independentes, e escreva a definição formal da derivada 
parcial 0.f/0y em (Xp, Yo, Zo). Utilize essa definição para encon- 
trar 0f/0y em (-1,0, 3) para f(x, y, 2) = 2x? + y2. 


Diferenciando implicitamente 


65. 


66. 


Encontre o valor de 0z/0x no ponto (1, 1, 1) se a equacáo 
xy +23x-2y2=0 


define z como uma função de duas variáveis independentes x e 
y e se a derivada parcial existe. 


Encontre o valor de 0x/0z no ponto (1, —1, -3) se a equação 
xz+ylInx-x+4=0 


define x como uma função de duas variáveis independentes y 
ezesea derivada parcial existe. 


Os Exercícios 67 e 68 estão relacionados com o triângulo mostrado 
a seguir. 


67. 


68. 


69. 


70. 


71. 


Expresse 4 implicitamente com uma função de a, be c e cal- 
cule 04/0a e 04/0b. 


Expresse a implicitamente como uma função de 4, be Be 
calcule da/04 e da/0B. 


Duas variáveis dependentes Expresse v em termos de u 
e y se as equações x = v ln u e y = u ln v definem u e v como 
funções das variáveis independentes x e y e se v, existe. (Su- 
gestão: diferencie ambas as equações em relação a x e resolva 
para v, eliminando u.) 


Duas variáveis dependentes Encontre 0x/0u e ĝy/ðu se as 
equações u = x? — y? e v = x? — y definem x e y como funções 
das variáveis independentes u e v, e as derivadas parciais exis- 
tem. (Veja a sugestão do Exercício 69.) Em seguida, seja s = x? 
+ y? e encontre ds/du. 


y=0 


y? 


2 
-=y A 
Encontre f, LL ye f e diga qual é o domínio para cada de- 
rivada parcial. i 
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Vx x=0 


72. Seja f(X y) = E LEÚ 


Encontre f, f, +, ef, e diga qual é o domínio para cada de- 
rivada parcial. ` 


Teoria e exemplos 
A equacáo de Laplace tridimensional 
af afo ay 
toa 0 
ox dy? dz 


é satisfeita pelas distribuições de temperatura no estado estacionário 
T= f(x, y, z) no espaço, pelos potenciais gravitacionais e pelos po- 
tenciais eletrostáticos. A equação de Laplace bidimensional 

af af 


Sa, =0, 

a? əy? 
obtida eliminando-se o termo 02 f/0z? da equação anterior, descreve 
potenciais e distribuições de temperatura no estado estacionário no 
plano (veja a figura a seguir). O plano (a) pode ser tratado como 
uma fatia fina do sólido (b) perpendicular ao eixo z. 


IF F o 
dx dy 
(a) / 
° 


(b) 


Temperaturas de fronteira controladas 
Mostre que cada função dos Exercicios 73-80 satisfaz uma equação 
de Laplace. 

73. f(x, y, 2) =4 +y- 

74. fœ y, 2) = 2272-302 + y?) 
75. f(x, y) = e” cos 2x 

76. f(x y) = InV x? + y? 


77. f(x, y)=3x+2y-4 


1X 
78. FX y =t9* y 
79. f(x, y, z) = Q +y? + 22)12 
80. fœ y, Z) = eY cos 5z 


Equação da onda Se ficarmos em uma praia e tirarmos uma fo- 
tografia das ondas, essa foto mostrará um padrão regular de picos 
e depressões em dado instante. Veremos movimento vertical pe- 
riódico no espaço em relação à distância. Se ficarmos na água, po- 
deremos sentir a subida e descida da água com o passar das ondas. 


Veremos movimento periódico vertical no tempo. Na fisica, essa 
bela simetria é expressa pela equação de onda unidimensional 
W 28W 
w ye 
ot 9X 
em que w é a altura da onda, x é a distância, fé o tempo e c é a velo- 
cidade com a qual as ondas se propagam. 


w 


Em nosso exemplo, x é a distância ao longo da superficie do mar, 
mas em outras aplicações x pode ser a distância ao longo de uma 
corda vibrando, a distância no ar (ondas sonoras) ou a distância no 
espaço (ondas luminosas). O número c varia de acordo com o meio 
e o tipo de onda. 


Mostre que as funções nos Exercicios 81-87 são todas soluções da 
equação de onda. 


81. w= sen (x + ct) 

82. w= cos (2x + 2ct) 

83. w= sen (x + ct) + cos (2x + 2ct) 
84. w= ln (2x + 2ct) 

85. w= tg (2x — 2cf) 

86. w= 5 cos (3x + 3ct) + e“ 


87. w= f(u), onde f é uma função derivável de u, e u = a(x + ct), 
onde a é uma constante. 


88. Uma função f(x, y) com derivadas parciais de primeira ordem 
contínuas em uma região aberta R deve ser continua em R? 
Justifique sua resposta. 


89. Se uma função f(x, y) tiver derivadas parciais de segunda or- 
dem contínuas em uma região aberta R, as derivadas parciais 
de primeira ordem de f devem ser contínuas em R? Justifique 
sua resposta. 


90. Equação do calor Uma equação diferencial parcial impor- 
tante que descreve a distribuição do calor em uma região no 
tempo t pode ser representada pela equação do calor unidi- 
mensional 


of af 

ot yx 
Mostre que u(x, £) = sen (ax) - e É! satisfaz a equação de calor 
para constantes œ e 8. Qual é a relação entre a e /3 para essa 
função ser uma solução? 

2 


ey (x y (0,0) 
0, (x y) = (0, 0). 


Mostre que f.(0, 0) e f (0, 0) existem, mas f não é diferenciável 
em (0, 0). (Sugestão: utilize o Teorema 4 e mostre que f não é 
contínua em (0, 0).) 

0 X< y< 2x? 

1, caso contrário. 


91. Seja f(x y) = 


92. Seja f(x, y) = 


Mostre que f(0, 0) e f(0, 0) existem, mas f não é diferen- 
ciável em (0, 0). f 
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14.4 Regra da cadeia 


| of ow p. : 
IX dx € f. indicam a derivada parcial de 


f com relação a x. 


A regra da cadeia para funções de uma variável estudada na Seção 3.6 diz que, 
quando w = f(x) é uma função derivável de x e x = g(t) é uma função derivável de z, 
w é uma função derivável de t e dw/dt pode ser calculada pela fórmula 


dw _ dw dx 
dt dxdt’ 
Para funções de duas ou mais variáveis, a regra da cadeia possui diversas for- 
mas. A forma depende da quantidade de variáveis envolvidas, mas uma vez que isso 
seja levado em conta, ela funciona como a regra da cadeia da Seção 3.6. 


Funções de duas variáveis 


A fórmula da regra da cadeia para uma função derivável w = f(x, y), quando 
tanto x = x(t) quanto y = y(t) são funções deriváveis de 1, é dada no teorema a seguir. 


TEOREMA 5 — Regra da cadeia para funções de uma variável independen- 
te e duas variáveis intermediárias Se w= f(x, y) é diferenciável e se x = 
x(t), y = y(t) forem funções deriváveis de £, então a composta w = f(x(t), (1) 
será uma função derivável de t e 


da = f AX, YH) X + Syb), y(t)) y 
ou 


ow fd, af dy 
d oxd əy dt’ 


Prova A prova consiste em mostrar que, se x e y forem diferenciáveis em + = tọ, 
então w será diferenciável em 1, e 


(a) (o (2), (3), (2) 

dt Jg 9X )p, VA) 3Y Jp NA 

onde P) = (x(t,), y(t,)). Os índices indicam onde cada uma das derivadas deve ser 
calculada. 


Sejam Ax, Ay e Aw os incrementos que resultam da variação em t a partir de 1, 
a ty + At. Como f é diferenciável (veja a definição na Seção 14.3), 


= (0W OW 
AW= (a AX + E. Ay + e¿Ax + e2Ay, 


onde €, €, > 0 quando Ax, Ay — 0. Para encontrar dw/dt, dividimos os dois lados 
dessa equação por At e fazemos At tender a zero. O resultado da divisão é 


Aw_ (əw\ Ax, (ow E Ga 
At ox) At toy) At Clat Cat 
Fazendo At tender a zero, obtemos 
dw) o AW 
EJ A At 


-D E + (5, ++ (6), 
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Para se lembrar da regra da cadeia, 
visualize o diagrama abaixo. Para 
encontrar dw/dt, comece com w e 

leia cada rota para t, multiplicando as 
derivadas ao longo do caminho. Depois, 
adicione os produtos. 


= 


Regra da cadeia 


w= fa, y) Variável 
dependente 


ðw 
ðy 


ðw 


Variáveis 


yo. da 
~ intermediárias 


Variável 
independente 


t 
dw wdx ðw dy 


dt dx dt dy dt 


Geralmente, escrevemos dw/0x para a derivada parcial 0f/0x, de forma que po- 
demos reescrever a regra da cadeia no Teorema 5 na forma 


dw _¿wdx, ow 
dt dx ad əy dt’ 


No entanto, o significado da variável dependente w é diferente em cada lado 
da equação anterior. Do lado esquerdo, ela se refere à função composta w = f(x(0), 
y(t)) como uma função da variável t. Do lado direito, ela se refere à função w = 
f(x, y) como uma função das duas variáveis x e y. Além disso, as derivadas 
dw/dt, dx/dt e dy/dt são avaliadas no ponto f,, enquanto as derivadas parciais 


We aa são avaliadas no ponto (xp, Yọ), com x, = x(t,) e y, = X(f). Com esse 


ð 
la iremos utilizar as duas formas alternadamente ao longo do texto, 
sempre que não seja passível de confusão. 

O diagrama de árvore na margem propõe uma maneira conveniente de se lem- 
brar da regra da cadeia. A “verdadeira” variável independente na função composta 
é t, enquanto x e y são variáveis intermediárias (controladas por £) e w é a variável 
dependente. 

Uma notação mais precisa para a regra da cadeia mostra como as várias deriva- 
das do Teorema 5 são avaliadas: 

of of dy 


SE (to) = 00.40) + FO) + ¿y 0%. Y0) > Ge (to) 


EXEMPLO 1 Utilize a regra da cadeia para encontrar a derivada de 


W=xy 
com relação a £ ao longo do caminho x = cos t, y = sen t. Qual é o valor da derivada 
em t= 7/22 


Solução Aplicamos a regra da cadeia para encontrar dw/dt conforme segue: 


dw _ əwdx , wdy 


dt ax dt © ay dt 
A) UN) 
PO. d cost) + E Lo 


(y Eset) + Oy)(cost) 

= (sent(—sent) + (cost)(cost) 
—sen?t + cost 

cos 2t. 


Neste exemplo, podemos verificar o resultado com um cálculo mais direto. 
Como uma função de £, 


assim 


Em ambos os casos, para dado valor de +, 


dw - Ea. Ee 
a... = COS (2 z) = cosmr=-1. 


| Aqui, temos três rotas de w a f, em 
vez de duas, mas encontrar dw/dt 
ainda é a mesma coisa. Leia cada rota, 


multiplicando as derivadas ao longo do 
caminho; em seguida, some. 


Regra da cadeia 


w = f(x,y,z) Variável 
dependente 


Variáveis 
intermediárias 


Variável 
t independente 
dw dwdx ðw dy ðw dz 


dt dx dt ` ðy dt o dt 
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Funções de três variáveis 


Você provavelmente pode prever a regra da cadeia para funções de três variá- 
veis intermediárias, uma vez que ela envolve somente a adição do terceiro termo 
esperado à fórmula de duas variáveis. 


TEOREMA 6 — Regra da cadeia para funções de uma variável independente 
e três variáveis intermediárias Se w= f(x, y, z) for diferenciável e x, y e z 
forem funções diferenciáveis de t, então w será uma função diferenciável de t e 


dw owox , am _ awd 
d oxd oyd od 


A prova é idêntica à prova do Teorema 5, exceto pelo fato de que agora temos 
três variáveis intermediárias, em vez de duas. O diagrama que utilizamos para lem- 
brar a nova equação também é semelhante, com três rotas de wa t. 


EXEMPLO 2 Encontre dw/dt se 


W=XY+Z, x=cost, y=sent, z=t. 
Neste exemplo, os valores de w(t) estão variando ao longo da trajetória da héli- 
ce (Seção 13.1), conforme t muda. Qual é o valor da derivada em t = 0? 
Solução Utilizando a regra da cadeia para três variáveis intermediárias, temos 


dw _ awdx , awdY _ aw œ 
d oxd ` ðy dt əz dt 
= (Y (=sen t) + Celcost) + (1)(1) Substitua pelas 
(sen t)(—sen t) + (cost)(cost) + 1 variáveis intermediárias. 
= —senņ t + cos?t + 1 = 1 + cos? 


assim 


dw 
EJM = 1 + cos(0) = 2. 


Para uma interpretação fisica de variação ao longo de uma curva, pense em um 
objeto cuja posição esteja variando com o tempo t. Se w = T(x, y, Z) é a tempera- 
tura em cada ponto (x, y, z) ao longo de uma curva C com equações paramétricas 
x = x(f), y = y(t) e z = z(t), então a função composta w = T(x(£), y(t), z(£)) represen- 
tará a temperatura relativa a t ao longo da curva. A derivada dw/dt é, então, a taxa 
de variação instantânea da temperatura devido ao movimento ao longo da curva, 
conforme calculada no Teorema 6. 


Funções definidas em superfícies 


Se estivermos interessados na temperatura w = f(x, y, z) nos pontos (x, y, z) na 
superfície terrestre, podemos preferir pensar em x, y e z como funções das variáveis 
r e s que fornecem as longitudes e latitudes dos pontos. Se x = g(r, s), y = h(r, s) e 
z = k(r, s), podemos então expressar a temperatura como uma função de r e s com 
a função composta 


w= f(e(r, s), h(r, s), k(r, s)). 


Sob condições ideais, w teria derivadas parciais em relação a r e s que podem 
ser calculadas da maneira a seguir. 
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TEOREMA 7 — Regra da cadeia para duas variáveis independentes e três 
variáveis intermediárias Suponha que w = f(x, y, Z), x= g(r, s), y = hr, s) 
ez = k(r, s). Se todas as quatro funções forem diferenciáveis, então w terá 
derivadas parciais em relação a r e s, dadas pelas fórmulas 

ðw _ IWIX 0WOY | owoz 


ar = axar * ay ar * ðz Or 


aw 0WOX , ðw?Y + ÔWIZ 
os ðX ðS dy ðS ðZ 0S' 


A primeira dessas equações pode ser deduzida a partir da regra da cadeia no 
Teorema 6, mantendo-se s fixo e tratando r como f. A segunda pode ser deduzida 
da mesma maneira, mantendo-se r fixo e tratando s como t. Os diagramas de árvore 
para ambas as equações são mostrados na Figura 14.21. 


7 w = f(x, y, z) w=f( y, 2) 
Variável z 
dependente 
| 
A EA i 
Variáveis i P y zia 
intermediárias i i 
g il 7 
Variáveis EE 
independentes = A E 
w = f(g(r, s), h(r, s), k(r, s)) ðw _ ðw ðx _ ðw ðy | ðw dz ðw _ ðw ôx | ðw ðy _ ðw dz 
dr dx ðr ` ðy ðr ddr ðs  ðx ðs ` ðy ðs ` ðz ðs 


(a) (b) (c) 


FIGURA 14.21 Função composta e diagramas de árvore para o Teorema 7. 


EXEMPLO 3  Expresse dw/0r e 0w/0s em termos de r e s se 
W=X+Y+2, x=% y=r?+Ins z=2r. 


Solucáo Utilizando as fórmulas no Teorema 7, encontramos 


ðw _ IWO0X , ðwôY _ owgaz 
ər xər əyər azar 


= (E) + (2)(21) + (22)(2) 


1 


=l + 4r + (412) = o + Dr Substitua a variável 


intermediária z 


IW _ WX | ow0y + 9woz 
os ðX ðS ðy ðS 0Z ðS 


-m(-5) + () -0-3-5 


S 


Se f é uma função de duas variáveis, em vez de três, cada equação no Teorema 
7 fica com um termo a menos. 


Regra da cadeia 


w = f(x, y) 


r 
ðw _ ðw ðx | ðw dy 
ðr dx dr dy ðr 


FIGURA 14.22 Diagrama de árvore para 
a equação 


aw _ IWIX , awy 
ər  əxər ` əyər’ 


Regra da cadeia 


w = f(x) 


aw _ dw òx 
ðr dx ðr 
w _ dw dx 
ðs dx ðs 


FIGURA 14.23 Diagrama de árvore para 
diferenciar f como uma função composta 
de r e s com uma variável intermediária. 
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Sew= f(x y), X = g(r, s) ey = h(r, s), então 


ôW  0WOX | ow ðY ow _ ðWôX ow Oy 
ər  0xor ` əyər ðS  ðXðS ` 0yds' 


A Figura 14.22 mostra o diagrama de árvore para a primeira dessas equações. 
O diagrama para a segunda equação é semelhante; basta trocar r por s. 


EXEMPLO 4 Expresse dw/0r e ðw/ðs em termos de r e s se 


w x +y IS r=S V=RTS: 


Solução A discussão anterior nos fornece o seguinte. 


IW _ IWIX | owoy ðW  0WOX , awy 
ər  əxər ` əyər ðS  əXxðS ` 3yəƏS 


= (2x1) + (2y)(1) (2X)(—1) + (2y)(1) Substitua 


as variáveis 
= 2(r — s) + 2(r + s) —2(r — S) + 2(r + s) intermediárias. 
= 4r = 4s 


Se f é uma função de uma variável intermediária única x, nossas equações são 
ainda mais simples. 


Se w = f(x) ex = g(r, s), então 


ðw _ dwox ðw _ dwox 


or” dor € os  dxós' 


Nesse caso, podemos utilizar a derivada ordinária (uma variável), dw/dx. O 
diagrama de árvore é mostrado na Figura 14.23. 


Diferenciação implícita revista 

A regra da cadeia de duas variáveis do Teorema 5 leva a uma fórmula que retira 
parte da álgebra da diferenciação implícita. Suponha que 
1. A função F(x, y) seja diferenciável e 


2. A equação F(x, y) = 0 defina y implicitamente como uma função diferenciável 
de x, digamos y = h(x). 

Uma vez que w = F(x, y) = 0, a derivada dw/dx deve ser zero. Calculando a deri- 

vada a partir da regra da cadeia (diagrama de árvore na Figura 14.24), encontramos 


dw dx dy Teorema 5 com t = x 


TRAY cer 
= Fel+ A 


Se E = 0w/0y * 0, podemos resolver essa equação para dy/dx para obter 


9 E 


Enunciamos esse resultado formalmente. 
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w = F(x,y) 


dx 


dY y 
de dx o k) 
Y 
dw _ , dy 
dx Eten dx 


FIGURA 14.24 Diagrama de árvore 
para diferenciação de w = F(x, y) com 
relação a x. Definir dw/dx = 0 nos leva a 
uma fórmula computacional simples para 
derivação implícita (Teorema 8). 


TEOREMA 8 — Fórmula para diferenciação implícita Suponha que 
F(x, y) seja diferenciável e que a equação F(x, y) = O defina y como uma fun- 
ção diferenciável de x. Então, em qualquer ponto onde F id 0, 


dy Fx 1 
ETTE (1) 


EXEMPLO 5 Utilize o Teorema 8 para encontrar dy/dx se y? — x? — sen xy = 0. 


Solução Tome F(x, y) = y? — x? — sen xy. Então 


dy Fx —2X — y COS xy 
dx Fy 2y — XCOSXy 


_ 2X+ ycosxy 
— Xy — xcosx’ 


Esse cálculo é significativamente mais curto que o cálculo de uma variável 
utilizando diferenciação implícita. 


Esse resultado no Teorema 8 é facilmente estendido a três variáveis. Suponha 
que a equação F(x, y, z) = 0 defina a variável z implicitamente como uma função 
z= f(x, y). Então, para todo (x, y) no domínio de f, temos F(x, y, f(x, y)) = 0. Assu- 
mindo que F e f sejam funções diferenciáveis, podemos utilizar a regra da cadeia 
para diferenciar a equação F(x, y, z) = 0 com relação à variável independente x: 
oF ox, oF9Y _ əF əz 


= axx dy IX — ðZ ðX 


0 


j yé constante ao diferenciar 
= Fx 1 +Fy0+ Fr Z, em relação a x 


portanto 
dz 
Fx F, 9X = O. 


Um cálculo semelhante para diferenciação com relação à variável independente y 
fornece 


Fy + Fay = o. 


Sempre que F, # 0, podemos resolver essas duas últimas equações para as de- 
rivadas parciais de z= f(x, y) para obter 


əz Fx əz Fy 


ox F, € gy Fy (2) 


Um resultado importante do cálculo avançado, denominado teorema da função 
implícita, estabelece as condições para as quais nossos resultados nas Equações 2 são 
válidos. Se as derivadas parciais F „ F, e F, são contínuas sobre uma região aberta R 
no espaço contendo o ponto (xy, Yo, Zo); €, Se para alguma constante c, F(x}, Yo Zo) = € 
e F (Xo Yo Zo) * 0, então a equação F(x, y, z) = c define z implicitamente como uma 
função diferenciável de x e y perto de (xp, Yọ Zo), e as derivadas parciais de z são 
fornecidas pelas Equações 2. 


Capítulo 14 Derivadas parciais 243 


EXEMPLO 6 Encontre a e E em (0, 0, 0) sex? +22 + ye” +z cos y=0. 


Solução Seja F(x, y, zZ) = xX? +2? + ye” + z cos y. Então 
F = 3x2 + zye”, F =e7-zseny e F,=22+xye*+c0s y. 


Como F(0, 0, 0) = 0, F (0, 0, 0) = 1 0 e todas as derivadas parciais de primeira 
ordem são contínuas, o teorema da função implícita afirma que F(x, y, z) = 0 define z 
como uma função diferenciável de x e y perto do ponto (0, 0, 0). A partir das Equações 2, 


2 Fx ax + qye? oz Fy e7 — zseny 
9X ES 22 + xye* + cosy e ðy F, 22 + xye* + cosy' 


Em (0, 0, 0), encontramos 


Funções de várias variáveis 


Vimos várias formas diferentes da regra da cadeia nesta seção, mas cada uma 
delas é um caso especial de uma fórmula geral. Ao resolver problemas específicos, 
pode ser útil desenhar o diagrama de árvore apropriado, colocando as variáveis 
dependentes no topo, as variáveis intermediárias no meio e as variáveis indepen- 
dentes selecionadas embaixo. Para encontrar a derivada da variável dependente em 
relação à variável independente selecionada, comece com a variável dependente 
e leia cada rota do diagrama de árvore para a variável independente, calculando e 
multiplicando as derivadas ao longo de cada rota. Em seguida, adicione os produtos 
encontrados para as diferentes rotas. 

Em geral, suponha que w = f(x, y, ..., v) seja uma função derivável das variáveis 
xX, y, ..., V (um conjunto finito) e x, y, ..., v sejam funções deriváveis de p, q, ..., t (ou- 
tro conjunto finito). Então w será uma função derivável das variáveis p a t, e as deri- 
vadas parciais de w com relação a essas variáveis são dadas por equações da forma 


IW_IWIX, OWÍY , , IWdv 
op 0x0p  əyəðp ðv dp* 
As outras equações são obtidas substituindo-se p por q, ..., t, uma de cada vez. 


Uma maneira de lembrar essa equação é pensar no lado direito como o produto 
escalar de dois vetores com componentes 


awaw OW) ox dy ðv 
0X! dy"! gu dp op" op) 

A NE S A e caia 
Derivadas de wcom Derivadas das variáveis 
relacáo ás variáveis intermediárias com relacáo á 

intermediárias variável independente selecionada. 
Exercicios 14.4 
Regra da cadeia: uma variável independente 4. w= In(x? + y2? + z3}, x=cost y=sent, z=4Vt; 
t=3 


Nos Exercícios 1-6, (a) expresse dw/dt como uma função de t, uti- 
lizando a regra da cadeia, expressando w em termos de 1 e diferen- 5. w=2ye-lnz, 
ciando diretamente com relação a t. Em seguida, (b) calcule dw/dt 6. w=z-senxy, x=t y=lInt, z=el; t=1 
no valor dado de t. 


x=n(2+1), y=tg!t z=e; t=1 


5 Regra da cadeia: duas e três variáveis independentes 
l. w=x +y, x=cost, y=sent; t=T 


Nos Exercícios 7 e 8, (a) expresse dz/du e dz/dv como funções de u e 
v utilizando a regra da cadeia e também expressando z diretamente 
, X= cost, y= sent, z= lt t=3 em termos de u e v antes de diferenciar. Em seguida, (b) calcule 
0z/0u e 0z/ðv no ponto dado (u, v). 


2. w=x2 +y, x=costt+sent, y=cost-sent, t=0 
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(u, v)=(2, 7/4) 
(u, v) = (1,3; 7/6) 
Nos Exercícios 9 e 10, (a) expresse dw/du e 0w/dv como funções 
de u e v utilizando a regra da cadeia e também expressando w di- 
retamente em termos de u e v antes de diferenciar. Em seguida, (b) 
calcule 0w/du e dw/dv no ponto dado (u, v). 


7. z=4elny, x=In(ucosv), y=usenv; 


8. z=tg! (xy), x=ucosv, y=usenv; 


z=uv; (u, v)=(1/2, 1) 
10. w=ln (x? +y? +2?) x=ue'senu, y=ue” cosu, z=ue'; 
(u, v) = (22, 0) 


Nos Exercícios 11 e 12, (a) expresse 0u/0x, du/0y e du/dz como fun- 
ções de x, y e z utilizando a regra da cadeia e também expressando u 
diretamente em termos de x, y e z antes de diferenciar. Em seguida, 
(b) calcule du/0x, Ou/0y e du/0z no ponto dado (x, y, z). 


9. w=xy+yz+txz, x=u+v, y=u—v, 


p-— q 
1. u=q=7P p=X+y+2Z Qq=X y +2 
r=x+y-2Z; (xy 2 = (V3,2,1) 
12. u=eWsenlp, p=senx, q=22Iny, r=1/z; 


(x, y, 2) = (17/4, 1/2, -1/2) 
Utilizando um diagrama de árvore 


Nos Exercícios 13-24, desenhe um diagrama de árvore e escreva 
uma fórmula da regra da cadeia para cada derivada. 


DB. E paraz = f(x y) x=g(b, y= ht 


14, E paraz = f(uvw, u=gt, v= h(t), w= kt 


ð ð 

15. SG e Sp Paws NY, x=F(U,v), y= (Uv), 
z= ku, v) 
ðw OW o o = 

16. x € ay PAW first, r=g(x y), s= h(x y), 


t= Kx y 


0 ð 
17. A e N para w = g(x y), x= hu, v), y= k(u, v) 
0 ð 
18 Te ay Praw = guv), u=hxy, v=kxy 
19. “é e de baaz = f(x y), x= gts), y=hts) 
oy 
20. ;, Paray = f(u), u= g(r, S) 
ð ð 
2L = e = Paaw = g(u), u= h(s, t) 
0 
22 p Praw=F(%y,2.v), x=g(po, Y=hP0, 
z=j(p q) v= kp a) 
ow 


23. 


ow 
or e as paraw = f(x,y), x= g(r), y= h(s) 
24. 2% paraw = g(x y), x=Hrst, y= k(r,st) 


Diferenciação implícita 


Considerando que as equações nos Exercícios 25-28 definem y 
como uma função derivável de x, utilize o Teorema 8 para encontrar 
o valor de dy/dx no ponto dado. 


25. -2y+xy=0, (1,1) 
26. xy+y?-3x-3=0, (1,1) 
27. 2 +xy+)2-7=0, (1,2) 


28. xe"+senxy+y-1In2=0, (0, ln 2) 
Encontre os valores de 0z/0x e 0z/0y nos pontos nos Exercícios 
29-32. 


29. 2-xy+y2+y-2=0, (1,1,1) 
A d 
30. xtytz- 1=0, (2, 3, 6) 
31. sen (x+ y) +sen (y+z)+sen(x+z)=0, (7, T, T) 
32. xº+ye+2Inx-2-31n2=0, (1,1n2, 1n 3) 


Encontrando derivadas parciais em pontos especificados 


33. Encontre dw/dr quando r = 1, s =-1 se w = (x + y + 27, 
x=r-=S, y= cos (r + s), z = sen (r + s). 


34. Encontre dw/dv quando u =-—1, v = 2 se w = xy + In z, x = v?/u, 
y=u+v,z=cosu. 


35. Encontre 0w/0v quando u=0, v = 0 se w =x? + (y/x), x = u— 2v 


+1,y=2u+v-2. 


36. Encontre dz/du quando u = 0, v = 1 se z 


x = u? T v, VS ur. 


sen xy + x sen y, 


37. Encontre 0z/0u e 0z/ðv quando u = In 2, v = 1 se z = 5 tg! x e 


x=e"+Inv. 


38. Encontre dz/du e 0z/0v quando u = 1 e v = -2 se z = ln q e 
q= Vv + 3tg*u. 
Teoria e exemplos 
39. Assuma que w = f(s? + Ê) e f(x) = e. Encontre — e = 


F of of x2 
40. Assuma que w =f (ts ; al 3x SY) = xye ay y) = a 


Encontre ðw e ðw, 
at Is 


41. Variações de voltagem em um circuito A voltagem V em 
um circuito que satisfaz a lei V = IR vai caindo lentamente à 
medida que a bateria descarrega. Ao mesmo tempo, a resistên- 
cia R vai aumentando conforme o resistor esquenta. Utilize a 
equação 


dv oVdl | 9VAR 


di old oRd 


para descobrir como a corrente está variando no instante em 
que R = 600 ohms, 7 = 0,04 A, dR/dt = 0,5 ohm/s e dV/dt = 
—0,01 V/s. 


VÁ 


+ == 
Bateria 
I 
R 

42. Variação das dimensões de uma caixa Os comprimentos 
a, b e c das arestas de uma caixa retangular variam com o 
tempo. No instante em questão, a = 1 m, b = 2 m, c = 3 m, 
da/dt = db/dt = 1 m/s e dc/dt = —3 m/s. A quais taxas o volume 
Vea área da caixa variam nesse instante? As diagonais do 


interior da caixa estão aumentando ou diminuindo de compri- 
mento? 


43. Se f(u, v, w) é diferenciável e u =X—y, v=y-zew=2-a, 
mostre que 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


Ff of of 
x tata” O 


Coordenadas polares Suponha que substituamos as coor- 
denadas polares x = r cos 0 e y =r sen 0 em uma função deri- 
vável w = f(x, y). 

a. Mostre que 


aw 
Fa Íxcoso + fyseng 


Fan = —Íxseno + fycoso. 


b. Resolva as equações no item (a) para expressar f, e Jy em 
termos de dw/0r e 0w/06. 


c. Mostre que 
2 2 
> 2. [OW i 1 /0w 
G+ Gy) (=) l E 
Equações de Laplace Mostre que, se w = f(u, v) satisfaz a 


equação de Laplace f, +f,,=0eseu=(x2—y?)/2 e v = xy, 
então w satisfaz a equação de Laplace w, + We 0. 


Equações de Laplace 
v = X— İy ei = V-1 Mostre que w satisfaz a equação de 
Laplace w,, + w,, = 0 se todas as funções necessárias forem 
diferenciáveis. — 


Seja w = f(u) + g(v), onde u = x + iy, 


Valores extremos em uma hélice Suponha que as derivadas 
parciais de uma função f(x, y, zZ) nos pontos da hélice x = cos t, 
y= sen t, z = t sejam 


= 2 =2 
f = cost, f,= sen t, = "+t-2, 
Em que pontos na curva, caso exista algum, f assume um valor 


extremo? 


Curva no espaço Seja w = x2%e% cos 3z. Encontre o va- 
lor de dw/dt no ponto (1, In 2, 0) na curva x = cos t, 
y=In(t+2),2=1. 

Temperatura em uma circunferência Seja T= f(x, y) a tem- 
peratura no ponto (x, y) na circunferência x = cos £, y = sen t, 
0 < t < 27% e suponha que 


14.5 
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T 
gx X Y, 


aT 
= 4x. 

y Y 

a. Descubra onde ocorrem as temperaturas máxima e mínima 
na circunferência examinando as derivadas dT/dt e P T/d?. 

b. Suponha que T = 4x? — 4xy + 4y?. Encontre os valores má- 
ximo e mínimo de T na circunferência. 


50. Temperatura em uma elipse 
no ponto (x, y) na elipse 


Seja T= g(x, y) a temperatura 


x= 2V2cost y = V2sent, O=t= 2r, 
e suponha que 

9T 9T _ 

e y” 


a. Localize as temperaturas máxima e mínima na elipse exa- 
minando dT/dt e P T/df?. 


b. Suponha que T = xy — 2. Encontre os valores máximo e 
mínimo de T na elipse. 


Diferenciando integrais Sob certas condições com relação à 
continuidade, é verdade que, se 


b 
Fog = f g(t, x) dt, 


b 


então F'(X) = gx(t, x) dt Utilizando esse fato e a regra da ca- 


a 
deia, podemos encontrar a derivada de 


ÍK 
F(x) = / g(t, x) dt 
a 
fazendo 


G(u, x) = fa x) ct, 


onde u = f(x). Encontre as derivadas das funções nos Exercícios 
51e 52. 


x2 

51. F(X) -f Vt roda 
0 
1 

52. F(x) - [vs x? dt 


Derivadas direcionais e vetores gradientes 


Se vocé olhar o mapa (Figura 14.25), que mostra os contornos do Parque Na- 
cional Yosemite na Califórnia, notará que os córregos correm perpendicularmente 
aos contornos. Os córregos seguem os caminhos de maior inclinacáo, de maneira 
que as águas atinjam as elevações mais baixas o mais rapidamente possível. Dessa 
forma, a taxa de variação instantânea mais rápida na altitude do rio acima do nível 
do mar tem uma direção definida. Nesta seção, você verá por que essa direção, de- 
nominada direção “descendente”, é perpendicular aos contornos. 
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>= 


Reta x = xq + Su], y = Yo + SU) 


u=uji + uj 


Direção de 
s crescente 


R 


ES 
Poo, Yo) 


FIGURA 14.26 A taxa de variação de f 
na diregáo de u no ponto P, é a taxa com 
que f varia ao longo dessa reta em P,. 


FIGURA 14.25 Contornos do Parque Nacional Yosemite na Califórnia mostram córregos 
que seguem caminhos de maior inclinação, correndo perpendicularmente aos contornos. 
(Disponível em: <http://www.usgs.gov>) 


Derivadas direcionais no plano 


Sabemos pela Seção 14.4 que, se f(x, y) é diferenciável, então a taxa com que f 
varia em relação a £ ao longo de uma curva diferenciável x = g(t), y = h(t) é 


Ff fax, fd 
dt oxd əy at 


Em qualquer ponto P) = (Xp, Yo) = Polg(to), A(t,)), essa equação fornece a taxa 
de variação de f em relação a t e portanto depende, entre outras coisas, do sentido 
do movimento ao longo da curva. Se a curva é uma linha reta e t é o parâmetro de 
comprimento de arco ao longo da reta medida de P, na direção de um dado vetor 
unitário u, então df/dt é a taxa de variação de f com relação à distância em seu do- 
mínio na direção de u. Variando u, encontramos as taxas com que f varia em relação 
à distância quando nos movemos por P, em direções diferentes. Definimos agora 
essa ideia mais precisamente. 

Suponha que a função f(x, y) seja definida por toda uma região R no plano xy, 
que Px, Yo) seja um ponto em R e que u = ui + u,j seja um vetor unitário. Então 
as equações 


X=X FSU Y= Yot su, 


parametrizam a reta que passa por P, paralelamente a u. Se o parâmetro s mede o 
comprimento de arco de P, na direção de u, encontramos a taxa de variação de f em 
P, na direção de u calculando df/ds em P, (Figura 14.26). 


DEFINIÇÃO A derivada de f em P (x) y,) na direção do vetor unitário 
u =u i+ uj é o número 


ES = tim LC0+ Su, Yo a =f Oo w) a) 


contanto que o limite exista. 


s>0 


z 
Superfície S: 


z = f(x, y) A + sup, Yo + suz) — flo, yo) 


(xo + Suy, Yo + suz) 
PolXo> Yo) u = uji + uj 


FIGURA 14.27 O coeficiente angular da 

curva C em P, é lim inclinação (PQ); 
Q>P 

esta é a derivada direcional 
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A derivada direcional definida pela Equação 1 é denotada também por 


“A derivada de f em 
D,f dp, P, na direção de u” 


As derivadas parciais f (xp, Yo) € F Eo Yo) são as derivadas direcionais de f em 
P, nas direções i e j. Isso pode ser observado comparando a Equação 1 às definições 
das duas derivadas parciais fornecidas na Seção 14.3. 


EXEMPLO 1 Utilizando a definição, encontre a derivada de 


fœ y =x + xy 
em P¿(1, 2) na direção do vetor unitário u = (1/ V2i + (1/ v2)j. 


Solução Aplicando a definição na Equação 1, obtemos 


ej oi É Oo + Sur, Yo + SU) — $ (0%, Yo) ] 
ds ea a 5 Equação 1 


(i É 572 + s1) oO 


La s 
o) er) 
14] +|1+ 2 + (12 + 1-2) 
, V2 V2 V2 
lim 5 
s>0 
heag) 5) 
v2 2? 2 ? 
= lim 5 
s>0 


— + 62 
2 ; E ) 5 
lim = lim +s|= A 
s salva v2 


A taxa de variação de f(x, y) = 1? + xy em P (1, 2) na direção de u é 5/ v2. 


Interpretação da derivada direcional 


A equação z = f(x, y) representa uma superficie S no espaço. Se z, = f(xy Yo) 
então o ponto P(x,, Yo Z9) estará em S. O plano vertical que passa por P e Px, Yo) 
paralelo a u tem interseção com S em uma curva C (Figura 14.27). A taxa de varia- 
ção de f na direção de u é o coeficiente angular da tangente a C em P no sistema 
positivo formado pelos vetores u e k. 

Quando u =i, a derivada direcional em P, é 0f/ôx avaliada em (x,, Yọ). Quando 
u =j, a derivada direcional em P, é 0/0y avaliada em (x,, Yọ). A derivada direcional 
generaliza as duas derivadas parciais. Agora podemos procurar a taxa de variação 
de f em qualquer direção u, e não apenas nas direções i e j. 

Para uma interpretação física da derivada direcional, suponha que T = f(x, y) 
seja a temperatura em cada ponto (x, y) sobre uma região no plano. Então f(x,, Yo) 
é a temperatura no ponto P Xo Yo) e (P,P) Po é a taxa de variação instantânea da 
temperatura em P, na direção de u. 


Cálculos e gradientes 


Agora vamos desenvolver uma fórmula mais eficiente para calcular a derivada 
direcional para uma função diferenciável f. Começamos com a reta 


X=Xytsup Y= yg t SU (2) 
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por P (Xo Yo), parametrizada com o comprimento de arco s aumentando na direção 
do vetor unitário u = ui + u,j. Então, pela regra da cadeia, encontramos 
1 2 > 


A = of dx $ of dy Regra da cadeia para f diferenciável. 
Jump  \2X/p, dS  Ady/p, ds 


af of Das Equações 2, 

= (5) T + (5) ne idi E ý f é é É 

MN e \. : i 

= ax), T aya (uil + ua) (3) 
Gradiente def em Po Direção u 


A Equação 3 diz que a derivada de uma função diferenciável f na direção de 
u em P, é o produto escalar de u com o vetor especial denominado gradiente de f 
em P}. 

0 


DEFINIÇÃO O vetor gradiente (gradiente) de f(x, y) em um ponto 
Pyxo Yo) É O vetor 


of. of. 
VÍ = 3x1 t gy) 


obtido por meio do cálculo das derivadas parciais de f em P,. 


A notação Vf é lida como “grad f”, assim como “gradiente de f” e “nabla f”. 
O símbolo V isolado é lido como “nabla”. Outra notação para o gradiente é grad f, 
lida da maneira como é escrita. 


TEOREMA 9 — Derivada direcional é um produto escalar Se f(x, y) for 
diferenciável em uma região aberta contendo P (x,, Yo), então 


df 
(E) Peru n 


o produto escalar do gradiente Vf em P, e u. 


EXEMPLO 2 Encontre a derivada de f(x, y) = xe” + cos (xy) no ponto (2, 0) na 
direção de v = 3i — 4j. 


Vf=1+2j Solução O versor de v é o vetor unitário obtido dividindo v por seu comprimento: 
2 ba 
Vo VvV_3., 4, 
U=jy 575! 5) 
1 = 
As derivadas parciais de f são contínuas em todos os pontos e em (2, 0) são 
dadas por 
L>x 
0 142,0) = (8 -y sen (po o) = e-0=1 
= (xe — =90-9.0= 
aL f 0) = (xe” — x sen Ooo 2e"-2:0=2, 
O gradiente de f em (2, 0) é 
FIGURA 14.28 Imagine Vf como um VÍ l (2,0) = f, Qi + f 0) =1+2j 
vetor no domínio de f. A figura mostra : . PANE, E 
curvas de nível de f. A taxa com que f (Figura 14.28). A derivada de f em (2, 0) na direção de v é, portanto, 
varia em (2, 0) na direção de (Df) | 20 = vf le o'u Equação 4 


u = (3/5)i — (4/5)j é Vf : u = —1 (Exemplo 2). 


E 31) -¿ ¿=-1 


7 emf 
Redução mais ] 
x  rápidaemf vf= i+j 
Aumento mais 
rápido em f 


FIGURA 14.29 A direção na qual f(x, y) 
aumenta mais rapidamente em (1, 1) é a 
direção de Vila, p=i+)j. Ela corresponde 
à direção de ascensão mais inclinada na 
superfície em (1, 1, 1) (Exemplo 3). 
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Avaliar o produto escalar na fórmula 
Df=Vf-u=|Vflul cos 8 = |V f| cos 6, 


onde 0 é o ângulo entre os vetores u e Vf, revela as propriedades a seguir. 


Propriedades da derivada diferencial D,f=Vf - u=|Vf| cos 0 


1. A função f aumenta mais rapidamente quando cos 0 = 1 ou quando 6 = 0 
e u é a direção de Vf. Isto é, a cada ponto P no seu domínio, f cresce mais 
rapidamente na direção do vetor gradiente Vf em P. A derivada nessa 
direcáo é 

D, = IVf] cos (0) = |V fl. 

2. De maneira semelhante, f decresce mais rapidamente na direção de —V f. 
A derivada nessa direção é D,f = |V f| cos (m) = AV f|. 

3. Qualquer direção u ortogonal ao gradiente Vf + 0 é uma direção de varia- 
ção zero em f, porque 0 é então igual a 7/2 e 


D,f =Wf| cos (r/2)=|Vf| :0=0. 


Conforme discutiremos posteriormente, essas propriedades sáo verdadeiras 
tanto em três dimensões como em duas. 


EXEMPLO 3 Encontre as direções nas quais f(x, y) = (x?/2) + (2/2) 


(a) cresce mais rapidamente no ponto (1, 1). 
(b) decresce mais rapidamente em (1, 1). 
(c) Quais são as direções de variação zero de f em (1, 1)? 
Solução 
(a) A função aumenta mais rapidamente na direção e no sentido de Vf em (1, 1). 
O gradiente lá é 
Va. DO (Gi +»Da, DO i+j. 
Seu versor é 
i+j i+j =- dl a 1 j 
+j) V+ va v2 


(b) A função decresce mais rapidamente na direção de -V f em (1, 1), que é 


(c) As direções de variação zero em (1, 1) são as direções ortogonais a V f: 
1 E 1 i- 1 j. 


. 1. 
va a Ca va 


Veja a Figura 14.29. 


Gradientes e tangentes a curvas de nível 


Se uma função diferenciável f(x, y) tiver um valor constante c ao longo de 
uma curva lisa r = g(f)i + A(t)j (fazendo da curva uma curva de nível de f), então 
f(e(Ð, h(t)) = c. Derivar ambos os lados dessa equação em relação a t leva às 
equações 
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Curva de nível f(x, y) = f(x9, Yo) 


(xo, Yo) 


/ 
Vf (o, yo) 


FIGURA 14.30 O gradiente de uma 
função diferenciável de duas variáveis em 
um ponto é sempre normal à curva de nível 
da função que se passa por aquele ponto. 


VII, 1) =-i+ 2j 


FIGURA 14.31 Podemos encontrar a 
tangente à elipse (x2/4) + y? = 2 tratando a 
elipse como uma curva de nível da função 
f(x,y) = (2/4) + y? (Exemplo 4). 


dfo, ht) = Eo 


of dg o dh l 
əx dt + əy dt ~ O Regra da cadeia 
of. % Y (do. dh. 5 
(da + ds) (Gi + La) - o (5) 
dr 
Vf E 


A Equação 5 diz que Vf é normal ao vetor tangente dr/dt, portanto é normal 
à curva. 


Em todo ponto (X9 Yọ) no domínio de uma função diferenciável f(x, y), o gra- 
diente de f é normal à curva de nível por (x,, Yọ) (Figura 14.30). 


A Equação 5 confirma nossa observação de que os córregos correm perpendi- 
cularmente às curvas de nivel em mapas topográficos (veja a Figura 14.25). Como o 
córrego deve alcançar seu destino da maneira mais rápida, ele deve correr no senti- 
do oposto à dos vetores gradientes pela Propriedade 2 para a derivada direcional. A 
Equação 5 nos diz que essas direções são perpendiculares às curvas de nível. 

Essa observação também nos permite encontrar equações para retas tangentes 
às curvas de nível. Elas são retas normais aos gradientes. A reta passando por um 
ponto Py(x¿, Yọ) normal a um vetor N = Ai + Bj tem a equação 


Ax =x) + By =p) =0 


(Exercício 39). Se N é o gradiente (V f) E ia xo Yi + fo Yoj, a equação é 
a reta tangente dada por f 


F0 Yo Xp) + 1,00 YO — Yo) = 0. (6) 


EXEMPLO 4 Encontre uma equação para a tangente à elipse 


(Figura 14.31) no ponto (-2, 1). 
Solução A elipse é uma curva de nível da função 


2 
fo y = + y 


O gradiente de f em (2, 1) é 


Mí l-2) = K g 2) = -Í+ 2j. 
(21) 
A tangente é a reta 
(-D(x+ 2) + (2(y- D=0 Equação 


x= 2y = -4 


Se conhecermos os gradientes de duas funções f e g, automaticamente sabere- 
mos os gradientes de sua soma, diferença, multiplicação por uma constante, produto 
e quociente. Você deverá estabelecer essas propriedades no Exercicio 40. Observe 
que essas regras têm a mesma forma que as regras correspondentes para derivadas 
de funções de uma variável. 
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Regras algébricas para gradientes 
1. Regra da soma: V(f+2)=Vf+Vg 
2. Regra da diferença: V(f-2)=Vf-Vzg 
3. Regra da multiplicação por constante: V(kf) = kV f (qualquer número k) 
4. Regra do produto: Víf2)=fVe+evf 
5. Regra do quociente: y (5) = vi > NE 
g 


EXEMPLO 5 Ilustramos duas das regras com 
FxyY=x-y gxy=3 
Vf=i-j Vg = 3j. 
Temos 
L vf -9 = V(x- 4y) =i- 4 = Vf — Vg Regra 2 
2 V9 = V3y— 3y?) = Yi + (2x- 6y)j 
= Mi -j) + 3 + (3x - 6y)j 
= Yi j) + (3x - 3] 
= 3i - j) + (x- y)3j = gVf + fÍVg Regras 


Funções de três variáveis 


Para uma função diferenciável f(x, y, z) e um vetor unitário u = ui + u,j + u,k 
no espaço, temos 


af. af. of 


vf = axi T ay) + az K 
e 
ð ð ð 
Df = Vf -u= Tas Tga Te 


A derivada direcional pode ser escrita novamente na forma 
D,f = Vf: u= |V fllu] cos O = |V f| cos 0, 


assim as propriedades listadas anteriormente para funções de duas variáveis se es- 
tendem a três variáveis. Em qualquer ponto dado, f aumenta mais rapidamente na 
direção e sentido de Vf e decresce mais rapidamente na direção e sentido de Vf. 
Em qualquer diregáo ortogonal a Vf, a derivada é zero. 


EXEMPLO 6 

(a) Encontre a derivada de f(x, y, zZ) = x° — xy? — z em Py(1, 1, 0) na direção de v = 
2i— 3j + 6k. 

(b) Em quais direções f varia mais rapidamente em P,, e quais são as taxas de 
variação nessas direções? 

Solução 

(a) O versor de v é obtido dividindo-se v por seu comprimento: 


Iv| = VQ2+ (-32+(62= V49=7 


-N 2; 3 
jv 7 7 


6 
j+5k 


u 
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As derivadas parciais de f em P, são 
16% Pag Mag Lao 
O gradiente de f em P, é 


Vila, 1,0) 521 2j-k. 


A derivada de f em P, na diregáo de v é, portanto, 


(Dila,1o = Vila, o u= (2 — 2j o- (51 3j + Sk) 
4 6 6 4 
“27 I T 


(b) A função aumenta mais rapidamente na direção e sentido de Vf = 2i — 2j — k e 
decresce mais rapidamente na direção e sentido de —V f. As taxas de variação 
são, respectivamente, 


[Vf] = VO? + (-2? + (-D2=V9=3 e -—Vf|=-3. 


Exercícios 14.5 


Nos Exercícios 19-24, encontre as direções nas quais as funções au- 
mentam e diminuem mais rapidamente em P,. Em seguida, encontre 
as derivadas das funções nessas direções. 

19. fœ y= ++, Pl, 1) 

20. f(x, y) =12y + e” sen y, P, 0) 


Cálculo de gradientes 


Nos Exercícios 1-6, encontre o gradiente da função no ponto deter- 
minado. Em seguida, esboce o gradiente juntamente com a curva de 
nível que passa pelo ponto. 


1. FA, y) =y=x, Q, 1) 
2. fx y =ne +y, (1,1) 21. f(x, y,2)=(1/y)— yz, Po4, 1, 1) 
3. elx, y) = xy, (2, -1) 22, g(x, Y, z) =xey + z2, Pi; In 2, 1/2) 
o e y (va 1) 23. f(x, y,2)=Inxy+Iny2+Inxz, P¿(l, 1,1) 
4. XXY 557 5 , 24. hx, y,2)=In(2+y-1)+y+62 Po(1, 1, 0) 
5. f(X yY) = V2x+ 3y, (1,2) Retas tangentes a curvas de nível 
6. f(x y) = tg? Vx (4, —2) Nos Exercícios 25-28, esboce a curva f(x, y) = c juntamente com V f 
y e a reta tangente no ponto dado. Em seguida, escreva uma equação 


Nos Exercícios 7-10, encontre V f no ponto dado. 
7. fy2m=2+y-22+zlnx, (1,1,1) 


8. fa, y, z) =22 -3x +yz +tg!xz (1,1,1) 
9. fæ y, D= +y +z) + n yz), C1, 2, -2) 
10. f(x, y, z) =e" cosz+(y+1)sen!x, (0,0, 7/6) 


Encontrando derivadas direcionais 


Nos Exercicios 11-18, encontre as derivadas da função em P, na 
direção de u. 


1L f(xy) = 2xy - 3y?, P(5,5), u=4+ 3 

12 f(xy) = DX? + y”, Po(-1,1), u= 3i- 4 

B. g(x y) = a P(l,-1), u= 12 + 5j 

14. h(x y) = tg (yx) + V3seTt(xy/2), Pol, 1), 
u=3i- 2j 


15. f(x y, 2 = X + yz + 2%, P1, —1, 2), u= 31 + 6 — 2k 
16. f(xy, 2 = X? + 2y? - 322, P(1,1,D, u=i+j+k 
17. g(x, y, z) = 3e*cosyz, Po(0, 0,0), u= 2i +j- 2k 


18. h(x, y, Z = cosxy + e¥ + Inzx, Po(1, O, 1/2), 
u=i+ 2j + 2k 


para a reta tangente. 

25. 2+y=4, (V2, V2) 
26 2 -y=1, (V21) 

27. xy = A, (22) 

28% -wy+y=7 (-12) 


Teoria e exemplos 
29. Seja f(x, y) = 1? — xy + y? — y. Encontre as direções u e os 
valores de D,f(1, —1) para os quais 
d. D,f1,-1)=4 
e. DI, -1)=-3 


a. D,f(1,-1) é máximo 
b. D,f(1, 1) é mínimo 
c. D,f1,-1)=0 


(x-y) 
30. Seja f(x, y) = = Encontre as direções u e os valores de 


Duf (= 3) para os quais 
) é máximo 


a. Duf (- 


, 


N|e Nje 
Nu. N|w 


: ) é mínimo 


du (- 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 
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13 36. A derivada de f(x, y, z) em um ponto P é máxima na direção de 
c. Duf (4 3) =0 v=i+ j-—k. Nessa direção, o valor da derivada é 2V3. 

13 a. Quem é Vf em P? Justifique sua resposta. 
d. Duf (=. 3) = 2 b. Qual é a derivada de f em P na direção de i + j? 


Derivada direcional zero Em qual direção a derivada de 
f(x, y) =xy + y? em P(3, 2) é igual a zero? 

Derivada direcional zero Em quais direções a derivada de 
f y) = -yN + y?) em P(1, 1) é igual a zero? 

Existe uma direção u na qual a taxa de variação de f(x, y) = 
x? — 3xy + 4y? em P(1, 2) é igual a 149 Justifique sua resposta. 
Variação de temperatura ao longo de uma circunferência 
Existe uma direção u na qual a taxa de variação da função de 
temperatura T(x, y, z) = 2xy — yz (temperatura em graus Cel- 
sius, distância em pés) em P(1, —1, 1) é -3ºC/pés? Justifique 
sua resposta. 

A derivada de f(x, y) em Py(1, 2) na direção de i + j é 2v2e 
na direção de —2j é 3. Qual é a derivada de f na direção de 
A — 2j? Justifique sua resposta. 


14.6 


37. 


38. 


39. 


40. 


Planos tangentes e diferenciais 


Derivadas direcionais e componentes escalares Como é a 
derivada de uma função diferenciável f(x, y, z) em um ponto 
P, na direção de um vetor unitário u relacionado ao compo- 
nente escalar de (V Dr, na diregáo de u? Justifique sua res- 
posta. 


Derivadas direcionais e derivadas parciais Assumindo 
que as derivadas necessárias de f(x, y, z) são definidas, como 
Dif, D, f e D,f estão relacionadas a f, a e f,? Justifique sua 
resposta. 

Retas no plano xy Mostre que A(x — x) + B(y — y) = 0 
é uma equacáo para a reta no plano xy passando pelo ponto 
(Xo Yo) normal ao vetor N = Ai + Bj. 
Regras algébricas para gradientes Dada uma constante k 
e os gradientes 


ð 0 ð 0 ð 0 
f. af. AY vo = Si + 3 + k 


estabeleça as regras algébricas para gradientes. 


Nesta seção, definiremos o plano tangente em um ponto em uma superfície 


lisa no espaço. Em seguida, mostraremos como calcular uma equação do plano 
tangente a partir das derivadas parciais da função definindo a superfície. Essa ideia 
é semelhante à definição da reta tangente em um ponto em uma curva no plano de 
coordenadas para funções de uma variável (Seção 3.1). Na sequência, estudaremos 
a diferencial total e a linearização de funções de várias variáveis. 


Planos tangentes e retas normais 


Se r = g(fi + A(t)j + k(1)k é uma curva lisa na superfície de nível f(x, y, z) =c 
de uma função diferenciável f, então f(g(t), A(t), k(t)) = c. Diferenciando ambos os 
lados dessa equação com relação a £, temos 


CHA, HO, Ko) = Elo 


vf 

o) of dg fdh of dk 

x v ðx dt > oy dt ` əz dt 0 Regra da cadeia 
1 

q fo fo SN (dO dd) 
MS (as + O (Rit ad + ak) = 0. (1) 
VÍ dr/dt 
ad cea de Em todo ponto ao longo da curva, Vf é ortogonal ao vetor velocidade da curva. 


ortogonal ao vetor velocidade de toda 
curva lisa na superfície passando por P,. 
O vetor velocidade em P,, portanto, está 
em um plano comum, que denominamos 
plano tangente em P,. 


Vamos agora restringir nossa atenção às curvas que passam por P, (Figura 
14.32). Todos os vetores velocidade em P, são ortogonais a Vf em P,, portanto 
as retas tangentes das curvas estão todas no plano passando por P, normais a Vf. 
Definiremos agora esse plano. 
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Superfície 
+ +72-9=0 


Pol, 2, 4) 


Reta normal 


FIGURA 14.33 Plano tangente e reta normal 
a essa superfície em P, (Exemplo 1). 


DEFINIÇÕES O plano tangente ao ponto Po(%o Yo» Zo) na superfície de nível 
f(x, y, z) = c de uma função diferenciável f é o plano passando por P, normal 


a Vflpy 


A reta normal da superfície em P, é a reta passando por P, paralela a V f| Py 


Da Seção 12.5, o plano tangente e a reta normal têm as seguintes equações: 


Plano tangente a f (x, y, z) = c em Pi (Xo Yor Zo) 
FPE — x0) + FPO — yo) + SPE- 29) = 0 (2) 
Reta normal a f (x, y, z) = c em Po (Xp, Yor Zo) 
x=m tf P y=Yy+t f Pot z=z tf Pot (3) 


EXEMPLO 1 Encontre o plano tangente e a reta normal da superficie 


fœ y, z) 1? 4 y Hz-9=0 Paraboloide circular 


no ponto P,(l, 2, 4). 


Solucáo A superfície é mostrada na Figura 14.33. 
O plano tangente é o plano passando por P, perpendicular ao gradiente de f em 
P. O gradiente é 


Vf lp, = Qui + 2yj + K) 7 = 21 + 4j+k. 
O plano tangente é, portanto, o plano 
2(x-1)+4(y-2)+(2-4)=0 ou 2x+4y+z=14. 
A reta normal à superfície em P, é 
x=1+2t, y=2+4t z=4+t. 


Para encontrar uma equação para o plano tangente a uma superfície lisa z = f(x, y) 
em um ponto Py(Xy, Yo Zo) onde z; = f(x9, Yo), Observamos primeiro que a equação 
z= f(x, y) é equivalente a f(x, y) -z=0. A superfície z = f(x, y) é, portanto, a super- 
ficie de nível zero da função F(x, y, z) = f(x, y) — z. As derivadas parciais de F são 


= ÉS) === 0= 
Fy= ay) -D=8-0=6 
F= 0x9) -D=0-1= 1 


A fórmula 
F (P) Xp) + F P)O =} + F (PXE = Zo) =0 


para o plano tangente à superfície de nível em P,, portanto, é reduzida para 


Fo, LES = Xo) + fo, Vol = yo) =(2= Zo) =0. 


Elipse E 
(1,1,3) 


Cilindro 
2+92-2=0 
A 


fx, y, 2) 


FIGURA 14.34 Cilindro e plano se 
cruzam em uma elipse E (Exemplo 3). 
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Plano tangente a uma superfície z = f(x, y) em (Xp Yor f (Xor Yo)) 


O plano tangente à superfície z = f(x, y) de uma função diferenciável f no 
ponto Poo, Yo Zo) = (Xo> Yo Foo Yo) é 


Lo Yo = Xo) + f Co Yd =y) -(z- Zo) =0. (4) 


EXEMPLO 2 Encontre o plano tangente à superfície z = x cos y — ye" em (0, 0, 0). 
Solução Calculamos as derivadas parciais de f(x, y) = x cos y — ye* e utilizamos a 
Equação 4: 

140,0) = (cos y — yea 0) = 1-0:1=1 

o, 0) = (Ex sen y o o =0-1=-1. 


O plano tangente é, portanto, 


1 + (x—0) 


1-(y-0)-(2-0)=0 Equação 4 
ou 


x-y-z=0. 


EXEMPLO 3 As superfícies 


fœ y7=2+)-2=0 Cilindro 


g(x, y,z7)=x+2-4=0 Plano 


se encontram em uma elipse E (Figura 14.34). Encontre equações paramétricas para 
a reta tangente a E no ponto P((1, 1, 3). 


Solução A reta tangente é ortogonal tanto a Vf quanto a Vg em P, e, portanto, pa- 
ralela a v = Vf X Vg. Os componentes de v e as coordenadas de P, nos fornecem 
equações para a reta. Temos 


Vfla,1,3) = (2i + Ya 1,3) = 21 + 2 
Vdl (1,13, = (1 + Ka 13 = i+ k 


i j k 
v= (2i + 2j) x (i+ k)= |2 2 0O| = 2i- 2j- 2k. 
101 
A reta tangente é 
x=1+2%, y=1-2t, Z=3=2f. 


Estimando a variacáo em uma direcáo específica 


A derivada direcional desempenha o papel de uma derivada comum quando 
desejamos estimar quanto o valor de uma função f varia se nos movemos por uma 
pequena distáncia ds a partir de um ponto P, até um outro ponto próximo. Se f fosse 
uma função de uma variável, teríamos 


df = f(P,) ds. 
Para uma função de duas ou mais variáveis, utilizamos a fórmula 
df= (Vf | y," 0) ds, 


onde u é a direção do movimento para longe de P,. 


Derivada comum X incremento 


Derivada direcional X incremento 
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Um ponto 
próximo de (Xp, Yo) 


(x, y) 


Ay =y- yo 


Um ponto onde 
f é diferenciável 


/ 


Cto» Yo) Áx=x-=—xXp 


FIGURA 14.35 Se f é diferenciável em 
(Xo Yo), então o valor de f em qualquer 
ponto (x, y) próximo é aproximadamente 
Fo, Yo) + Fo, y yJAx + Í Co Yo)Ay. 


Calculando a variação em f em uma direção u 


Para calcular a variação no valor de uma função diferenciável f quando nos 
movemos por uma pequena distância ds de um ponto P) em uma direção em 
particular u, utilizamos a fórmula 


df E (VÊ | Po” u) ds 
— w 
Derivada Incremento 


direcional da distância 


EXEMPLO 4 Calcule quanto o valor de 


f(x, y, z) = y sen x + 2yz 
irá variar se o ponto P(x, y, z) se move 0,1 unidade de P (0, 1, 0) diretamente a 
PAZ; 2,2). 


5 
Solução Encontramos primeiro a derivada de f em P, na direção do vetor PoP1 = 
2i + j — 2k. O versor desse vetor é 


—$ => 
PoP1 Por Z.. 1 2 

o PRIME: 3 
IPoP4| 


O gradiente de f em P, é 
V flo, 1,9 = (Q cos x)i + (sen x + 22)j + 2yk)o, ¡ q =i + 2k. 


Portanto, 


os 2a, 12. 2p\— 2 4_ 2 
Vf |p u = (i + 2k) (21+ 3) 2k) i 
A variação df em f que resulta do movimento ds = 0,1 unidade para longe de 
P, na direção de u é aproximadamente 


df = (Yf Ie tds = (-2) (01) = -0067 unidade 


Como linearizar uma função de duas variáveis 


Funções de duas variáveis podem ser complicadas, e algumas vezes precisamos 
aproximá-las com funções mais simples que proporcionem a precisão necessária 
para aplicações especificas sem apresentar dificuldade para se trabalhar com elas. 
Fazemos isso de forma semelhante à maneira que encontramos substituições linea- 
res para funções de uma variável (Seção 3.11). 

Suponha que a função que desejamos aproximar seja z = f(x, y) próximo a um 
ponto (x,, Yo) no qual conhecemos os valores de f, f e f e nos quais f é diferenciá- 
vel. Se nos movemos de (x,, Yọ) a qualquer ponto próximo (x, y) pelos incrementos 
Ax=x-=x, € Ay = y — y, (veja a Figura 14.35), então a definição de diferenciabili- 
dade da Seção 14.3 fornece a variação 


fœ y)- Ho, Yo) = Lo Yo)Ax + fo, Yo)Ay + € ¡Ax + €,Ay, 


onde e |, € , — 0 quando Ax, Ay — 0. Se os incrementos Ax e Ay forem pequenos, 
os produtos e Ax e e,Ay serão menores ainda, e temos a aproximação 


Tx Y) = f (X0, Yo) + ÍxXo, Yo X — X) + Íy%o, Yoy — Yo). 
L(x, y) 


Em outras palavras, desde que Ax e Ay sejam pequenos, f terá aproximada- 
mente o mesmo valor que a função linear L. 


FIGURA 14.36 Região retangular R: 


x- xo] < h, ly — yol < k no plano xy. 
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DEFINIÇÕES A linearização de uma função f(x, y) em um ponto (xp, Yo) 
onde f é diferenciável é a função 


L(x, y)= Fo, Yo) + Fo, yy E Xo) + F Ev YD = Yo). (5) 
A aproximação 
fœ, y) = L(x, y) 


é a aproximação linear padrão de f em (x,, Yo). 


A partir da Equação 4, descobrimos que o plano z = L(x, y) é tangente à su- 
perfície z = f(x, y) no ponto (x,, Yọ). Assim, a linearização de uma função de duas 
variáveis é uma aproximação por plano tangente, da mesma forma que a lineariza- 
ção de uma função de uma variável é uma aproximação por reta tangente. (Veja o 
Exercício 63.) 


EXEMPLO 5 Encontre a linearização de 
xy =x - xy + sy + 3 


no ponto (3, 2). 


Solução Primeiro avaliamos f, f, e f no ponto (xp, Yọ) = (3, 2): 


18,3 = (2y+]y+3) =8 
(3,2) 


(3,2) = = (e xy + 5y + 3). a = (2x - YBa = 4 


Xx + 5y? + 3) = (-X+ Vc = —1, 
(3,2) 


proporcionando 
L(x, y) = Fo, Yo) T F Yy = Xo) + Í,Xo, YO = Yo) 
=8 +(4(x-3)+ ED0-2)=4x-y-2. 


A linearização de f em (3, 2) é L(x, y) = 4x-—y-2. 


Ao aproximar uma função diferenciável f(x, y) por sua linearização L(x, y) em 
(Xp Yo), uma questão importante é quão precisa a aproximação pode ser. 

Se podemos encontrar um limitante superior comum M para |f |, | Sl e| da em 
um retângulo R centrado em (x,, Yọ) (Figura 14.36), então podemos delimitar o erro 
E por todo R utilizando uma fórmula simples (deduzida na Seção 14.9). O erro é 
definido por E(x, y) = f(x, y) — L(x, y). 


Erro na aproximação linear padrão 


Se f possui primeira e segunda derivadas parciais sobre um conjunto aberto 
contendo um retângulo R centrado em (x,, Yo) e se M é qualquer limitante su- 
perior para os valores de |f, |, |f. | e | Tal em R, então o erro E(x, y) incorrido 
na substituição de f(x, y) em R por sua linearização 


L(x, y) = Fo, Yo) T ÍC Vol = Xo) a Í,Xo, Vol = Yo) 
satisfaz a desigualdade 


EG y)| = ŻM(x — xo] + |Y = Yo)? 
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Para tornar |E(x, y)| pequeno para um M determinado, simplesmente fazemos 
Lx — xol e |? — yo] pequenos. 


EXEMPLO 6 Encontre um limitante superior para o erro na aproximação f(x, y) = 
L(x, y) no Exemplo 5 sobre o retângulo 


R: |x-3|<0,1, |y-2|<0,1. 
Expresse o limitante superior como um percentual de f(3, 2), o valor de f no 


centro do retángulo. 


Solucáo Utilizamos a desigualdade 
1 
[E y) | = 5M(|x— xo] + ly — Yol)’. 


Para encontrar um valor adequado para M, calculamos fo f,,e Ln descobrin- 
do, após uma diferenciação de rotina, que todas as três derivadas são constantes, 
com valores 


eb HE penso, 
O maior deles é 2, portanto podemos seguramente tomar M como sendo 2. Com 


(Xp Yo) = (3, 2), sabemos que, sobre R, 
IE% Y] = 5x 31 + ly- 2)? = ((x- 3| + ly - 2)? 


Por fim, uma vez que |x — 3| < 0,1 e |y — 2| < 0,1 em R, temos 
[E(x, y)| < (0,1 + 0,1)? = 0,04. 
Como um percentual de f(3, 2) = 8, o erro náo é maior que 


o% x 100 = 0,5%. 


Diferenciais 


Lembre-se da Seção 3.11 que para uma função de uma variável, y = f(x), defi- 
nimos a variação em f quando x varia entre a e a + Ax por 


Af = f(a + Ax) — f(a) 


e a diferencial de f como 
df = f(ajhx. 


Consideramos agora a diferencial de uma função de duas variáveis. 

Suponha que uma função diferenciável f(x, y) e suas derivadas parciais existam 
em um ponto (xy, Yo). Se nos movermos a um ponto próximo (x, + Ax, y, + Ay), a 
variação em f é 


Af = Fo + Ax, Yo + Ay) — Fo Yo). 


Um cálculo direto a partir da definição de L(x, y), utilizando a notação x — x, = Ax 
e y — y, = Ay, mostra que a variação correspondente em L é 


AL = L(% + Ax Yo + Ay) — L(%, Yo) 
= $xXo, YOJAX + f y(%, Yo)A y. 
As diferenciais dx e dy sáo variáveis independentes, de forma que a elas po- 
dem ser atribuídos quaisquer valores. Geralmente, tomamos dx = Ax = x — x} e dy = 


Ay = y — Yo: Em seguida, temos a seguinte definição da diferencial ou diferencial 
total de f. 


(a) (b) 


FIGURA 14.37 O volume do cilindro (a) 
é mais suscetível a uma pequena variação 
em r do que a uma igualmente pequena 
variação em h. O volume do cilindro (b) 
é mais suscetível a pequenas alterações 
em h do que a pequenas alterações em r 
(Exemplo 8). 
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DEFINIÇÃO Se nos movermos de (Xy, Yo) a um ponto (x, + dx, y, + dy) pró- 
ximo, a variação resultante 


df = Lo Yo) dx + Í,%o, Yo) dy 


na linearização de f é denominada diferencial total de f. 


EXEMPLO 7 Suponha que uma lata em formato cilíndrico seja projetada para ter 
um raio de 1 pol. e uma altura de 5 pol., mas que o raio e a altura estejam com erros 
de dr = +0,03 e dh = —0,1. Calcule a variação absoluta resultante no volume da lata. 


Solução Para calcular a variação absoluta em V = mr?h, utilizamos 
AV = dV =V (ry ho) dr + Vo ho) dh. 
Com V, = 2rrh e V, = 1rr?, obtemos 
dV = 2rroh dr + rrrgédh = 27(1)(5)(0,03) + m(1)X—0,1) 
= 0,37 — 0,17 = 0,27 = 0,63 pol? 


EXEMPLO 8 Sua empresa fabrica tanques cilíndricos circulares retos para o arma- 
zenamento de melaço, com 25 pés de altura e raio de 5 pés. Qual a suscetibilidade 
dos volumes dos tanques a pequenas variações na altura e no raio? 


Solução Com V = 7rr?h, a diferencial total fornece a aproximação para a variação 
no volume como 


dV = V (5, 25) dr + V (5, 25) dh 
= (Qurh),s, 25) dr + (rs, 25) dh 
=2507 dr + 257 dh. 


Assim, uma variação de 1 unidade em r irá variar V em cerca de 25077 unidades. 
Uma variação de 1 unidade em A irá variar V em cerca de 257 unidades. O volume 
do tanque é 10 vezes mais sensível a uma pequena variação em r do que para uma 
pequena variação de igual dimensão em h. Como um engenheiro do controle de 
qualidade responsável por certificar-se de que os tanques tenham o volume correto, 
você desejaria prestar atenção em especial aos seus raios. 

Em contraste, se os valores de r e h forem invertidos para formar r = 25 e h = 5, 
então a diferencial total em V se torna 


dV= Qrrh) os, 5) dr + es, 5) dh = 2507 dr + 6257 dh. 


Agora o volume é mais suscetível a variações em h do que em r (Figura 14.37). 
A regra geral é que funções são mais suscetíveis a pequenas variações nas variá- 
veis que geram as maiores derivadas parciais. 


EXEMPLO 9 O volume V = 7rr?h de um cilindro circular reto será calculado a 
partir de valores mensurados de r e h. Suponha que r seja mensurado com um erro 
que não seja superior a 2% e h com um erro que não seja superior a 0,5%. Calcule 
o possível percentual de erro resultante no cálculo de Y. 


Solução Somos informados de que 


Tx im =2 è [$ x 100] = o5. 


Uma vez que 
MN _ 2arhdr + mr?dh _ 2dr , oh 
vo arr2h ES h’ 
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temos 


v 


g 


dh 
di 


IA 


2(0,02) + 0,005 = 0,045. 
Estimamos o erro no cálculo de volume como sendo no máximo 4,5%. 


Funções de mais do que duas variáveis 


Resultados análogos são aplicáveis para funções diferenciáveis de mais do que 
duas variáveis. 


1. A linearização de f(x, y, z) em um ponto Py (xo, Yo Zo) É 
L(x, y, 2) = HP) a TAP = Xo) + FPO Yo) eS (PY Es Zo). 


2. Suponha que R seja um sólido retangular fechado centrado em P, e contido em 
uma região aberta na qual as segundas derivadas parciais de f sejam contínuas. 
Suponha também que |f |, ER yb ab fol l e |f,- sejam todos menores ou 
iguais a M em R. Então, o erro EG, y,z)= fa, »,2) — L(x, y, Z) na aproximação 
de f por L é limitado em R pela desigualdade 


1 
[E] <= 5M(|x— xo] + |y — yo] + |z — zo)? 


3. Se as segundas derivadas parciais de f forem contínuas e se x, y e z variarem 
entre xp, Yo € Zo por pequenas quantidades dx, dy e dz, a diferencial total 
df =f P) dx + fP) dy + fLP,) dz 


fornece uma boa aproximação da variação resultante em f. 


EXEMPLO 10 Encontre a linearização L(x, y, z) de 

Fc y, z) =x? -xy + 3 sen z 
no ponto (xy, Yo Zo) = (2, 1, 0). Encontre um limite superior para o erro incorrido na 
substituição de f por L no retângulo 


R: |x—2|< 0,01, |y-11<0,02, |z| < 0,01. 


Solução Cálculos de rotina proporcionam 
f2,1,0)=2, f 1,0)=3, f,Q, 1, 0)=-2, HA. 1,0)=3 
Assim, 
L(x, y, 2) =2 +3(x-2)+ (20 - 1) + 3(2- 0) = 3x- 2y + 3z - 2. 
Uma vez que 
12 Er =0, f..=-3 senz, fo =-1, f,_=0, le =0 


e|3 sen z | < 3 sen 0,01 = 0,03, podemos determinar M = 2 como um limitante nas 
segundas derivadas parciais. Consequentemente, o erro incorrido pela substituigáo 
de f por L em R satisfaz 


[El = Ol (0,01 + 0,02 + 0,01)? = 0,0016. 


Exercícios 14.6 
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Planos tangentes e retas normais a superfícies 
Nos Exercícios 1-8, encontre equações para 
a. o plano tangente e 
b. a reta normal no ponto P, na superfície determinada. 
L x2+y?+2=3 Po(1,1,1) 
2 x? + y?-2?=18, Po(3, 5, -4) 
3 2-x?=0, Po(2,0, 2) 
4 x? + 2xy-— y?+22=7, Poll -1 3) 
5 cosmx—- Xy + e%+ yz= 4, Poí0, 1 2) 
6 x?-x-y?-z=0, Pq 1,1,-1) 
Tx+y+z= 1, Po(0, 1, 0) 
8 x + y?- 2xy— x+ 3y 
Nos Exercícios 9-12, encontre uma equação para o plano tangente à 
superfície determinada no ponto dado. 


9. z=In(42+y?), (1,0,0) 11. z= Vy-X (12,1) 
10. z= e, (001) 12. 2=4%+y, (1,1,5) 


z= —4, Po(2,-3, 18) 


Retas tangentes a curvas espaciais 


Nos Exercícios 13-18, encontre equações paramétricas para a reta 
tangente à curva de interseção das superfícies no ponto determinado. 


13. Superficies: x + y?+22=4, x=1 


Ponto: (111,1) 

14. Superficies: xyz=1, x2+2y?+322=6 
Ponto: (1,1,1) 

15. Superficies: x? + 2y +2z=4, y=1 
Ponto: (1, 1, 1/2) 

16. Superficies: x +y? +z=2, y=1 
Ponto: (1/2,1,1/2) 


17. Superfícies: x? + 3x2y? + y? + 4xy -27 =0, 
x +y2+2722=11 
Ponto: (113) 
18. Superficies: x? +y? =4, x+y -z=0 


(V2, V2, 4) 


Estimativa da variacáo 


Ponto: 


19. Em cerca de quanto 
f(x y 2 = InVx? + y? + z? 


irá variar se o ponto P(x, y, z) se mover de P/(3, 4, 12) uma 
distância de ds = 0,1 unidade na direção de 3i + 6j — 2k? 


20. Em cerca de quanto 
f(x, y, Z) = e cos yz 


irá variar se o ponto P(x, y, z) se mover, a partir da origem, 
uma distância de ds = 0,1 unidade na direção de 2i + 2j — 2k? 


21. Em cerca de quanto 


g(x, y, Z) =x +x COS zZ— y Sen z + y 


22. 


23. 


24. 


irá variar se o ponto P(x, y, z) se mover de P¿(2,—1, 0) uma 
distância de ds = 0,2 unidade na direção de P,(0, 1, 2)? 


Em cerca de quanto 


h(x, y, Z) = cos (rxy) + x2? 


irá variar se o ponto P(x, y, z) se mover de PEL, —1,—1) uma 
distáncia de ds = 0,1 unidade na diregáo da origem? 

Variação de temperatura ao longo de uma circunferência 
Suponha que a temperatura em Celsius no ponto (x, y) no pla- 
no xy seja T(x, y) = x sen 2y e a distância no plano xy seja 
mensurada em metros. Uma partícula está se movendo em 
sentido horário ao redor de uma circunferência de raio de 1 m 
centrada na origem na taxa constante de 2 m/s. 


a. Qual é a velocidade da variação de temperatura apresen- 
tada pela partícula, em graus Celsius por metro, no ponto 
P(1/2, V3/2)? 

b. Qual é a velocidade da variação de temperatura apresenta- 
da pela partícula em graus Celsius por segundo em P? 


Variação de temperatura ao longo de uma curva espacial 

A temperatura em Celsius em uma região no espaço é 

dada por T(x, y, z) = 2x? — xyz. Uma partícula está se movendo 

nessa região e sua posição no tempo t é dada por x = 22, y = 3t, 
z=-f, onde o tempo é mensurado em segundos e a distância, 
em metros. 

a. Qual é a velocidade da variação de temperatura apresen- 
tada pela partícula em graus Celsius por metro quando a 
partícula está no ponto P(8, 6, 4)? 

b. Qual é a velocidade da variação de temperatura apresenta- 
da pela partícula em graus Celsius por segundo em P? 


Cálculo de linearizacóes 


Nos Exercícios 25-30, encontre a linearização L(x, y) da função em 


cada ponto. 
25. f(x, y)=22+92+1 em a.(0,0),  b.(1,1) 
26. f(x y)=(x+y+2) em a. (0,0),  b.(1,2) 
27. f(x, y)=3x-4y+5em a.(0,0)  b.(1,1) 
28. f(x, y) =x)! em a.(1,1), b.(0,0) 
29. f(x, y) = ecos y em a. (0,0), b. (0, 7/2) 
30. f(x, y) = e7 em a.(0,0), b. (1,2) 


31. 


Sensação térmica A sensação térmica, medida da tempera- 
tura aparente sentida na pele exposta, é uma função da tempe- 
ratura do ar e velocidade do vento. A fórmula precisa, atuali- 
zada pelo Serviço Nacional de Metereologia norte-americano 
em 2001 e baseada na teoria moderna de transferência de calor, 
um modelo de face humana e resistência do tecido da pele, é 


W= W(v, T) = 35,74 + 0,6215 T— 35,75 v®!6 
+ 0,4275 T - v®™!6, 


onde T é a temperatura do ar em °F e v é a velocidade do vento 
em milhas/h. Uma tabela parcial da sensação térmica é for- 
necida. 
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v (milhas/h) 


32. 


T(F) 

30 5 2 5 10 5 o -5 -10 
5/25 19 13 7 1 5 =11 -—16 —22 
10/21 15 9 3 4 —10 -16 -22 —28 
15/19 13 6 0 7 =13. 19 26. =32 
20/17 11 4 -2 Y 10,22: =29. 35 
25/16 9 3 -4 -11 -17 -24 -31 -37 
30/15 6 1. =5 =. =19 -=26 -=33. 39 
355/14 7 0 -7 -14 -21 -27 -34 -41 


a. Utilize a tabela para encontrar W(20, 25), W(30, —10) e 
W(15, 15). 
b. Utilize a fórmula para encontrar W(10, —40), W(50, —40) e 
W(60, 30). 
c. Encontre a linearização L(v, T) da função W(v, T) no ponto 
(25,5). 
d. Utilize L(v, T) do item (c) para calcular os valores da sen- 
sação térmica a seguir. 
i) W(24, 6) 
ii) W(27, 2) 
iii) W(5, —10) (Explique por que esse valor é bem diferente 
do valor encontrado na tabela.) 
Encontre a linearizacáo L(v, T) da função W(v, T) no Exerci- 
cio 31 no ponto (50, —20). Utilize-a para calcular os valores da 
sensação térmica a seguir. 


a. W(49,-22) 
b. W(53,-19) 
c. W(60, 30) 


Limitacáo de erro em aproximacóes lineares 


Nos Exercícios 33-38, encontre a linearização L(x, y) da função f(x, y) 
em P,. Em seguida, encontre um limitante superior para a magnitu- 
de |E] do erro na aproximação f(x, y) = L(x, y) sobre o retângulo R. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


Ha, y)=x2-3xy+5em PQ, 1), 

R: |x-2| < 0,1, -1| < 0,1 

fœ y) = (1/2)? + xy + (1/4)? + 3x — 3y + 4 em PQ, 2), 
R: |x-2| < 0,1, ly-2| < 0,1 

fx y)=1+y+xcosyem  P/(0, 0), 

R: |x| <0,2, [y] < 0,2 

(Utilize | cos y | < 1 e | sen y | < 1 ao estimar E.) 
Ha, y) =xy? + y cos (x—1)em  Pa(L, 2), 

R: |x- 1| < 0,1, b -2|< 0,1 

fœ, y)=e'cosyem  P/(0, 0), 

R: |x| < 0,1, [y <0,1 

(Utilize e*< 1,11 e | cos y | < 1 ao estimar £.) 
fœ y)=Inx+Inyem PL, 1), 

R: |x- 1| < 0,2, l- 1| < 0,2 


Linearização para três variáveis 


Encontre as linearizações L(x, y, z) das funções nos Exercícios 39-44 
nos pontos determinados. 


39. f (x y, Z = xy + yz + xzem 

a (1,1,1) b. (1, 0,0) c. (0, 0, 0) 
40. f(x y, D = X? + y? + z? em 

a (1,1,1) b. (0,1,0) c. (1,0, 0) 
AL f(x y, D = Vx? + y? + 22em 

a (1,0, 0) b. (1,1,0) c. (1,2,2) 


42. f(x y,2) = (sen xy)/zem 


a (7/2,1,1) b. (2,0,1) 


43. f (X y, Z = e + cos (y + z) em 


a (0,0,0) 


o 


T T T 
a (ozo) e (073) 


44. f(x y, 2) = tg * (xyz) em 


a (1,0,0) b. (1,1,0) Cc. (1,1,1) 


Nos Exercícios 45-48, encontre a linearização L(x, y, z) da função 
F(x, y, z) em P). Em seguida, encontre um limitante superior para 
a magnitude do erro E na aproximação f(x, y, z) = L(x, y, z) sobre 
a região R. 


45. f(X y, 2 = X — 3yz+ 2 em Po(l, 1, 2), 


R: |x- 1| <= 0,01, |y- 1|=0,01, |z- 2| = 0,02 


46. f(x yY, D = X? + xy + yz + (1/42 em Po(1, 1, 2), 


47. Í (x yY, 2) = xy + 2yz — 3xz 


R: |x— 1| = 0,01, < 0,01, |z- 2| = 0,08 
em Po(1,1,0), 


< 0,01, |z| = 0,01 


y-1 


y-1 


R |x—1|= 0,01, 


48. f(x y J = V2 cos xsen (y + 2) em Po(0, 0, 7/4), 


R: |x| =0,01, |yļ= 0,01, |z- 7/4|= 0,01 


Estimativa do erro; suscetibilidade a variações 


49. 


50. 


52. 


Cálculo do erro máximo Suponha que T seja encontrado a 
partir da fórmula T = x(e” + e”), onde seja determinado que 
x e y são 2 e In 2 com erros máximos possíveis de |dx| = 0,1 e 
Idy| = 0,02. Calcule o erro máximo possível no valor compu- 
tado de 7. 

Cálculo do volume de um cilindro Cerca de quão precisa- 
mente V = 72h pode ser calculado a partir de mensurações de 
r e h que estejam em erro de 1%? 


. Considere uma caixa retangular fechada com uma base qua- 


drada, conforme mostrado na figura a seguir. Se x é medido 
com erro de no máximo 2% e y é medido com erro de no máxi- 
mo 3%, utilize uma diferencial para calcular o erro percentual 
correspondente no cálculo 

a. da superfície da área da caixa 

b. do volume da caixa. 


Considere um recipiente fechado no formato de um cilindro de 
raio 10 cm e altura 15 cm com um hemisfério em cada extre- 
midade, conforme exibido na figura a seguir. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


= 15 cm 


O recipiente está coberto com uma camada de gelo de 1/2 
cm de espessura. Utilize uma diferencial para calcular o vo- 
lume total de gelo. (Sugestão: considere que r seja o raio com 
dr = 1/2 e h seja a altura com dh = 0.) 


Máximo percentual de erro Ser = 5,0 cm e h = 12,0 cm 
arredondado ao milímetro mais próximo, qual seria o máximo 
percentual de erro que poderíamos esperar ao calcular V=11?h? 


Variação na resistência elétrica A resistência R produzida 
por resistores de R, e R, ohms em paralelo (veja a figura a 
seguir) pode ser calculada a partir da fórmula 


e PE. 
RR A 


a. Mostre que 


TR a TRT 
a (a (E) a 


b. Vocé projetou um circuito com dois resistores, como aque- 
le que demonstrou ter resisténcias de R, = 100 ohms e 
R, = 400 ohms, mas sempre existe alguma variação na 
fabricação e os resistores recebidos por sua empresa não 
terão provavelmente esses valores exatos. O valor de R será 
mais suscetível à variação em R, ou à variação em R,? Jus- 
tifique sua resposta. 


Ll 


v R$ R, 


=» 


c. Em um outro circuito, como aquele mostrado, você planeja 
alterar R, de 20 para 20,1 ohms e R, de 25 para 24,9 ohms. 
Em cerca de qual percentual essas alterações irão alterar R? 

Você planeja calcular a área de um retângulo longo e fino a partir 

de medidas de seu comprimento e largura. Qual dimensão você 

deverá mensurar mais cuidadosamente? Justifique sua resposta. 

a. Ao redor do ponto (1, 0), f(x, y) = x*(y + 1) é mais susce- 
tível a variações em x ou a variações em y? Justifique sua 
resposta. 

b. Qual proporção de dx para dy fará df ser igual a zero em 
(1,0)? 

Erro carregado na mudança de coordenadas 


y 
A 


P(3 


0,01, 4 


0,01) 


åH 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


63. 


263 


Capítulo 14 Derivadas parciais 


a. Sex=3+0,01ey=4+õ0,01, conforme mostrado, com 
aproximadamente qual precisão você pode calcular as 
coordenadas polares r e 0 do ponto P(x, y) a partir das fór- 
mulas 7? = x? + y? e 0 = tg! (y/x)? Expresse seus cálculos 
como variações percentuais dos valores que r e 0 possuem 
no ponto (Xy, yy) = (3, 4). 

b. No ponto (xo Yo) = (3, 4), os valores de r e O são mais susce- 
tíveis a variações em x ou a variações em y? Justifique sua 
resposta. 


Projetando uma lata de refrigerante Uma lata de refrige- 
rante padrão de 12 fl-oz é essencialmente um cilindro de raio 
r = 1 pol. e altura h = 5 pol. 


a. Com essas dimensões, quão suscetível é o volume da lata 
a uma pequena variação no raio contra uma pequena varia- 
ção na altura? 

b. Você poderia projetar uma lata de refrigerante que pareça 
conter mais refrigerante, mas na verdade contenha as mes- 
mas 12 fl oz? Quais poderiam ser essas dimensões? (Existe 
mais de uma resposta correta.) 


Valor de um determinante 2 X2 Se | a | é muito maior que 
[bl |cle|d|, para qual dentre a, b, c e d o valor do determinante 
a b 


f(a, b,c d) = É d 


é mais suscetível? Justifique sua resposta. 


Cálculo do erro máximo Suponha que u = xe” + y sen z e 
que x, y e z possam ser medidos com erros máximos possíveis 
de +0,2, +0,6 e +77/180, respectivamente. Estime o erro máxi- 
mo possível no cálculo de u a partir dos valores mensurados 
x=2,y=1n3,2z= 7/2. 


Fórmula do tamanho do lote de Wilson A fórmula do ta- 
manho do lote de Wilson na economia afirma que a quantida- 
de mais económica O de bens (rádio, sapatos, vassouras, o que 
quer que seja) para uma loja pedir é fornecida pela fórmula 


Q = V2KM/h, onde K é o custo do pedido, M é o número de 
itens vendidos por semana e h é o custo de estocagem semanal 
para cada item (custo do espaço, serviços, segurança e assim 
por diante). Para qual das variáveis K, M e h, O é mais susce- 
tível próximo do ponto (K,, Mo, Ao) = (2, 20, 0,05)? Justifique 
sua resposta. 

Medindo um campo triangular A área de um triângulo é 
(1/2)ab sen C, onde a e b são os comprimentos de dois lados 
do triângulo e C é a medida do ángulo formado por eles. Ao 
avaliar uma planta triangular, você mediu a, be C como sendo 
150 pés, 200 pés e 60º, respectivamente. Qual será o erro do 
cálculo da sua área se seus valores de a e b tiverem um erro 
de meio pé cada e sua medida de C tiver um erro de 29? Veja a 
figura a seguir. Lembre-se de utilizar radianos. 


=200+1 pé 
b = 200 + 5 pé 


Teoria e exemplos 


Alinearização de f(x, y) é uma aproximação do plano tangente 
Mostre que o plano tangente no ponto P Œo Yo Hg Y9)) na 
superfície z = f(x, y) definida por uma função diferenciável f 
é o plano 
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$ Xy Vo) — xo) + F o YO =Y) — Z- fp Yo) = 0 65. Variação ao longo de uma hélice Encontre a derivada de 
f(x,y, Z) = x? + y? + 2? na direção do vetor tangente unitário 
ou da hélice 
Z= Fo» Yo) + F0 YA 0) + o IDO — YO): r(t) = (cos fi + (sen Dj + tk 


Assim, o plano tangente em P, é o gráfico da linearizagáo de f 


em P, (veja a figura a seguir). 


z (xo, Jo» f(x» Yo)) 


nos pontos onde t = —77/4, 0 e 7/4. A função f fornece o qua- 
drado da distância de um ponto P(x, y, z) na hélice em relação 
à origem. As derivadas calculadas aqui fornecem as taxas nas 


f(x, y, z) = c em um ponto de interseção se o vetor velocida- 


] F quais o quadrado da distância está variando com relação a t à 
medida que P se move pelos pontos onde t = —77/4, 0 e 7/4. 
66. Curvas normais Uma curva lisa é normal a uma superfície 
t mi —z=f(x, y) 
| 


de da curva é um múltiplo escalar diferente de zero de Vf no 


x 


64. Variação ao longo da involuta de uma circunferência En- 
contre a derivada de f(x, y) = x? + y? na direção do vetor 


tangente unitário da curva 


| 
. l ponto. 
i ) | | LJ) Mostre que a curva 
I | 
| | 
EE Rd r = Vti+ Vij- [(t+ 3k 
l 
I | | , : E 
l | é normal à superfície x? + y? — z = 3 quando t= 1. 
l (xo Yo) | 
| | 


67. Curvas tangentes Uma curva lisa é tangente à superfície em 
um ponto de interseção se seu vetor velocidade é ortogonal a 
Vf ali. 


Mostre que a curva 


rt = Vti+ Vt+ (2 Dk 


r(1) = (cos t + £ sen (Ji + (sen t- t cos t) j, 1>0. é tangente à superfície x? + y? — z = 1 quando += 1. 


1 4 7 Valores extremos e pontos de sela 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 


Siméon-Denis Poisson . 
(1781-1840) 


FIGURA 14.38 A função 
z = (cosx)(cos ye Y: y 


tem um valor máximo de 1 e um valor 
mínimo de cerca de — 0,067 na regiáo 
quadrada |x| < 377/2, |y| < 37/2. 


Funções contínuas de duas variáveis assumem valores extremos em domínios 
fechados e limitados (veja as Figuras 14.38 e 14.39). Veremos nesta seção que pode- 
mos restringir a procura desses valores extremos examinando as derivadas parciais 
de primeira ordem das funções. Uma função de duas variáveis pode assumir valo- 
res extremos apenas nos pontos de fronteira do dominio ou nos pontos interiores 
do dominio onde ambas as derivadas parciais são zero ou onde uma ou ambas as 
derivadas parciais não existem. No entanto, a anulação das derivadas em um ponto 
interior (a, b) nem sempre denuncia a presença de um valor extremo. A superficie 
que é o gráfico da função pode ter o formato de uma sela acima de (a, b) e cruzar 
seu plano tangente ali. 


Testes de derivada para valores extremos locais 


Para encontrar os valores extremos locais de uma função de uma variável, pro- 
curamos por pontos onde o gráfico tenha uma reta tangente horizontal. Em tais 
pontos, procuramos então por máximos e mínimos locais e pontos de inflexão. Para 
uma função f(x, y) de duas variáveis, procuramos pontos onde a superficie z = f(x, y) 
tenha um plano tangente horizontal. Nesses pontos, procuramos máximos e míni- 
mos locais e pontos de sela. Começamos definindo máximos e mínimos. 


DEFINIÇÕES Seja f(x, y) definida em uma região R que contém o ponto (a, b). 
Então 


1. f(a, b) é um valor máximo local de f se f(a, b) > f(x, y) para todos os 
pontos (x, y) do domínio em um disco aberto centrado em (a, b). 

2. f(a, b) é um valor mínimo local de f se f(a, b) < f(x, y) para todos os 
pontos (x, y) do domínio em um disco aberto centrado em (a, b). 


FIGURA 14.39 A “superfície telhado” 


z= > (lx IM] = 1x1 = Iy) 


tem um valor máximo de 0 e um valor míni- 
mo de —a na região quadrada |x| < a, |y| < a. 


z 


ax z? z =f, y) 
(ta 
= =0 
| 
= f(x, b) 
IL h(y) = f(a, y) 
li Pa ag 
(a, b, 0) 


FIGURA 14.41 Se um máximo local de 
f ocorre em x = a, y = b, então ambas as 
derivadas parciais de primeira ordem 
fa, b) e f (a, b) são iguais a 0. 
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Máximos locais correspondem a picos de montanhas na superficie z = f(x, y) 
e mínimos locais correspondem a vales (Figura 14.40). Em tais pontos, os planos 
tangentes, quando existem, são horizontais. Extremos locais também são denomi- 
nados extremos relativos. 

Como acontece com funções de uma variável, a chave para identificar os extre- 
mos locais é o teste da derivada de primeira ordem. 


Máximo local 
(f não tem valor superior próximo) 
\ 


e. 
Lo 


Y 
Mínimo local ——*" 
(f não tem valor inferior próximo) 


FIGURA 14.40 Um máximo local ocorre 
em um pico da montanha e um mínimo local 
ocorre em um ponto baixo de vale. 


TEOREMA 10 — Teste da derivada de primeira ordem para valores extre- 
mos locais Se f(x, y) tiver um valor de máximo ou mínimo local em um 
ponto interior (a, b) do seu domínio e se as derivadas parciais de primeira 
ordem existirem ali, então f (a, b)=0e f (a, b) = 0. 


Prova Se f tem um valor extremo local em (a, b), então a função g(x) = f(x, b) tem 
um valor extremo local em x = a (Figura 14.41). Sendo assim, g'(a) = 0 (Capítulo 4, 
Teorema 2). Agora g(a) = f (a, b); portanto f (a, b) = 0. Um argumento semelhante 
com a função h(y) = f(a, y) mostra que f(a, b)=0. 
Se substituirmos os valores f (a, b) = 0 e fa, b) = 0 na equação 
fla, bl —a)+ f (a, by - b) - E- Ha, b))=0 
para o plano tangente à superfície z = f(x, y) em (a, b), a equação se reduz a 
O-(x-0)+0-(y-b)-z+f(a,b)=0 
ou 
z= f(a, b). 


Dessa forma, o Teorema 10 diz que a superficie tem de fato um plano tangente 
horizontal em um extremo local, contanto que exista um plano tangente lá. 


DEFINIÇÃO Um ponto interior do domínio de uma função f(x, y) onde tanto 
f, como f, sejam zero ou onde f ou f, ou ambas não existam é um ponto 
crítico de f. É 


O Teorema 10 diz que os únicos pontos onde uma função f(x, y) pode assumir 
valores extremos são os pontos críticos e os pontos de fronteira. Como ocorre com 
funções diferenciáveis de uma variável, nem todo ponto crítico é um extremo local. 
Uma função diferenciável de uma variável pode ter um ponto de inflexão. Uma 
função diferenciável de duas variáveis pode ter um ponto de sela. 
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FIGURA 14.42 Pontos de sela na origem. 


N 


FIGURA 14.43 O gráfico da função 

f(x, y) =x? + y? — 4y +9 é um paraboloide 
que possui um valor de minimo local de 5 
no ponto (0, 2) (Exemplo 1). 


DEFINIÇÃO Uma função diferenciável f(x, y) possui um ponto de sela em 
um ponto crítico (a, b) se em todo disco aberto centrado em (a, b) existirem 
pontos (x, y) do domínio onde f(x, y) > f(a, b) e pontos (x, y) do domínio onde 
f(x, y) < f(a, b). O ponto correspondente (a, b, f(a, b)) na superfície z = f(x, y) 
é denominado ponto de sela da superfície (Figura 14.42). 


EXEMPLO 1 Encontre os valores locais de f(x, y) = x? + y? — 4y + 9. 


Solução O domínio de f é plano inteiro (portanto, não existem pontos de fronteira) 
e as derivadas parciais f, = 2x e f, = 2y — 4 existem em toda parte. Portanto, valores 
extremos locais podem ocorrer somente onde 


f.=22=0 e f,=2y-4=0. 


A única possibilidade é o ponto (0, 2), onde o valor de f é 5. Como f(x, y) = 
x? + (y — 2) + 5 nunca é menor que 5, vemos que o ponto crítico (0, 2) fornece um 
mínimo local (Figura 14.43). 


EXEMPLO 2 Encontre os valores extremos locais (se existirem) de f(x, y) = y7 — x°. 


Solucáo O domínio de f é o plano inteiro (dessa forma, náo existem pontos de 
fronteira) e as derivadas parciais f, = —2x e f, = 2y existem em toda parte. Sendo 
assim, extremos locais podem ocorrer somente na origem (0, 0), onde f =0 e f,=0. 
Ao longo do eixo x positivo, entretanto, f tem o valor f(x, 0) = —x? < 0; ao longo do 
eixo y positivo, f tem o valor f(0, y) =y? > 0. Portanto, todo disco aberto no plano xy 
centrado em (0, 0) contém pontos onde a função é positiva e pontos onde é negativa. 
A função tem um ponto de sela na origem e nenhum valor extremo local (Figura 
14.444). A Figura 14.44b exibe as curvas de nível (elas são hipérboles) de f e mostra 
a função decrescente e crescente de forma alternada entre os quatro agrupamentos 
de hipérboles. 


O fato de que f, = EA = 0 em um ponto interior (a, b) de R não garante que f 
tenha um valor extremo local ali. Se f e suas derivadas de primeira e segunda or- 
dens forem contínuas em R, contudo, podemos aprender mais a partir do teorema a 
seguir, provado na Seção 14.9. 


TEOREMA 11 — Teste da derivada de segunda ordem para valores ex- 
tremos locais Suponha que f(x, y) e suas derivadas parciais de primeira 
e segunda ordem sejam contínuas sobre um disco centrado em (a, b) e que 
fila, b) = f,(a, b) = 0. Então 


i) f tem um máximo local em (a, b) se f< 0 e ffy- ds > 0) em (a, b). 

ii) f tem um mínimo local em (a, b) se f > 0e ff Lor > 0 em (a, b). 

iii) f tem um ponto de sela em (a, b) se f f,,—f,7<0 em (a, b). 

iv) o teste é inconcludente em (a, b) se f f — Le =0 em (a, b). Nesse caso, de- 
vemos encontrar outra maneira de determinar o comportamento de f em (a, b). 


me 2 r . . . . 
A expressão la Le -= e é chamada discriminante ou hessiano de f. Algumas 
vezes, é mais fácil lembrar dela na forma de determinante, 


yes E és 


a y- 


FIGURA 14.44 (a) A origem é um ponto de 
sela da função f(x, y) = y? — x. Não existem 
valores extremos locais (Exemplo 2). 

(b) Curvas de nível para a função f no 


Exemplo 2. 


FIGURA 14.45 A superfície z = 3y? — 
23? — 3x? + 6xy tem um ponto de sela na 
origem e um máximo local no ponto (2, 2) 


(Exemplo 4). 
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O Teorema 11 diz que, se o discriminante é positivo em um ponto (a, b), então 
a superfície se curva da mesma maneira em todas as direções: para baixo se f < 0, 
dando origem a um máximo local, e para cima se f, > 0, dando um mínimo local. 
Por outro lado, se o discriminante é negativo em (a, b), então a superfície se curva 
para cima em algumas direções e para baixo em outras, tendo assim um ponto de sela. 


EXEMPLO 3 Encontre os valores extremos locais da função 


fe y) =xy -2-y 


2x—2y +4. 


Solução A função é definida e diferenciável para todo x e y, e seu domínio não tem 
pontos de fronteira. Portanto, a fungáo tem valores extremos somente nos pontos 
onde f, e J são zero simultaneamente. Isso resulta em 


f,=)-2x-2=0, f,=x-2y-2=0 


x=y=-2, 


Portanto, o ponto (2, —2) é o único onde f pode ter um valor extremo. Para 
verificarmos se isso acontece, calculamos 


Jus 2, om = =2; Ja = 


O discriminante de f em (a, b) = (—2, 2) é 
Lt EAN) 1} =4-1=3. 


A combinação 


¿30 e fly Ta O 
nos diz que f tem um máximo local em (-2, -2). O valor de f nesse ponto é 
fA,2)=8. 


EXEMPLO 4 Encontre os valores extremos locais de f(x, y) = 3y? — 2y? — 3x? + 6xy. 


Solucáo Como f é diferenciável em toda parte, pode assumir valores extremos so- 
mente onde 


f _=6y-6x=0 e f,=6y -6y + 6x=0. 


A partir da primeira dessas equações encontramos x = y, e a substituição por y 
na segunda equação então nos dá 


6x-612+6x=0 ou 6x(2-x)=0. 


Os dois pontos críticos são, portanto, (0, 0) e (2, 2). 
Para classificar os pontos críticos, calculamos as segundas derivadas: 


1-6, Íy =6-12y, Ío =6. 


O discriminante é dado por 
aE Li = (36 + 72y) - 36 =72(y- 1). 


No ponto crítico (0, 0) vemos que o valor do discriminante é o número negativo —72, 
portanto a função tem um ponto de sela na origem. No ponto crítico (2, 2) vemos 
que o discriminante tem o valor positivo 72. Combinando esse resultado com o valor 
negativo da segunda derivada parcial f, ——6, o Teorema 11 diz que o ponto crítico 
(2, 2) fornece um valor máximo local de f(2,2)= 12- 16-12 +24 = 8. Um gráfico 
da superfície é exibido na Figura 14.45. 
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(0) y=0 A(9, 0) 


FIGURA 14.46 Esta região triangular é o 
domínio da função no Exemplo 5. 


Máximos e mínimos absolutos em regiões fechadas e limitadas 
Organizamos a procura por extremos absolutos de uma função contínua f(x, y) 
em uma região fechada e limitada R em três passos. 


1. Liste os pontos interiores de R onde f possa ter máximos e mínimos locais e 
calcule f nesses pontos. Esses são os pontos críticos de f. 


2. Liste os pontos da fronteira de R onde f tem máximos e mínimos locais e calcule 
f nesses pontos. Mostraremos como fazer isso a seguir. 


3. Procure nas listas pelos valores máximo e mínimo de f. Estes serão os valores 
máximo e mínimo absolutos de f em R. Como máximos e mínimos globais são 
também máximos e mínimos locais, os primeiros aparecem em algum lugar das 
listas construídas nos passos 1 e 2. 


EXEMPLO 5 Encontre os valores máximo e mínimo absolutos de 


fg y)=2+2x+2y-x?- y? 
na região triangular no primeiro quadrante limitada pelas retas x = 0, y=0,y=9-—x. 
Solucáo Como f é diferenciável, os únicos lugares nos quais f pode assumir esses 


valores são pontos no interior do triângulo (Figura 14.46), onde f_=f ,=0, e pontos 
na fronteira. 


(a) Pontos interiores. Para estes, temos 


F 2-2x=0, f; 2-2y=0, 


resultando no único ponto (x, y) = (1, 1). O valor de f ali é 
ML dj=4, 


(b) Pontos de fronteira. Consideramos um lado do triângulo de cada vez: 
i. No segmento OA, y = 0. A função 


fœ y) = f(x, 0)=2+2x—x?2 


pode ser agora considerada uma função de x definida no intervalo fechado 
0 < x < 9. Seus valores extremos (como vimos no Capítulo 4) podem ocorrer 
nas extremidades 


x=0 onde f(0,0)=2 
x=9 onde f(9,0)=2+18-81=-61 
e nos pontos interiores onde f'(x, 0) = 2 — 2x = 0. O único ponto interior onde 
f'(x,0)=0éx=1, onde 
f0,0)= (1, 0)=3. 


ii. No segmento OB, x= 0 e 


f(x, )=[(0,9))=2+2p-y?. 


Sabemos pela simetria de fem x e y, e a partir da análise que acabamos de 
fazer, que os candidatos nesse segmento são 


f(0,0)=2, f0,9)=-61, f(0,1)=3. 


iii. Já levamos em consideração os valores de f nas extremidades de 4B, assim 
precisamos somente examinar os pontos interiores de AB. Com y = 9 — x, 
temos 


fx y)=2+2x + 2(9—x) —1?-(9-x)?=-61 + 18x — 2x2. 
Fazer f(x, 9 — x) = 18 — 4x = 0 resulta 


-18_9 
x= => 


Perímetro da seção 
transversal = distância 
ao redor daqui 


FIGURA 14.47 Caixa no Exemplo 6. 
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Nesse valor de x, 


e 10 =1(23)--4 


Resumo  Relacionamos todos os candidatos: 4, 2,—61, 3, —(41/2). O máximo é 4, 
que f assume em (1, 1). O mínimo é —61, que f assume em (0, 9) e (9, 0). 


A resolução de problemas de valores extremos com condições algébricas nas 
variáveis geralmente exige o método dos multiplicadores de Lagrange, que será 
introduzido na próxima seção. Mas às vezes podemos resolver esses problemas di- 
retamente, como no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 6 Uma empresa de entregas aceita somente caixas retangulares cuja 
soma do comprimento e cintura (perímetro de uma seção transversal) não ultrapasse 
108 pol. Encontre as dimensões de uma caixa aceitável de maior volume possível. 


Solução Suponha que x, y e z representem o comprimento, a largura e a altura da 
caixa retangular, respectivamente. Então o perímetro da seção transversal é 2y + 2z. 
Queremos maximizar o volume V = xyz da caixa (Figura 14.47) satisfazendo x + 
2y + 2z = 108 (a maior caixa para entregas aceita pela empresa). Assim, podemos 
escrever o volume da caixa como uma função de duas variáveis: 


My, 2) = (108 — 2Y- 2)YZ SE yo» 
= 108yz — 2y2z — 2y2?. 


Fazendo as derivadas parciais de primeira ordem iguais a zero, 


yV O, z) = 108z — 4yz — 22? = (108 — 4y — 2z)z = 0 
V (y, z) = 108y 2y? — 4yz = (108 — 2y — 4z)y = 0, 


temos os pontos críticos (0, 0), (0, 54), (54, 0) e (18, 18). O volume é zero em (0, 0), 
(0, 54), (54, 0), os quais não são os valores máximos. No ponto (18, 18), aplicamos 
o teste da derivada de segunda ordem (Teorema 11): 


komiz V.=—4y, V „= 108 — 4y — 4z. 
Então, 


V V-V = 16yz-16(27-y-z}. 


yy zz 


Portanto, 


V, (18, 18) =-4(18) < 0 


yV- Voz las, 19) = 16(18)(18) — 1669) > 0 


yy ZZ 
implica que (18, 18) fornece um volume máximo. As dimensões da caixa são 
x = 108 — 2(18) — 2(18) = 36 pol, y = 18 pol e z = 18 pol. O volume máximo é 
V = (36)\(18)(18) = 11.664 pol ou 6,75 pés?. 


Apesar do poder do Teorema 10, insistimos na importância de lembrar de suas 
limitações. Ele não se aplica a pontos de fronteira no dominio de uma função, onde 
é possivel que a função tenha valores extremos com derivadas diferentes de zero. 
Também não se aplica a pontos onde f e f, não existem. 
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Exercícios 14.7 


Resumo dos testes máximos e mínimos 


Os valores extremos de f(x, y) podem ocorrer somente em 


i) pontos de fronteira do domínio de f; 
ii) pontos críticos (pontos interiores onde f, = f, = 0 ou pontos onde f, ou f, 
não existem). i 


Se as derivadas parciais de primeira e segunda ordens de f forem continuas em um 
disco centrado em um ponto (a, b) e f (a, b) = f (a, b) = 0, a natureza de f(a, b) 
pode ser testada com o teste da derivada de segunda ordem: 

i) fase fy -f > 0em (a, b) = máximo local; 

ii) f >0ef, de fi > 0 em (a, b) = mínimo local; 


iii) f Sy So 2< 0em o b) = ponto de sela; 


iv) ffy f= = 0 em (a, b) = teste inconcludente. 


Encontrando extremos locais 


Encontre todos os máximos locais, mínimos locais e pontos de sela 


nas funções dos Exercícios 1-30. 


N ë = po j j p j pd pb pd p 
S ww Y E SO SA S 


N 
pa 


N 
N 


N NN N N NN 
AQ un E Q 


- y) 
. F( y) 
- y) 
- To, y)= 
. fœ y) 


fœ y) 


- fœ y) 


fœ y) 


- fœ y) 
. fœ y) 
. f(xy) = 
. f(xy) = 
. fœ y) 
- fœ y) 
. fœ y) 
- fœ y) 
- fœ y) 
. fœ y) 
. Jœ y)= 
. fœ y) 


. f(xy) = 


- f(xy) = 
. fœ y)=ysenx 

. fœ y) = e™ cos y 
. J@n y= ete 

- Jœ y5 e- ye 
fon) +y) 


X ++) +3x=-3y+4 


= 2xy — 5x? — 2y? + 4x + 4y- 4 
=x + xy +3x+2y+5 


Sxy — Ta? + 3x- 6y +2 


=2xy —1?-2y?+3x+4 
=x? —4xy + y? + 6y +2 

= 2x2 + 3xy + 4y? — 5x + 2y 
=x2—2xy + 2y?-2x+2y+1 
=x? —y?—2x+4y+6 
=x? + 2xy 


V56x? — 8y? — 16x — 31 + 


28. f(x, y) = e y”) 
29. f(x, y)=2 1n x+Iny-4x- y 
30. fe, y)=In (+ y) +2 y 


Encontrando extremos absolutos 
Nos Exercícios 31-38, encontre os máximos e mínimos absolutos 
das funções nos domínios dados. 


31. f(x, y) = 21? — 4x +y? — 4y + 1 na placa triangular fechada e 
limitada pelas retas x = 0, y = 2, y = 2x no primeiro quadrante. 


32. D(x, y)=x?—xy +y? + 1 na placa triangular fechada e limitada 
pelas retas x = 0, y = 4, y =x no primeiro quadrante. 


33. f(x, y) =x? + y? na placa triangular fechada e limitada pelas 
retas x = 0, y = 0, y + 2x = 2 no primeiro quadrante. 


34. T(x, y) =x? + xy + y? — 6x na placa retangular O < x < 5, 


Ay 


=x -y —2xy +6 

=x + 3xy +y 

= 6x? — 2x? + 3y? + 6xy 
=x +y +32 -3y -8 


=x + 3xy? — 15x + y? — 15y 
= 20 + 2y — 9x2 + 3y? — 12y 


4xy -xf -yt 


= + y + 4xy 


1 
x+y -1 


XA y 


3<y<3. 
l= gx 35. Tx, y) =x? + xy + y? — 6x + 2 na placa retangular 0 < x < 5, 
-3 <y <0. 
36. f(x, y) = 48xy — 321? — 24y? na placa retangular 0 < x < 1, 
0<y<l. 


37. f(x, y) = (4x — x?) cos y na placa retangular 1 < x < 3, 
=T/4 < y < 7/4 (veja a figura a seguir). 


z 
4 


z = (4x — x?) cos y 


38. f(x, y) = 4x — 8xy + 2y + 1 na placa triangular limitada pelas 
retas x = 0, y = 0, x + y = 1 no primeiro quadrante. 


39. 


40. 


41. 


42. 


Encontre dois números a e b com a < b tais que 
o) 2 
J (60 — x- x) dx 
a 


tenha seu valor máximo. 


Encontre dois números a e b com a < b, tais que 
„b 
J (24 — 2x — x?) Y? dx 
a 


tenha seu valor máximo. 


Temperaturas Uma placa circular plana tem o formato da re- 
giáo x? + y? < 1. A placa, incluindo a fronteira onde x? +y? = 1, 
é aquecida de tal modo que a temperatura no ponto (x, y) é 


Tx, y) =x + 2y —x. 


Encontre as temperaturas nos pontos mais quentes e mais frios 
da placa. 


Encontre o ponto crítico de 
fe y) =xy +2x — In xy 


no primeiro quadrante aberto (x > 0, y > 0) e mostre que f 
assume um valor mínimo ali. 


Teoria e exemplos 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


Encontre os máximos, mínimos e pontos de sela de f(x, y), se 
existirem, dados 

a f _=2x-4y e f,=2y-4x 

b. f _=2x-2 e > 2y -4 

c. f,=9x-9 e f,=2y+4 

Descreva seu raciocínio em cada caso. 


O discriminante f f, — fo é zero na origem para cada uma 


das funções a seguir, de modo que o teste da derivada de segun- 
da ordem falha. Determine se a função tem um máximo, um 
mínimo ou nenhum dos dois na origem, imaginando como é 
a superfície z = f(x, y). Descreva seu raciocínio em cada caso. 


a fo, y) =x 

b. f(x, y)=1-x2y? 

e. f(x, y)=xy 

d. (y) =? 

e fæ y) =y 

L fæ y) =y 

Mostre que (0, 0) é um ponto crítico de f(x, y) =x? + kxy + y?, 
não importando qual o valor da constante k. (Sugestão: consi- 
dere dois casos: k= 0 e k# 0.) 


Para quais valores da constante k o teste da derivada de segun- 
da ordem garante que f(x, y) = x? + kay + y? terá um ponto de 
sela em (0, 0)? Um máximo local em (0, 0)? Para quais valores 
de k o teste da derivada de segunda ordem é inconcludente? 
Justifique suas respostas. 

Se f (a, b) = f (a, b) = 0, f deve ter um valor máximo ou mí- 
nimo local em (a, b)? Justifique sua resposta. 

Você pode concluir algo sobre f(a, b) se f e suas derivadas 
parciais de primeira e segunda ordens forem contínuas em um 
disco centrado no ponto crítico (a, b) e f (a, b) e $, (a, b) 
diferem no sinal? Justifique sua resposta. 

Dentre todos os pontos no gráfico de z = 10 — x? — y? que estão 
acima do plano x + 2y + 3z = 0, encontre o ponto mais distante 
no plano. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


55. 
56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


Valores extremos em curvas parametrizadas 
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Encontre o ponto no gráfico de z = x? + y? + 10 mais próximo 
do plano x + 2y -z = 0. 

Encontre o ponto no plano 3x + 2y + z = 6 que está mais pró- 
ximo da origem. 


Encontre a distância mínima entre o ponto (2, —1, 1) e o plano 
x+y-z=2, 

Encontre trés números cuja soma seja 9 e cuja soma de qua- 
drados seja um mínimo. 


Encontre trés números positivos cuja soma seja 3 e cujo pro- 
duto seja um máximo. 


Encontre o valor máximo des = xy + yz + xz onde x+y+z=6. 
Encontre a distância mínima entre o cone z = VX? + y? eo 
ponto (6, 4, 0). 

Encontre as dimensões da caixa retangular de máximo volume 
que podem ser inscritas dentro da esfera x? + y? + 2 = 4. 


Dentre todas as caixas retangulares de volume 27 cm, qual é 
a menor área de superfície? 


Você construirá uma caixa retangular aberta a partir de 12 pés? 
de material. Quais dimensões resultarão em uma caixa de má- 
ximo volume? 

Considere a função f(x, y) =x? + y? + 2xy — x — y + 1 sobre o 
quadrado0<x<1le0<y<l. 


a. Mostre que f tem um mínimo absoluto ao longo do seg- 
mento de reta 2x + 2y = 1 nesse quadrado. Qual é o valor 


mínimo absoluto? 


b. Encontre o valor máximo absoluto de f sobre o quadrado. 
Para encontrar os 


valores extremos de uma função f(x, y) em uma curva x = x(t), 
y = y(t), tratamos f como uma função da variável t e utilizamos a 
regra da cadeia para encontrar onde df/dt é zero. Como em qualquer 
outro caso de uma variável, os valores extremos de f sáo entáo en- 
contrados entre os valores nos 


a. pontos críticos (pontos onde df/dt é zero ou náo existe) e 
b. pontos extremos do domínio do parámetro. 


Encontre os valores máximos e mínimos absolutos das seguintes 
funções nas curvas dadas. 


61. 


62. 


63. 


Funções: 

a. fo, y)=x+y 

b. gx, y) =xy 

c A(x, y) =2x2 + y? 
Curvas: 


i) O semicírculo x? +y? =4, y>0. 


ii) O quarto de circunferência x? +y? =4, x20, y>0 
Utilize as equações paramétricas x = 2 cost, y= 2 sen t. 
Funções: 

a. f(x, y)=2x+3y 

b. g(x, y) =xy 

c. h(x, y) =x + 3y? 

Curvas: 

i) A semielipse (2/9) + (y/4)=1, y>0. 

ii) O quarto de elipse (x2/9) + (2/4)=1, x20, y>0. 
Utilize as equações paramétricas x = 3 cost, y=2sent. 
Funções f(x, y) = xy 

Curvas: 

i) Aretax=2f, y=t+l. 

ii) O segmento de retax=2f, y=t+1, -1<f<0, 
iii) O segmento de retax=2f, y=t+1l, 0<tf<l 
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64. Funções: 
a fi y= + 
b. g(x, y) = 1/02 + y?) 
Curvas: 
i) Aretax=t, y=2-2t 
ii) O segmento de reta x = t, 


y=2-2t, OSISE 


65. Mínimos quadrados e retas de regressáo Quando tenta- 
mos ajustar uma reta y = mx + b a um conjunto de pontos de 
dados numéricos (x,, y1); Œz Y2), -.-, Œp y, ) (Figura 14.48), 

y 


Pro Yn) 


> X 


0 


FIGURA 14.48 Para ajustar uma reta a 
pontos náo colineares, escolhemos a reta 
que minimiza a soma dos quadrados dos 
desvios. 


geralmente escolhemos a reta que minimiza a soma dos qua- 
drados das distáncias verticais a partir dos pontos até a reta. 
Em teoria, isso significa encontrar os valores de m e b que 
minimizam o valor da função 


w= (mx, +b-y)2+c+(my +b-y (1) 


Mostre que os valores de m e b que fazem isso são 


(3 x)(Zy) = Xy 
(2x) -n Y xp 


m = 


(2) 


p= 1(Zyu-m5x). 6) 
com todas as somas variando de k= 1 a k= n. Muitas calcula- 
doras científicas têm incluídas essas fórmulas, permitindo que 
encontremos m e b com apenas alguns comandos depois de 
inseridos os dados. 

A reta y = mx + b determinada por esses valores de m e b é 
denominada reta de mínimos quadrados, reta de regressão 


14.8 


Multiplicadores de Lagrange 


ou reta de tendência para os dados em estudo. Encontrar a 
reta de mínimos quadrados permite 


1. resumir os dados com uma expressão simples; 

2. prever valores de y para outros valores de x ainda não testados 
experimentalmente; 

3. manipular dados analiticamente. 


Nos Exercícios 66-68, utilize as Equações 2 e 3 para encontrar a reta 
de mínimos quadrados para cada conjunto de pontos de dados. Em 
seguida, utilize a equação linear obtida para prever o valor de y que 
iria corresponder a x = 4. 


66. (2, 0), (0, 2), Q, 3) 
67. (1,2), (0,1) (3,-4) 
68. (0,0), (1,2), (2,3) 
USO DO COMPUTADOR 


Nos Exercícios 69-74, você irá explorar funções para identificar 
seus extremos locais. Utilize um SAC para executar os passos a 
seguir: 

a. Trace a função sobre o retângulo dado. 

b. Trace algumas curvas de nível no retângulo. 


e. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem da função 
e utilize o solucionador de equações do SAC para encontrar 
os pontos críticos. Como os pontos críticos estão relacio- 
nados às curvas de nível representadas no item (b)? Quais 
pontos críticos, se houver, parecem fornecer um ponto de 
sela? Justifique sua resposta. 

d. Calcule as derivadas parciais de segunda ordem da função 
e encontre o discriminante f, f,, — fo 

e. Utilizando os testes de máximo e mínimo, classifique os 
pontos críticos encontrados no item (c). Seus achados são 
consistentes com sua discussão no item (c)? 


69. fœ y)=-2+)-3xy, -5<x<5, -5<y<5 
70. fa, =r -3g +y, D<x<2, 2<y<2 
71. fœ y)=xt +y- 8x- 6y+16, -3<x<3, -6<y<6 
72. f(x, y) =2xt +y4 -2x7 -2y +3, -3/2 < x < 3/2, 
-3/2 < y < 3/2 
73. f(x, y) = 5xº + 18x5- 30x! + 30x)? — 120x, -4<x<3, 
-2 <y <2 
5 2 2 
x Inbé + y?), (x y) + (0,0) 
74. fay = 4 Á Cn 
0, (x y) = (0, 0) 


=2=x=2 -2=y=2 


Algumas vezes, precisamos encontrar os valores extremos de uma fungáo cujo 
domínio esteja restrito a algum subconjunto específico no plano — um disco, por 
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exemplo, uma região triangular fechada ou ao longo de uma curva. Nesta seção, 
exploraremos um método poderoso para encontrar valores extremos de funções res- 
tritas: o método dos multiplicadores de Lagrange. 


Máximos e mínimos condicionados 


Primeiro consideramos um problema onde um mínimo condicionado pode ser 
encontrado eliminando uma variável. 


FIGURA 14.49 Cilindro hiperbólico 


X 


2 


- z? — 1 = 0 no Exemplo 2. 
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EXEMPLO 1 Encontre o ponto P(x, y, z) no plano 2x + y — z — 5 = 0 que esteja mais 
próximo à origem. 


Solução O problema nos pede que encontremos o valor mínimo da função 


=j 
¡OP| = V(x- 0? + (y - 0? + (z- 02 
= Vx? + y? +z 
sujeita à restrição 
2x+y-z-5=0. 
Como | OP | possui um valor mínimo onde a função 
Poa = ty +z 
possui um valor mínimo, podemos resolver o problema encontrando o valor mínimo 
de f(x, y, z) sujeita à restrição 2x + y — z — 5 = 0 (evitando assim raízes quadradas). 


Se considerarmos x e y como variáveis independentes nessa equação e escrevermos 
z como 


z=2x+y-—S5, 
nosso problema se reduz a encontrar os pontos (x, y) nos quais a função 
h, y) = fŒ, y, 2x + p=5) =" +y? + (2x +y- 5) 


tem seu(s) valor(es) mínimo(s). Uma vez que o domínio de h é todo o plano xy, o 
teste da derivada primeira da Seção 14.7 nos diz que qualquer mínimo que h possa 
ter deve ocorrer nos pontos onde 


h,=2x + 2(2x + y — 5)(2) =0, h =2y+2(2x+y-5)=0. 


x 


Isso nos leva a 
10x + 4y = 20, 4x + 4y= 10, 
e à solução 


5 5 


A “ea Ae 


Podemos aplicar um argumento geométrico com o teste da derivada segunda 


para mostrar que esses valores minimizam h. A coordenada z do ponto correspon- 
dente no plano =2x+y-56 


5 5 5 
2-2(3)+2-5- =p: 


Sendo assim, o ponto que buscamos é 


Ce p(55 5 
Ponto mais próximo: P ( 3 6 3) 


A distância entre P e a origem é 5/ V6 = 2,04. 


As tentativas de resolver um problema de máximo e mínimo condicionado atra- 
vés da substituição, como poderíamos chamar o método do Exemplo 1, nem sempre 
funcionam tão bem. Esse é um dos motivos para aprender o novo método desta seção. 


EXEMPLO 2 Encontre os pontos no cilindro hiperbólico x? — z? — 1 = 0 que estão 
mais próximos à origem. 


Solução 1 O cilindro é exibido na Figura 14.49. Buscamos os pontos no cilindro 
mais próximos à origem. Esses são os pontos cujas coordenadas minimizam o valor 
da função 
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Cilindro hiperbólico x? — 2? = 1 


Nesta parte, 


x= V2+1 


Nesta parte, 
z C y 
x=-Vz2+1 


FIGURA 14.50 A região no plano 

xy a partir da qual as duas primeiras 
coordenadas dos pontos (x, y, z) no cilindro 
hiperbólico x? — z? = 1 são selecionadas 
exclui a faixa —1 < x < 1 no plano xy 
(Exemplo 2). 


N 


FIGURA 14.51 Esfera se expandindo 
como uma bolha de sabão centrada na 
origem até que toque o cilindro hiperbólico 
x? — z2? — 1 = 0 (Exemplo 2). 


fo y =x +y +a 
2 


Quadrado da distância 


sujeita à restrição x? — z? — 1 = 0. Se considerarmos x e y como variáveis indepen- 
dentes na equação da condição, então 


2=x-1 
e os valores de f(x, y, zZ) = x? + y? + 2? no cilindro são dados pela função 
hx, y) =2+y?+(2-1)=2+y-1. 


Para encontrar os pontos no cilindro cujas coordenadas minimizam f, procura- 
mos os pontos no plano xy cujas coordenadas minimizam A. O único valor extremo 
de h ocorre quando 


h =4x=0 e h,=2y=0, 


ou seja, no ponto (0, 0). Mas náo existem pontos no cilindro onde tanto x quanto y 
sejam zero. O que deu errado? 

O que aconteceu foi que o teste da derivada primeira encontrou (como deveria) 
o ponto no domínio de h onde h tem um valor mínimo. Por outro lado, desejamos os 
pontos no cilindro onde h tem um valor mínimo. Ainda que o domínio de h seja todo 
o plano xy, o domínio a partir do qual podemos selecionar as duas primeiras coorde- 
nadas dos pontos (x, y, z) no cilindro é restrito à “sombra” do cilindro no plano xy; 
ele não inclui a faixa entre as retas x = —1 ex = 1 (Figura 14.50). 

Podemos evitar esse problema se tratarmos y e z como variáveis independentes 
(em vez de x e y) e expressarmos x em termos de y e z como 


x2=2+1. 


Com essa substituição, f(x, y, zZ) = x? + y? + 2? se torna 


ky, z) = (Ż + 1) +y? +2 =1 +y +22 


e procuramos os pontos onde k assume seu menor valor. O domínio de k no plano 
yz agora é o mesmo domínio do qual selecionamos as coordenadas y e z dos pontos 
(x, y, Z) no cilindro. Consequentemente, os pontos que minimizam k no plano terão 
pontos correspondentes no cilindro. Os menores valores de k ocorrem onde 


k,=2y=0 e k=4=0, 


ou onde y =z = Q. Isso leva a 


x=2+1=1, x=+l. 


Os pontos correspondentes no cilindro sáo (+1, 0, 0). Podemos ver a partir 
dessa desigualdade 


kQ, z)=1+y? +2221 


que os pontos (+1, 0, 0) fornecem um valor minimo para k. Podemos ainda ver que 
a distância minima entre a origem e um ponto no cilindro é 1 unidade. 


Solução 2 Uma outra forma de encontrar os pontos no cilindro mais próximos da 
origem é imaginar uma pequena esfera centrada na origem que se expande como 
uma bolha de sabão até tocar o cilindro (Figura 14.51). Em cada ponto de contato, o 
cilindro e a esfera têm o mesmo plano tangente e reta normal. Portanto, se a esfera e 
o cilindro são representados como as superfícies de nível obtidas fazendo-se 


fund) Per e g(x, y,z)=x -z7 -1 


iguais a 0, então os gradientes Vf e Vg serão paralelos onde as superficies se to- 
cam. Em qualquer ponto de contato, devemos, portanto, conseguir encontrar um À 
(“lambda”) escalar tal que 

Vf=AVg 
ou 


2xi + 2yj + 2zk = A(2xi — 2zk). 
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Assim, as coordenadas x, y e z de qualquer ponto de tangência terão de satisfa- 
zer as três equações escalares 


2x=2Ax, 2y=0, 2z=-2Az. 


Para quais valores de A um ponto (x, y, z) cujas coordenadas satisfaçam essas 
equações escalares também estará na superfície x? — 2? — 1 = 0? Para responder a 
essa questão, utilizamos nosso conhecimento de que nenhum ponto sobre a superfície 
tenha uma coordenada x zero para concluir que x % 0. Consequentemente, 2x = 2Ax 
somente se 


2=21 ou A=1. 


Para À = 1, a equação 2z = —2Az se torna 2z = —2z. Se essa equação também for 
satisfeita, z deve ser zero. Como y = 0 também (a partir da equação 2y = 0), concluí- 
mos que todos os pontos que buscamos têm coordenadas da forma 


(x, 0, 0). 


Quais pontos sobre a superfície x? — z? = 1 possuem coordenadas dessa forma? 
A resposta são os pontos (x, 0, 0) para os quais 


x-(02=1, x2=1 ou x=+1. 


Os pontos no cilindro mais próximos à origem são os pontos (+1, 0, 0). 


Método dos multiplicadores de Lagrange 


Na Solução 2 do Exemplo 2, utilizamos o método dos multiplicadores de 
Lagrange. O método diz que os valores extremos de uma função f(x, y, z) cujas 
variáveis estejam sujeitas a uma restrição g(x, y, zZ) = 0 devem ser encontrados na 
superfície g = O entre os pontos onde 


Vf=AVg 


para algum escalar À (denominado multiplicador de Lagrange). 
Para explorar um pouco mais o método e vermos por que ele funciona, primeiro 
fazemos a seguinte observação, que enunciaremos como um teorema. 


TEOREMA 12 — Teorema do gradiente ortogonal Suponha que f(x, y, z) 
seja diferenciável em uma região cujo interior contenha uma curva lisa 


C:  r(0)=8e(0i+h(0j+K(0k. 


Se P, é um ponto em C onde f possua um máximo ou mínimo local relativo a 
seus valores em C, então Vf é ortogonal a C em Po 


Prova Mostramos que Vf é ortogonal ao vetor velocidade da curva em P,. Os 
valores de f em C são fornecidos pela composta f(g(t), A(t), k(£)), cuja derivada com 
relação a t é 


df dd fd Sd 
dt oxd oyd 0zat 


Vf - v. 


Em qualquer ponto P, onde f tenha um máximo ou mínimo local relativo a seus 
valores na curva, df/dt = 0, portanto 


Vf-v=0. 


Desconsiderando os termos em z no Teorema 12, obtemos um resultado seme- 
lhante para funções de duas variáveis. 
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> ta 


FIGURA 14.52 O Exemplo 3 mostra 
como encontrar o maior e menor valores 
do produto xy nessa elipse. 


COROLÁRIO DO TEOREMA 12 Nos pontos em uma curva lisa r(A = g()i + 
h(t)j onde uma função diferenciável f(x, y) assume seus locais máximo e mí- 
nimo relativos a seus valores sobre a curva, Vf - v = 0, onde v = dr/dt. 


O Teorema 12 é a chave para o método dos multiplicadores de Lagrange. Supo- 
nha que f(x, y, z) e g(x, y, z) sejam diferenciáveis e que P, seja um ponto na super- 
fície g(x, y, zZ) = 0 onde f tenha um valor máximo ou mínimo local relativo a seus 
outros valores na superfície. Assumimos ainda que Vg 0 nos pontos na superfície 
g(x, y, Z) = 0. Então f assume um valor máximo ou mínimo local em P, relativo aos 
seus valores em toda curva diferenciável passando por P, na superfície g(x, y, z) = 0. 
Portanto, Vf é ortogonal ao vetor velocidade de toda curva diferenciável desse tipo 
que passa por P,. O mesmo ocorre com Vg (uma vez que Vg é ortogonal à super- 
ficie de nível g = 0, conforme vimos na Seção 14.5). Portanto, em P,, Vf é algum 
múltiplo escalar À de Vg. 


Método dos multiplicadores de Lagrange 


Suponha que f(x, y, z) e g(x, y, z) sejam diferenciáveis e Vg 4 0 quando 
g(x, y, Z) = 0. Para encontrar os valores máximo e mínimo locais de f sujeitos 
à restrição g(x, y, Z) = O (se existir), encontre os valores de x, y, z e À que sa- 
tisfaçam simultaneamente as equações 


Vf=AVg e g(x,y,z)=0. (1) 


Para funções de duas variáveis independentes, a condição é semelhante, mas 
sem a variável z. 


Deve ser tomada certa cautela ao aplicar esse método. Um valor extremo pode 
não existir na verdade (Exercício 41). 


EXEMPLO 3 Encontre o maior e o menor valores que a função 


fc, y) =xy 


assume na elipse (Figura 14.52) 
2 2 
X y 
a 
Solução Desejamos encontrar os valores extremos de f(x, y) = xy sujeitos à restrição 


2 2 
xy =% +5-1=0. 


Para isso, primeiro encontramos os valores de x, y e À para os quais 
Vf=AVg e g(x,y)=0. 
A equação gradiente nas Equações 1 fornece 
yi +x = JÀ + Ay, 
a partir da qual encontramos 


À À A2 
y=34% x=ày e y=4A)=7Y 


de forma que y = 0 ou À = 2. Consideramos agora esses dois casos. 


Caso 1: Sey=0, então x = = 0. Mas (0, 0) não está na elipse. Consequentemen- 
te, y #0. 


FIGURA 14.53 Quando sujeita à 
restrição g(x, y) = x?/8 + y?/2 -1 =0, 

a função f(x, y) = xy assume valores 
extremos nos quatro pontos (+2, +1). 
Esses são os pontos na elipse quando Vf 
(azul) é um múltiplo escalar de Vg (preto) 
(Exemplo 3). 
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Caso 2: Se y % 0, então À = 2 e x = +2y. Substituir esses valores na equação 
g(x, y) = 0 fornece 
EY, y 
8 2 
A função f(x, y) = xy, portanto, assume seus valores extremos na elipse nos quatro 
pontos (+2, 1), (+2, —1). Os valores extremos são xy = 2 e xy = 2. 


=1 4yY+4y=8 e y==+1 


Geometria da solução As curvas de nível da função f(x, y) = xy são as hipérbo- 
les xy = c (Figura 14.53). Quanto mais distantes as hipérboles estão em relação 
à origem, maior o valor absoluto de f. Desejamos encontrar os valores extremos 
de f(x, y), dado que o ponto (x, y) também está na elipse x? + 4y? = 8. Quais hi- 
pérboles apresentando intersegáo com a elipse estáo mais distantes da origem? As 
hipérboles que somente tocam levemente a elipse, aquelas que sáo tangentes a ela, 
são as mais distantes. Nesses pontos, qualquer vetor normal à hipérbole é normal 
à elipse, de forma que Vf = yi + xj é um múltiplo (A = +2) de Vg = (x/4)i + yj. No 
ponto (2, 1), por exemplo, 


vf=i+2, Vg=5i+j e vf=279 
No ponto (2, 1), 


vf=i-% Vg=-Si+j e v=-2g 


EXEMPLO 4 Encontre os valores máximo e mínimo da função f(x, y) = 3x + 4y 
na circunferência 1? +)? = 1. 


Solução Modelamos isso como um problema de multiplicadores de Lagrange com 
fœ y)=3x+4y gy) =x+y2-1 
e procuramos pelos valores de x, y e À que satisfaçam as equações 
Vf=AVg: 3i+4j=2x2i+ 2yAj 
g(x, y)=0: x2+y-1=0. 
A equação gradiente nas Equações 1 implica que 1% 0 e nos dá 


-3 -2 
x=; Y-5 


Essas equações nos dizem, entre outras coisas, que x e possuem o mesmo 
sinal. Com esses valores para x e y, a equação g(x, y) = 0 nos dá 


assim 
9 4 = A2 2 — = 49 
nt? 9+ 16 = 4", 41 = 25 e à= 5. 
Dessa forma, 
23. 3 2.0.4 
= op Yom 


e f(x, y) = 3x + 4y tem valores extremos em (x, y) = (3/5, 4/5). 
Calculando o valor de 3x + 4y nos pontos +(3/5, 4/5), vemos que seus valores 
máximo e mínimo na circunferência x? + y? = 1 são 


OS 
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Vf =31+4j=2 


3x+4y=5 


3x + 4y = -5 


FIGURA 14.54 A função f(x, y) = 3x + 4y 
assume seu maior valor na circunferência 
unitária g(x, y) = x? + y? — 1 = 0 no ponto 
(3/5, 4/5) e seu menor valor no ponto 
(-3/5, —4/5) (Exemplo 4). Em cada um 
desses pontos, V f é um múltiplo escalar 
de Vg. A figura mostra os gradientes no 
primeiro ponto, mas não no segundo. 


g=0 


FIGURA 14.55 Os vetores Vg; e Vg, 
estão em um plano perpendicular à curva 
C porque Vg; é normal à superfície g, = 0 
e Vg, é normal à superfície g, = 0. 


Geometria da solução As curvas de nível de f(x, y) = 3x + 4y são as retas 3x + 4y = c 
(Figura 14.54). Quanto mais distantes as retas estão em relação à origem, maior o valor 
absoluto de f. Desejamos encontrar os valores extremos de f(x, y), considerando 
que o ponto (x, y) também está na circunferência x? + y? = 1. Quais retas apresentan- 
do interseção com a circunferência estão mais distantes da origem? As retas tangen- 
tes à circunferência estão mais distantes. Nos pontos de tangência, qualquer vetor 
normal à reta é normal à circunferência, de forma que o gradiente Vf = 3i + 4j é um 
múltiplo (A = +5/2) do gradiente Vg = 2xi + 2yj. No ponto (3/5, 4/5), por exemplo, 
6 8. 


: 5 
=5i+5j e Vf=>3V9 


VÍ =3i+4j Vg 


Multiplicadores de Lagrange com duas restricóes 


Muitos problemas exigem que encontremos os valores extremos de uma função 
diferenciável f(x, y, z) cujas variáveis estão sujeitas a duas restrições. Se as restri- 
ções são 


g06»2)=0 e gœ y,z)=0 


e g, e g, sáo diferenciáveis, com Vg, náo paralelo a Vg,, encontramos os máximos e 
mínimos locais condicionados de f introduzindo dois multiplicadores de Lagrange 
A e u (“mi”). Ou seja, localizamos os pontos P(x, y, z) onde f assume seus valores 
extremos condicionados encontrando os valores de x, y, zZ, A e q que simultanea- 
mente satisfazem as equações 


Vf=Vg,+pVg, 8&6, y,z)=0, g,(x,y,z)=0 (2) 


As Equações 2 possuem uma interpretação geométrica interessante. As super- 
fícies g, = 0 e g, = 0 se intersecionam (geralmente) em uma curva lisa, digamos 
C (Figura 14.55). Ao longo dessa curva, buscamos os pontos onde f possui va- 
lores máximo e mínimo locais relativos a seus outros valores na curva. Esses são 
os pontos onde Vf é normal a C, conforme vimos no Teorema 12. Mas Vg, e Vg, 
são também normais a C nesses pontos porque C está nas superfícies g, = 0 e g,=0. 
Portanto, Vf está no plano determinado por Vg, e Vg,, o que significa que Vf = 
AVg, + uVg, para algum A e u. Uma vez que os pontos que buscamos também estão 
em ambas as superfícies, suas coordenadas devem satisfazer as equações g (x, y, z) = O 
e g,(x, y, Z) = 0, que são as exigências restantes nas Equações 2. 


EXEMPLO 5 O plano x +y +z = 1 corta o cilindro x? + y? = 1 em uma elipse 
(Figura 14.56). Encontre os pontos na elipse que estão o mais próximo e o mais 
distante da origem. 


Solução Encontramos os valores extremos de 
fe y z= +y +z 
(o quadrado da distância entre (x, y, z) e a origem) sujeitos às restrições 
gœ y, 2) =2+y?-1=0 (3) 
g% y z) =xtytz-1=0 (4) 
A equação gradiente nas Equações 2, então, nos dá 


Vf = AVa + uV% 
2d + 2yj + 2zk = Md + 2yj) + a(i + j+ kK) 
24 + 2yj + 2zk = (2Ax + uji + (2y + p)j + pk 


ou 


>N 


Cilindro x? + y?=1 


y=z/(1-A). 


Plano 


FIGURA 14.56 Na elipse onde o plano e 


o cilindro se encontram, encontramos os 


pontos mais próximo e mais distante da 


origem (Exemplo 5). 
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2x=2Ax+u, 2y=224y+p, 2z=p. (5) 
As equações escalares nas Equações 5 resultam em 
2x=2Ax+22> (1-Ax=z, (6) 


2y=2Ay+22>(1-A)y=2. 


As Equações 6 são satisfeitas simultaneamente se A = 1ez=00uAZlex= 


y Então, se z = 0, resolver as Equações 3 e 4 simultaneamente para encontrar os 
pontos correspondentes na elipse nos dá os dois pontos (1, 0, 0) e (0, 1, 0). Isso faz 
sentido quando você observa a Figura 14.56. 

Se x = y, então as Equações 3 e 4 nos dão 


a+y+2=1 xX+x2-1=0 x+x+2-1=0 
2x =] z=1- 2x 
pae z=17 V2 


2 


Os pontos correspondentes na elipse são 


V2 _ V2 


n- (EN 


2 , 


1 v3) e Pa ( 


1+ va) 


2 2” 


Aqui, no entanto, precisamos ter cuidado. Ainda que tanto P, quanto P, for- 
negam o máximo local de f na elipse, P, está mais distante da origem do que P}. 

Os pontos na elipse mais próximos da origem sáo (1, 0, 0) e (0, 1, 0). O ponto 
na elipse mais distante da origem é P}. 


Exercícios 14.8 


Duas variáveis independentes com uma restricáo 


1. 


Extremos em uma elipse Encontre os pontos na elipse x? + 
2y? = 1 onde f(x, y) = xy tem seus valores extremos. 


. Extremos em uma circunferência Encontre os valores extre- 


mos de f(x, y) = xy sujeitos à restrição g(x, y) =x? +y? — 10=0. 
Máximo em uma reta Encontre o valor máximo de f(x, y) = 
49 - x? — y? na reta x + 3y = 10. 


Extremos em uma reta Encontre os valores extremos locais 
de f(x, y) = xy na reta x+y =3. 


. Mínimo condicionado Encontre os pontos na curva xy? = 54 


mais próximos à origem. 

Mínimo condicionado Encontre os pontos na curva x?y = 2 

mais próximos da origem. 

Utilize o método dos multiplicadores de Lagrange para encontrar: 

a. Mínimo em uma hipérbole O valor mínimo de x + y, 
sujeito às restrições xy = 16, x> 0, y > 0. 

b. Máximo em uma reta O valor máximo de xy, sujeito à 
restrição x + y = 16. 

Comente sobre a geometria de cada solução. 

Extremos em uma curva Encontre os pontos na curva 

xX? + xy + y? = 1 no plano xy que estão mais próximos e mais 

distantes da origem. 

Área de superfície mínima com volume fixo Encontre as 

dimensões da lata cilíndrica circular reta fechada de menor 


área de superfície cujo volume seja 167 cm. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Cilindro em uma esfera Encontre o raio e a altura do cilin- 
dro circular reto aberto de maior área de superfície que pode 
ser inscrito em uma esfera de raio a. Qual é a maior área de 
superfície? 

Retângulo de maior área em uma elipse Utilize o método 
dos multiplicadores de Lagrange para encontrar as dimensões 
do retângulo de maior área que pode ser inscrito na elipse 
x2/16 + 2/9 = 1 com lados paralelos aos eixos coordenados. 


Retângulo de perímetro mais longo em uma elipse En- 
contre as dimensões do retângulo de maior perímetro que pode 
ser inscrito na elipse x?/a? + y?/b? = 1 com lados paralelos aos 
eixos coordenados. Qual é o maior perímetro? 


Extremos em uma circunferência Encontre os valores máxi- 
mo e mínimo de x? + y? sujeitos à restrição x? — 2x + y? — 4y = 0. 
Extremos em uma circunferência Encontre os valores má- 
ximo e mínimo de 3x — y + 6 sujeitos à restrição 1? + y?=4, 
Formiga em uma placa de metal A temperatura em um 
ponto (x, y) em uma placa de metal é T(x, y) = 4x? — 4xy + y?. 
Uma formiga sobre a placa anda ao redor de uma circunferén- 
cia de raio 5 centrado na origem. Quais sáo as temperaturas 
mais alta e mais baixa encontradas pela formiga? 


Tanque de armazenamento mais barato Sua empresa foi 
solicitada a projetar um tanque de armazenamento para gás 
liquefeito de petróleo. As especificações do cliente exigem um 
tanque cilíndrico com extremidades hemisféricas, e o tanque 
deve ter capacidade para 8.000 m? de gás. O cliente deseja 
também utilizar a menor quantidade possível de material na 
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fabricação do tanque. Qual raio e qual altura você recomenda 
para a parte cilíndrica do tanque? 


Três variáveis independentes com uma restrição 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27 


28. 


29. 


30. 


31. 


Mínima distância a um ponto Encontre o ponto no plano 
x + 2y + 3z = 13 mais próximo ao ponto (1, 1, 1). 

Máxima distância a um ponto Encontre o ponto na esfera 
xX? + y? +2? = 4 mais distante do ponto (1, —1, 1). 

Mínima distância à origem Encontre a mínima distância da 
superfície x? — y?—2?=1 à origem. 

Mínima distância à origem Encontre o ponto na superfície 
z=xy + 1 mais próximo da origem. 

Mínima distância à origem Encontre os pontos na superfí- 
cie z? = xy + 4 mais próximos à origem. 


Mínima distância à origem Encontre o(s) ponto(s) na su- 
perfície xyz = 1 mais próximo(s) à origem. 

Extremos em uma esfera Encontre os valores máximo e 
mínimo de 


f(x, yz)=x—2y+5z 


na esfera x? + y? + 22= 30. 


Extremos em uma esfera Encontre os pontos na esfera 1? 
+ y? +22=25, onde f(x, y, Z) = x + 2y + 3z tenha seus valores 
máximo e mínimo. 


Minimizando uma soma de quadrados Encontre trés nú- 
meros reais cuja soma seja 9 e a soma de seus quadrados seja 
a menor possível. 


Maximizando um produto Encontre o maior produto que 
os números positivos x, y e z podem ter sex + y+22=16. 


Caixa retangular de maior volume em uma esfera Encon- 
tre as dimensões da caixa retangular fechada com máximo vo- 
lume que pode ser inscrita na esfera unitária. 


Caixa com vértice em um plano Encontre o volume da 
maior caixa retangular fechada no primeiro octante, tendo trés 
faces nos planos coordenados e um vértice no plano x/a + y/b 
+z/c=1,ondea>0,b>0ec>0. 


Ponto mais quente em uma sonda espacial 
pacial no formato do elipsoide 


Uma sonda es- 


4x? + y2+42?=16 


entra na atmosfera terrestre e sua superfície começa a se aque- 
cer. Depois de 1 hora, a temperatura no ponto (x, y, z) na su- 
perfície da sonda é 


T(x, y, 2) = 8x? + 4yz — 16z + 600. 


Encontre o ponto mais quente na superfície da sonda. 


Temperaturas extremas em uma esfera Suponha que a 
temperatura em Celsius no ponto (x, y, z) na esfera x? + y? + 
z? = 1 seja T = 400xyz?. Localize as temperaturas mais alta e 
mais baixa na esfera. 


Maximizando uma funcáo de utilidade: um exemplo da 
economia Na economia, a utilidade das quantidades x e y 
de dois bens capitais G, e G, é algumas vezes medida por uma 
função U(x, y). Por exemplo, G, e G, poderiam ser duas subs- 
tâncias químicas que uma empresa farmacêutica necessita ter 
em mãos e U(x, y), o ganho a partir da fabricação de um pro- 
duto cuja síntese requer diferentes quantidades das substân- 
cias químicas, dependendo do processo utilizado. Se G, custa 
a dólares por quilo, G, custa b dólares por quilo e a quantidade 
total alocada para a aquisição de G, e G, juntos é c dólares, 


32. 


então os diretores da empresa querem maximizar U(x, y), dado 
que ax + by = c. Dessa forma, eles precisam resolver um pro- 
blema típico de multiplicadores de Lagrange. 


Suponha que 
U(x, y) =xy + 2x 
e que a equação ax + by = c seja simplificada para 
2x+y=30. 


Encontre o valor máximo de U e os valores correspondentes 
de x e y sujeitos a essa última restrição. 


Localizando um radiotelescópio Você está encarregado de 
montar um radiotelescópio em um planeta recém-descoberto. 
Para minimizar interferências, você deseja posicioná-lo onde 
o campo magnético do planeta é mais fraco. O planeta é esfé- 
rico, com um raio de 6 unidades. Com base em um sistema de 
coordenadas cuja origem seja no centro do planeta, a intensidade 
do campo magnético é fornecida por M(x, y, Z) =6x—y?+xz + 60. 
Onde você deve posicionar o radiotelescópio? 


Valores extremos sujeitos a duas restrições 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


Maximize a função f(x, y, z) =x? + 2y — z? sujeita às restrições 
2x-y=0ey+z=0. 


Minimize a função f(x, y, zZ) =x? + y? + 2? sujeita às restrições 
x+2y+3z=6ex+3y+9z2=9, 

Mínima distância à origem Encontre o ponto mais próxi- 
mo à origem na reta de interseção dos planos y + 2z = 12 e 
x+y=6. 


Máximo valor na reta de interseção Encontre o valor má- 
ximo que f(x, y, Z) =x? + 2y — 2? pode ter na reta de interseção 
dos planos 2x —- y=0ey+z=0. 

Extremos em uma curva de interseção Encontre os valores 
extremos de f(x, y, 7) = x?yz + 1 na interseção do plano z = 1 
com a esfera x? + y? +72 = 10. 


a. Máximo em uma reta de interseção Encontre o valor 
máximo de w = xyz na reta de interseção dos dois planos 
x+y+z=40ex+y-z=0. 

b. Fornega um argumento geométrico para justificar sua afir- 
mação de que você encontrou um valor máximo, e não mi- 
nimo, de w. 


Extremos em uma circunferência de interseção Encontre 
os valores extremos da função f(x, y, z) = xy + 2? na circunfe- 
rência na qual o plano y — x = 0 cruza a esfera x? + y?+22=4, 
Mínima distância à origem Encontre o ponto mais próxi- 
mo à origem na curva de interseção do plano 2y + 4z = 5 e o 
cone z? = 4x? + 4y2, 


Teoria e exemplos 


41. 


42. 


A condição Vf = AVg não é suficiente Ainda que V f = AVg 
seja uma condição necessária para a ocorrência de um valor ex- 
tremo de f(x, y) sujeito às condições g(x, y) = 0 e Vg 0, ela 
não garante por si só que ele exista. Como exemplo, tente uti- 
lizar o método dos multiplicadores de Lagrange para encontrar 
um valor máximo de f(x, y) = x + y sujeito à restrição xy = 16. 
O método irá identificar os dois pontos (4, 4) e (4, —4) como 
candidatos para a localização de valores extremos. Ainda assim, 
a soma (x + y) não possui valor máximo na hipérbole xy = 16. 
Quanto mais distante você vai com relação à origem nessa hi- 
pérbole no primeiro quadrante, maior fica a soma f(x, y) =x + y. 


Plano de mínimos quadrados O plano z = Ax + By + C será 
“ajustado” aos seguintes pontos (Xy, Yp Z,): 
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(0,0,0), (0,1,1) (1,1,1), (1,0,-1). a. Forme a função h = f — À ,g, — A,8,, onde f é a função para 
Ea: otimizar sujeita às restrições g, = 0 e g,=0. 
Encontegs alo net ded, BBC que ica b. Determine todas as primeiras derivadas parciais de A, in- 
4 3 cluindo aquelas com relação a A, e À,, e iguale-as a 0. 
2 (Ax + By + C -= 2% c. Resolva o sistema de equações encontrado no item (b) para 


todas as variáveis, incluindo A, e À,. 


a soma dos quadrados dos desvios. d. Calcule f em cada um dos pontos de solução encontrados 

43. a. Máximo em uma esfera Mostre que o valor máximo de no item (c) e selecione o valor extremo sujeito às restrições 
a?b?c? em uma esfera de raio r centrado na origem de um solicitadas no exercício. 

sistema de coordenadas cartesianas abc é (1/3). 45. Minimize f(x, y, 2) = xy + yz sujeita às restrições x? + y? — 2 = 


b. Médias geométrica e aritmética Utilizando o item (a), 0ex2+22-2=0. 


mostre que, para números não negativos a, b e c PERE ias À sa 
que, p 8 4 i 46. Minimize f(x, y, z) = xyz sujeita às restrições x? + y? — 1 = 0 


a+b+c ex-z=0. 
(ab) <= 2; En nai 
3 47. Maximize f(x, y, zZ) =xº + y” + z“ sujeita às restrições 2y + 4z 
ou seja, a média geométrica de três números não negativos -5=0e41?+4y?-22=0, 
é menor ou igual à sua média aritmética. 48. Minimize f(x, y, z) = x? + y? + 2? sujeita às restrições x? — xy + 
44. Soma de produtos Sejam a,, a, ..., a, números positivos. En- y-2=0e2+y-1=0. 
contre o máximo de È ”_a,x, sujeito à restrição E” x2=1. 49. Minimize f(x, y, z, w) = x? + y? + 2? + w? sujeita às restrições 
2x-y+z-w-1=0ex+y-z+w-1=0. 
USO DO COMPUTADOR C 
e = À 50. Determine a distância entre a reta y = x + 1 e a parábola y? = x. 
Nos Exercícios 45-50, utilize um SAC para realizar as seguintes (Sugestão: seja (x, y) um ponto na reta e (w, z) um ponto na 
etapas, implementando o método dos multiplicadores de Lagrange parábola. Você deseja minimizar (x — w)? + (y — z)2.) 


para encontrar os extremos condicionados: 


1 4 9 Fórmula de Taylor para duas variáveis 


Nesta seção, utilizaremos a fórmula de Taylor para obter o teste da derivada 
segunda para valores extremos locais (Seção 14.7) e a fórmula de erro para lineari- 
zações de funções de duas variáveis independentes (Seção 14.6). O uso da fórmula 
de Taylor nessas deduções leva a uma extensão da fórmula que fornece aproxima- 
ções polinomiais de todas as ordens para funções de duas variáveis independentes. 


Dedução do teste da derivada segunda 


SE ae) Suponha que f(x, y) tenha derivadas contínuas em uma região aberta R con- 
tendo um ponto P(a, b) onde f = f, = 0 (Figura 14.57). Sejam h e k incrementos 
pequenos o bastante para colocar o ponto S(a + h, b + k) e o segmento de reta 
ligando-o a P dentro de R. Parametrizamos o segmento PS como 


Segmento 
parametrizado 


em R e 


(a + th, b + tk), 


um ponto típico x=a+th, y=b+tk, O<t<l. 
no segmento 


Se F(t) = f(a + th, b + tk), a regra da cadeia fornece 


FO = t fyd t+ My 


t=0 
Pi E é ER E E di r 
Gu) Uma vez que f e f são diferenciáveis (elas possuem derivadas parciais contí- 
Parte da região aberta R ra E -s 
nuas), F' é uma função diferenciável de t e 

FIGURA 14.57 Começamos a dedução si ua É E E a = UR + Ky-h+ ui + Ky-k 

do teste da derivada segunda em P(a, b) 

parametrizando um segmento de reta típico = hf x + 2hkf xy + Kefy: Íy =fyx 


de P até um ponto S próximo. 
Uma vez que F e F' são contínuas em [0, 1] e F' é diferenciável em (0, 1), po- 
demos aplicar a fórmula de Taylor com n = 2 e a = 0 para obter 
1 - 0? 
F(1) = F(0) + F'(0)(1 — 0) + F”(c) 2 
A (1) 
F(1) = F(0) + F'(0) + > F"(c) 
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para algum c entre O e 1. Escrever a Equação 1 em termos de f nos dá 


f(a+ h,b+ k) =fÍ(a, b) + hfxa, b + kfy(a, b) 


+ (ho + 2H y + kf w) (2) 
(a+ch, b+ck) 
Como f (a, b) = f,(a, b) = 0, isso se reduz a 
fla+hb+k) fla b) = (Mia + My + Ky) 0) 
(a+ch, b+ck) 


A presença de um extremo de f em (a, b) é determinada pelo sinal de 
fla+h, b+k)- f(a, b). Pela Equação 3, isso é o mesmo que o sinal de 


Qc) (hF j 2hkf y ' Ffy) (a + ch, b+ ck). 
Agora, se O(0) % 0, o sinal de O(c) será o mesmo que o sinal de O(0) para 
valores suficientemente pequenos de h e k. Podemos prever o sinal de 
0(0) = fla, b) + 2hkf (a, b) + Rf (a, b) (4) 
a partir dos sinais de f, e fof- fo em (a, b). Multiplique ambos os lados da 
Equação 4 por f e rearranje o lado positivo para obter 
LO hfa tk by ENE, (5) 
A partir da Equação 5, vemos que 
1. Sef_ _<UefF,- fay > 0 em (a, b), então O(0) < O para todos os valores di- 
ferentes de zero suficientemente pequenos de A e k, e f tem um valor máximo 
local em (a, b). 
2. Se f Ue ffy fa > 0 em (a, b), então O(0) > 0 para todos os valores 
diferentes de zero suficientemente pequenos de h e k, e f tem um valor mínimo 
local em (a, b). 


3. Se fa jar lo < 0 em (a, b), existem combinações de valores diferentes de 
zero arbitrariamente pequenos de h e k, para os quais O(0) > 0, e outros valores 
para os quais O(0) < 0. Arbitrariamente próximos ao ponto P,(a, b, f(a, b)) na 
superfície z = f(x, y) existem pontos acima e abaixo de P,, de forma que f tem 
um ponto de sela em (a, b). 

4. Sefa EF lay =0, um outro teste é necessário. A possibilidade de que Q(0) seja 
igual a zero nos impede de tirar conclusões quanto ao sinal de O(c). 


Fórmula de erro para aproximações lineares 
Desejamos mostrar que a diferença E(x, y) entre os valores de uma função 
f(x, y) e sua linearização L(x, y) em (xp, Yọ) satisfaz a desigualdade 
1 
IE y] = 5M(|x— xo] + |y — Yol)? 


Assumimos que a função f tem derivadas parciais de segunda ordem contínuas 
por todo um conjunto aberto contendo uma região retangular fechada R centrada em 
(xo Yo). O número Mé um limitante superior para |f l, | fal e | fal em R. 

A desigualdade que desejamos vem da Equação 2. Substituímos x, € y, por 
a e b, e x — Xg € y — Ya por h e k, respectivamente, e rearranjamos o resultado como 


f(x y) = f0, Yo) + f {X0 Yo (Xx — Xo) + f X% YoY — Yo) 


AE EE AS 
linearização L(x, y) 


+ 5(a = fa + AX XY — Yofx + (y — ww) 


erro E(x, y) 


(0 +C(X— Xp), Yo+ C(Y— Yo): 
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Essa equação revela que 
Ejs Si-a iat- + ly — yol?lf yl) 
[El = 511x = xo1I£0d + 2]x— Xolly — yoll£yl + ly — vol “If yyl). 


Consequentemente, se M é um limitante superior para os valores de |f |, |f,j e 
|f, 1 em, 


1 
[El = 5 (1x— xo] 2M + 2]x— xoll y — yoIM + |y — yo/2M) 
a 2 
= 5M(|x — xo] + |y — yo). 


Fórmula de Taylor para funções de duas variáveis 


As fórmulas deduzidas anteriormente para F' e F" podem ser obtidas aplicando 
a f(x, y) os operadores 


a 202 
(nã ké) e (nã rè) =h E + rã t e y 


Esses são os primeiros dois A de uma fórmula mais geral, 


FO) = FÀ = (nã + E) ro y), (6) 


que diz que aplicar d”/dt” a F(t) nos fornece o mesmo resultado que se aplicar o 


operador 
nã + k 
CH) 


a f(x, y) após a sua expansão pelo teorema binomial. 
Se derivadas parciais de f até ordem n + 1 forem contínuas sobre uma região 
retangular centrada em (a, b), podemos estender a fórmula de Taylor de F(t) para 


De 2 +. Ras EO (o + resto 


F(t) = F(0) + F'(O)t + 


e tomarmos t = 1 para obter 


+ resto 


F(1) = F(0) + F'(0) + 


F”(0) FO) 
l + +... ni 


Quando substituímos as primeiras n derivadas à direita dessa última série por 
suas expressões equivalentes da Equação 6 avaliadas em t = 0 e adicionamos o ter- 
mo restante apropriado, chegamos à seguinte fórmula. 


Fórmula de Taylor para f(x, y) no ponto (a, b) 


Suponha que f(x, y) e suas derivadas parciais até ordem n + 1 sejam contínuas sobre uma região retangular aberta R centrada 
no ponto (a, b). Então, por todo R, 


fla+h b+k) = fab) + (Mx+ Eylen + MPa + 208 + KF ylen 


1 1/,9 aN 
+3 Moa + Soy + hk y + KT yla + >> + (na ky)! 


1 n+1 
“(+ 1) (nã To f 


(a, b) 


(7) 


(a+ch, b+ck) 
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Os primeiros n termos derivados são avaliados em (a, b). O último termo é avalia- 
do em algum ponto (a + ch, b + ck) no segmento de reta unindo (a, b) e (a + h, b + k). 

Se (a, b) = (0, 0) e tratamos h e k como variáveis independentes (denotando-as 
agora por x e y), então a Equação 7 assume a forma a seguir. 


Fórmula de Taylor para f(x, y) na origem 


FAY = 0,0) +x + My + HOP + 2D y + Y y) 


e n 3x + y + yf ) + + Le + nx ly anf ME + ya) 
E e E qe ni ax ax Toy dy 
1 ad h n+1 = a) 
+ (n + 1)! (x axl + (n + 1)x YaxÐy + +y ay a (8) 


Os primeiros n termos derivados são avaliados em (0, 0). O último termo é 
avaliado em um ponto no segmento de reta unindo a origem e (x, y). 

A fórmula de Taylor fornece aproximações polinomiais de funções de duas 
variáveis. Os primeiros n termos derivados dão o polinômio; o último termo fornece 
o erro de aproximação. Os três primeiros termos da fórmula de Taylor fornecem a 
linearização da função. Para melhorar a linearização, adicionamos termos de ordem 
maior. 


EXEMPLO 1 Encontre uma aproximação quadrática para f(x, y) = sen x sen y pró- 
xima à origem. Qual é a precisão da aproximação se |x| < 0,1 e |] < 0,1? 


Solução Tomamos n = 2 na Equação 8: 


fy =$(0,0) + Oft fy + EOS 29 y + Y y) 


1 
+ g Fox +3 Y oy t BY Pay + Yf mwao 
Calculando os valores das derivadas parciais, 


f(0, 0) = sen x sen Yo, o) = 0, f (0, 0) = -sen x sen Yo. o” 0, 
[,49,0)= cos sen vi yy 70, fa, 0) = cos x cos Mo g= 1 
f,(0, 0) = sen x cos yo, y, 0, f,X0,0)=-sen x sen ylio, o = 0, 


temos o resultado 


snxseny = 0+0+ 0+ 3020) + 2y(1) + yX0)) ou senxsen y = xy. 


O erro na aproximação é 


ES y) = ¿Ob + Boy + DY oy + Y Ty loco - 


As terceiras derivadas nunca excedem 1 em valor absoluto, porque sáo produ- 
tos de senos e cossenos. Ainda, |x| < 0,1 e [y| < 0,1. Consequentemente, 


|E(% y) | = ¿(01P + 30,13 + 3(0,1)3 + (0,1) = É (01 = 0,00134 


(arredondado para cima). O erro não irá exceder 0,00134 se |x| < 0,1 e [y| < 0,1. 


Exercícios 14.9 
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Encontrando aproximações quadráticas e cúbicas 


Nos Exercícios 1-10, utilize a fórmula de Taylor para f(x, y) na ori- 
gem para encontrar aproximações quadráticas e cúbicas de f próxi- 
mas à origem. 


L fe y) =x 

2. f(x, y)=e*cos y 

3. f(x, y) =y sen x 

4. f(x, y) =senx cos y 


- fœ y)=eIn (1 +y) 
. fœ y)=In(Qx+y+1) 
- fo y) = sen (+ y?) 
. f(x, y) = cos (1? + y?) 


Sa AX Un 


14.10 


1 


9. f(x y) = I=x=y 10. SO y) = 3 1 


=X- y+ xy 

11. Utilize a fórmula de Taylor para encontrar uma aproximação 

quadrática de f(x, y) = cos x cos y na origem. Calcule o erro na 
aproximação se |x| < 0,1 e [y] < 0,1. 


12. Utilize a fórmula de Taylor para encontrar uma aproximação 
quadrática de e* sen y na origem. Calcule o erro na aproxima- 
ção se |x| < 0,1 e [y] < 0,1. 


Derivadas parciais com variáveis condicionadas 


Ao encontrar derivadas parciais de funções como w = f(x, y), assumimos que 
x e y sejam independentes. Em muitas aplicações, entretanto, esse não é o caso. 
Por exemplo, a energia interna U de um gás pode ser expressa como uma função 
U= f(P, V, T) de pressão P, volume Ve temperatura T. No entanto, se as moléculas 
individuais do gás não interagem, P, Ve T obedecem à lei do gás ideal (e são con- 


dicionados por ela) 


PV=nRT (neR constantes) 


e deixam de ser independentes. Nesta seção, aprenderemos como encontrar deriva- 
das parciais em situações como essa, que ocorrem na economia, na engenharia e na 


física.* 


Decida quais variáveis são dependentes e quais são independentes 


Se as variáveis em uma função w = f(x, y, z) são condicionadas por uma relação 
como a imposta em x, y e z pela equação z = x? + y?, os significados geométricos e 
os valores numéricos das derivadas parciais de f dependerão de quais variáveis são 
escolhidas para serem dependentes e quais são escolhidas para serem independen- 
tes. Para vermos como essa opção pode afetar o resultado, consideramos o cálculo 


de dw/0x quando w = x 


Di alo a 2 loz 2 E 32 


Eyt+zez=x*+ y, 


EXEMPLO 1 Encontre 0w/0x quando w=x*+3?+z2ez=x?+ y?. 


Solução São dadas duas equações e quatro variáveis x, y, z e w. Como muitos sis- 
temas semelhantes, este pode ser resolvido para duas das variáveis (as variáveis 
dependentes) em termos das outras (as variáveis independentes). Aos sermos per- 
guntados sobre dw/0x, somos informados de que w será uma variável dependente 
e x uma variável independente. As possíveis escolhas para as outras variáveis se 


resumem a 


Dependente Independente 
w, z x) 
w, y XZ 


Em qualquer dos dois casos, podemos expressar w explicitamente em termos 
das variáveis independentes selecionadas. Fazemos isso utilizando a segunda equa- 
ção z = x? + y? para eliminar a variável dependente restante na primeira equação. 


*Esta seção foi feita com base nas notas escritas por Arthur P. Mattuck para o MIT. 
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Círculo x? + y? = 1 
no plano z = 


FIGURA 14.58 Se P está restrito ao 
paraboloide z = x? + y?, o valor da derivada 
parcial de w = x? + y? + 2? com relação a x 
em P depende da direção do movimento 
(Exemplo 1). (1) Conforme x varia, com 
y=0,P se move para cima ou para baixo 
da superfície na parábola z = x? no plano 
xy com dw/0x = 2x + 4x. (2) Conforme 

x varia, com z = 1, P se move sobre a 
circunferência x? +)? = 1,z = 1 e 0w/0x = 0. 


No primeiro caso, a variável dependente restante é z. Nós a eliminamos da pri- 
meira equação substituindo-a por x? + y?. A expressão resultante para w é 


w x2 y | z2 x2 Hy? | (x? Ey? 


+4 y +44 2x2? + y 


OW 
JX = 2x + 4x2 + 4xy?. (1) 
Essa é a fórmula para dw/0x quando x e y são variáveis independentes. 
No segundo caso, onde as variáveis independentes são x e z e a variável depen- 
dente restante é y, eliminamos a variável dependente y na expressão para w substi- 


tuindo y? na segunda equação por z — x°. Isso nos dá 


w=x2+ y +2 x? + (z x)+272=z2+2? 
e 
oW 
Y o= 2 
9X 0. (2) 


Essa é a fórmula para 0w/0x quando x e z são variáveis independentes 

As fórmulas para 0w/0x nas Equações 1 e 2 são genuinamente diferentes. Não 
podemos trocar uma fórmula pela outra utilizando a relação z = x? + y?. Não existe 
somente uma 0w/0x; existem duas, e vemos que a instrução original para encontrar 
Ow/0x estava incompleta. Qual 0w/0x?, perguntamos. 

As interpretações geométricas das Equações 1 e 2 nos ajudam a explicar por 
que as equações diferem. A função w = x? + y? + z? mede o quadrado da distância 
do ponto (x, y, z) à origem. A condição z = x? + y? diz que o ponto (x, y, Z) está no 
paraboloide de revolução ilustrado na Figura 14.58. O que significa calcular dw/0x 
em um ponto P(x, y, z) que pode se mover somente sobre essa superfície? Qual é o 
valor de dw/0x quando as coordenadas de P são, digamos, (1, 0, 1)? 

Se tomamos x e y independentes, então encontramos 0w/dx mantendo y fixo 
(em y = 0 nesse caso) e permitindo que x varie. Consequentemente, P se move ao 
longo da parábola z = x? no plano xz. Conforme P se move nessa parábola, w, que 
é o quadrado da distância entre P e a origem, muda. Calculamos 0w/dx nesse caso 
(nossa primeira solução acima) como sendo 


OW _ 3 2 
ax — X+ 4x + 4xy” 


No ponto P(1, 0, 1), o valor dessa derivada é 


OW 
x 2+4+0=6. 

Se tomarmos x e z independentes, então encontramos 0w/dx mantendo z fixo 
enquanto x varia. Uma vez que a coordenada z de P é 1, o x variando move P ao 
longo de uma circunferência no plano z = 1. Conforme P se move ao longo desse 
círculo, sua distância da origem permanece constante, e w, sendo o quadrado dessa 
distância, não muda. Ou seja, 


Ow 
ax — O 


conforme observamos em nossa segunda solução. 


Como encontrar dw/dx quando as variáveis em w= f(x, y, Z) são 
condicionadas por uma outra equação 


Conforme vimos no Exemplo 1, um procedimento típico para encontrar dw/0x 
quando as variáveis na função w = f(x, y, z) estão relacionadas por outra equação 
possui três passos. Esses passos se aplicam para encontrar dw/0y e Ow/dz da mesma 
forma. 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 
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1. Decida quais variáveis serão dependentes e quais serão independentes. 
(Na prática, a decisão é baseada no contexto físico ou teórico de nosso 
trabalho. Nos exercícios ao término desta seção, diremos quais variáveis 
serão dependentes e quais serão independentes.) 

2. Elimine a(s) outra(s) variável(is) dependente(s) na expressão para w. 


3. Derive como de costume. 


Se não pudermos realizar o passo 2 após decidir quais variáveis são dependen- 
tes, diferenciamos as equações conforme elas são e tentamos resolvê-las para 0w/0x 
posteriormente. O próximo exemplo mostra como isso é feito. 


EXEMPLO 2 Encontre 0w/0x no ponto (x, y, z) = (2, —1, 1) se 
v=x+y+2, B—xy+yz2+ y =1, 
exe y são variáveis independentes. 


Solução Não é conveniente eliminar z na expressão para w. Portanto, diferenciamos 
os dois lados de ambas as equações implicitamente com relação a x, tratando x e y 
como variáveis independentes e w e z como variáveis dependentes. Isso nos fornece 


aw az 
ax Xt 2% (3) 

e 
zi y+ yE + 0=0. (4) 


Essas equações podem agora ser combinadas para expressar 0w/0dx em termos 
de x, y e z. Resolvemos a Equação 4 para 0z/0x para obter 


OZ _ y 


IX y+ 32 
e substituímos na Equação 3 para obter 


ow 2yz 
E A+ 


O valor dessa derivada em (x, y, z) = (2,-1, 1) é 


mw) o ADD 402. 
a A = 2(2) + + 31) 4 + 3. 


Sonya Kovalevsky 
(1850-1891) 


Notação 


Para mostrar que as variáveis são assumidas independentes no cálculo de uma 
derivada, podemos utilizar a seguinte notação: 


(=) 0w/0x com x e y independentes 
9X y 


(5) 0f/0y com x, y e t independentes 
dy x 
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EXEMPLO 3 Encontre (0w/0x), , se w = x +y-z+sentex+ty=t. 


Solução Com x, y, z independentes, temos 


t=x+y  w=X+y-z+sen(x+y) 


(3%) = 2x + 0 — 0 + cos(x + CS y) 
y z 


2x + cos(x + y). 


Diagramas de setas 


Para resolver problemas como o contido no Exemplo 3, geralmente ajuda ini- 
ciarmos com um diagrama de setas, que mostra como as variáveis e funções estão 
relacionadas. Se 


w=xX+y-z+sent e x+y=f 


e somos solicitados a encontrar dw/0x quando x, y e z são independentes, o diagrama 
apropriado é como este: 


XxX 
xX 
y 
yj = || > w (5) 
Z 
t 
Variáveis Variáveis Variável 


independentes intermediárias dependente 


Para evitar confusão entre as variáveis independentes e intermediárias com os 
mesmos nomes simbólicos no diagrama, ajuda muito se renomearmos as variáveis 
intermediárias (de forma que elas sejam vistas como funções de variáveis indepen- 
dentes). Assim, sejam u =x, v = y e s = z as variáveis intermediárias renomeadas. Com 
essa notação, o diagrama de setas se torna 


u 
xX 
v 
E) = pad Mm (6) 
Z 
t 
Variáveis Variáveis Variável 
independentes intermediárias dependente 
e relações 
=x 
v=Y 
s=Z 
t=x+y 


O diagrama mostra as variáveis independentes á esquerda, as variáveis inter- 
mediárias e sua relação com as variáveis independentes no meio, e a variável depen- 
dente à direita. A função w agora se torna 


w=u+v-s+sent, 
onde 
U=x, v=), sS =Z e t=x +). 


Para encontrar dw/0x, aplicamos a forma de quatro variáveis da regra da cadeia 
para w, guiada pelo diagrama de setas na Equação 6: 
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JW _ OWOU | dWov , dWOS | awat 

IX ðuðx dvIX dsox adtox 
= (2u)(1) + (D(0) + (— IO) + (cost)(1) 
= 2u + cost 


= 2x + cos(x + y). Substituindo as variáveis independentes 


Exercícios 14.10 


originais u = xet= x + y. 


Encontrando derivadas parciais com variáveis 
condicionadas 


Nos Exercícios 1-3, comece desenhando um diagrama que mostre 
as relações entre as variáveis. 


1. Sew=x2+y?+2ez=x? + y?, encontre 


“(5 (a e 
ðY Jz 02), 9z)y 
2. Sew=x?+y-z+ sen tex + y= t, encontre 


el eda) 163 
W)xz IZ) xy ot o 

v. (29) a (22) aw 
3Y )zt ðZ yt f. at yz 


3. Seja U = f(P, V, T) a energia interna de um gás que obedece à 
lei do gás ideal PV = nRT (n e R constantes). Encontre 


oU ðU 
a (e), a E 


4. Encontre 


ow ow 
a 55, i El 


no ponto (x, y, Z) =(0, 1, 7) se 


w=xXY*+y+z2 e ysenz+zsenx=0. 
5. Encontre 
ðw ðw 
al, b. | 
A) 
no ponto (w, x, y, Z) = (4, 2, 1, —1) se 
w=x%Y+y2-z2B e x2+y+2=6. 


6. Encontre (du/0y), no ponto (u, v) = ( V2, 1), sex=u +v e 
y=uv. 


7. Suponha que x? + y? = r? e x = cos 0, como nas coordenadas 
polares. Encontre 


8. Suponha que 


w=x" -y +4z+t e x+2z+t=25. 


Mostre que cada uma das equações 


fornece 0w/0x, dependendo de quais variáveis são escolhidas 
como dependentes e quais variáveis são escolhidas como inde- 
pendentes. Identifique as variáveis independentes em cada um 
dos casos. 


Teoria e exemplos 


9. 


10. 


11. 


12. 


Estabeleça o fato, amplamente utilizado na hidrodinâmica, de 
que, se f(x, y, Z) = 0, então 


0x) (99) (az) _ 4 
oy). oz), Nox), 
(Sugestão: expresse todas as derivadas nos termos das deriva- 


das parciais formais 0f/0x, 0//0y e 0/02.) 
Se z =x + f(u), onde u = xy, mostre que 


Suponha que a equação g(x, y, z) = O determina z como fun- 
ção derivável das variáveis independentes x e y e que g + 0. 


Mostre que 
sei 
Y) 99/02 ` 


Suponha que f(x, y, z, w) = 0 e g(x, y, zZ, w) = 0, determine z e 
w como funções deriváveis das variáveis independentes x e y 
e suponha que 


of og of ag 
azaw ` awaz * O. 
Mostre que 
əf og əf ag 
G ðxXðWwW  ¿IWIX 
9X)y of og of og 
dZO0W  0WOZ 
e 
of og of og 
(ex) = əzay oyoz 
ƏY jx of og əf əg 
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Capítulo 


10. 


11. 


12. 


13. 


. O que é uma função real de duas variáveis independentes? E 


de três variáveis independentes? Dê exemplos. 


. O que significa conjuntos no plano ou no espaço serem aber- 


tos? E fechados? Dê exemplos. Dê exemplos de conjuntos que 
não são nem abertos nem fechados. 


. Como você pode mostrar os valores de uma função f(x, y) de 


duas variáveis independentes graficamente? Como você faz o 
mesmo para uma função f(x, y, z) de três variáveis indepen- 
dentes? 


. O que significa uma função f(x, y) ter limite L quando 


(x, y) => (Xo, Yo)? Quais são as propriedades básicas de limites 
de funções de duas variáveis independentes? 


. Quando uma função de duas (três) variáveis independentes é 


contínua em um ponto em seu domínio? Dê exemplos de fun- 
ções que são contínuas em alguns pontos, mas não em outros. 


. O que pode ser dito sobre combinações algébricas e compos- 


tas de funções contínuas? 


. Explique o teste dos dois caminhos para a não existência de 


limites. 


. Como são definidas as derivadas parciais 0f/0x e 0f/0y de uma 


função f(x, y)? Como elas são interpretadas e calculadas? 


. Como a relação entre as primeiras derivadas parciais e a conti- 


nuidade das funções de duas variáveis independentes difere da 
relação entre as primeiras derivadas e a continuidade para funções 
reais de uma variável independente? Dê um exemplo. 


O que é o teorema da derivada mista para derivadas parciais 
de segunda ordem mistas? Como ele pode ajudar no cálculo 
de derivadas parciais de segunda ordem e ordens mais altas? 
Dê exemplos. 


O que significa para uma função f(x, y) ser diferenciável? 
O que o teorema do incremento diz sobre a diferenciabilidade? 


Como você pode algumas vezes decidir, ao examinar f e f, 
que uma função f(x, y) é diferenciável? Qual é a relação entre 
a diferenciabilidade de f e a continuidade de f em um ponto? 
O que é a regra da cadeia geral? Que forma ela toma para 
funções de duas variáveis independentes? E para três variá- 
veis independentes? E para funções definidas em superfícies? 
Como você representa através de um diagrama essas diferen- 
tes formas? Dê exemplos. Qual padrão nos permite lembrar de 
todas as formas diferentes? 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


Questões para guiar sua revisão 


O que é a derivada de uma função f(x, y) em um ponto P, na 
direção de um vetor unitário u? Que taxa ela descreve? Que 
interpretação geométrica ela possui? Dê exemplos. 


O que é o vetor gradiente de uma função diferenciável f(x, y)? 
Como ele está relacionado às derivadas direcionais da função? 
Estabeleça os resultados análogos para funções de três variá- 
veis independentes. 


Como você encontra a reta tangente em um ponto em uma cur- 
va de nível de uma função diferenciável f(x, y)? Como você 
encontra o plano tangente e a reta normal em um ponto em uma 
superfície de nível de uma função diferenciável f(x, y, z)? Dê 
exemplos. 


Como você pode utilizar derivadas direcionais para estimar a 
variação? 

Como você lineariza uma função f(x, y) de duas variáveis 
independentes em um ponto (xp, Yọ)? Por que você desejaria 
fazer isso? Como você lineariza uma função de três variáveis 
independentes? 


O que você pode dizer sobre a precisão de aproximações linea- 
res de funções de duas (três) variáveis independentes? 

Se (x, y) se move de (x,, Yo) a um ponto (x, + dx, y, + dy) próxi- 
mo, como você pode estimar a variação resultante no valor de 
uma função diferenciável f(x, y)? Dê um exemplo. 


Como você define máximo local, mínimo local e pontos de 
sela para uma função diferenciável f(x, y)? Dê exemplos. 


Quais testes de derivada estão disponíveis para determinar os 
valores extremos locais de uma função f(x, y)? Como eles nos 
permitem limitar a procura por esses valores? Dê exemplos. 


Como você encontra os extremos de uma função contínua f(x, y) 
em uma região limitada fechada no plano xy? Dê um exemplo. 


Descreva o método dos multiplicadores de Lagrange e dê 
exemplos. 


Como a fórmula de Taylor para uma função f(x, y) gera apro- 
ximações polinomiais e estimativas de erro? 


Se w = f(x, y, z), onde as variáveis x, y e z são condicionadas 
por uma equação g(x, y, z) = 0, qual é o significado da nota- 
ção (0w/0x),? Como um diagrama de setas pode ajudar você 
a calcular essa derivada parcial com variáveis condicionadas? 
Dê exemplos. 
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Exercícios práticos 


Domínio, imagem e curvas de nível 


Nos Exercícios 1-4, encontre o domínio e a imagem da função dada 
e identifique suas curvas de nível. Esboce uma curva de nível típica. 


1. 
2. 


fc y) = 9 +y 
fx y=e> 


3. g(x, y) = 1/xy 


4. g(x y) = Vx- y 


Nos Exercícios 5-8, encontre o dominio e a imagem da função dada 
e identifique suas superficies de nivel. Esboce uma curva de nível 
típica. 


5. fŒ y, z) =x +y -z 
6. g(x, y, Z) =x + 4y? + 922 
1 
7. h(x, y, zZ) = ETR 
1 
ASA X+y+2+41 


Cálculo de limites 
Encontre os limites nos Exercícios 9-14. 


9 li y 12. lim o 

| eY cos x ; ¡ 

(x y- (7, In2) x y>(L1) XY — 1 
2+y 

E lim = 13. lim Inlx+ y+ 

10 (x y—(0,0) X + COS y A P>(1, -1, © | oA 
x- y . mm 

11. MED 14. lim tg (x+ y + 2) 

x y>) Xx — y P>(1, -1, -1) 


Considerando diferentes caminhos de aproximação, mostre que os 
limites nos Exercícios 15 e 16 não existem. 
y A qu 
* (xy=>00, 0) xy 


xyz0 


15. lim —— 
(x (0,0) y2 — 
Va =y 


17. Extensão contínua Seja f(x, y) = Q? — (2 + y?) para 
(x, y) (0, 0). E possível definir f(0, 0) de forma a tornar f 
contínua na origem? Por quê? 


18. Extensão contínua Seja 

sen(x — y) 
Ix] + [y] 
0, (x y) = (0, 0). 


fx y = PERO 


f é contínua na origem? Por quê? 


Derivadas parciais 


Nos Exercícios 19-24, encontre a derivada parcial da função com 
relação a cada variável. 


19. g(r, 0) = rcoso + rseng 


20. f(x,y) = Fino + y) + tg y 


A A 
2L f(Ri, Ro, R3) = Ra “E R> ga R3 
22. h(x, y, Z = sen(27X + y — 32) 
23. P(n, R, T, V) = BT (lei do gés idea) 


1 /T 
2A. f (rl, T, W) = 55 TW 


Parciais de segunda ordem 


Encontre as derivadas parciais de segunda ordem das funções nos 
Exercícios 25-28. 
3. 9% Y) = y + y 
26. g(x Y) = + ysenx 
27. f(x,y) = x 


28. f(x y) = y? 


xy — Dé + 


3xy + cosy + 7e 


Cálculos com a regra da cadeia 
29. Encontre dw/dt em t = 0 se w = sen (xy + T), x = æ e 
y= In (t+ 1). 
30. Encontre dw/dt em t= 1 se w=xe"+ y senz—c0sz, X = 2V4, 
y=t-1+Intez=1t. 
31. Encontre dw/ôr e 0w/ds quando r = r e s=0 se w = sen (2x — y), 
x=r+sens,y=rs. 


32. Encontre dw/ôu e 9w/dv quando u = v=0sew=InV/1+ x? 
— tg! x e x = 2e" cos v. 
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33. Encontre o valor da derivada de f(x, y, z) = xy + yz + xz com 
relação a ź na curva x = cos f, y = sen t, z = cos 2tem t= 1. 


34. Mostre que se w = f(s) é qualquer função diferenciável de s e 
se s = y + 5x, então 


Diferenciação implícita 


Considerando que as equações nos Exercícios 35 e 36 definem y 
como uma função diferenciável de x, encontre o valor de dy/dx no 
ponto P. 


35. 1-x-y?-senxy=0, 
36. 2xy+e""-2=0, 


P(0, 1) 
P(O, In 2) 


Derivadas direcionais 


Nos Exercícios 37-40, encontre as direções nas quais f cresce e 
decresce mais rapidamente em P, e encontre a derivada de f em 
cada direção. Encontre também a derivada de f em P, na direção 
do vetor v. 


37. f(x, y)=cosxcosy, P,(7r/4, 17/4), 
38. f(x, y) =x2%eP, P(1,0), v=i+j 
39. f(x, y, z)=1n (2x + 3y +62), Py-1,-1,1),v=21+3]+6k 

40. f(x, y,2)=2+3xy-2+2y+2+4, P,(0,0,0), v=i+j+k 


41. Derivada na direção da velocidade Encontre a derivada de 
f(x, y, z) = xyz na direção do vetor velocidade da hélice 


v=3i+4j 


r(t) = (cos 31)i + (sen 31)j + 3tk 


em t= 7/3. 
42. Derivada direcional máxima Qual é o maior valor que a de- 
rivada direcional de f(x, y, z) = xyz pode ter no ponto (1, 1, 1)? 
43. Derivadas direcionais com valores dados No ponto (1, 2), 
a função f(x, y) tem uma derivada de 2 na direção (2, 2) e uma 
derivada de —2 na direção (1, 1). 
a. Encontre f (1,2) e fC 2). 
b. Encontre a derivada de f em (1, 2) na direção do ponto (4, 6). 
44. Quais das seguintes afirmações são verdadeiras se f(x, y) é 
diferenciável em (xp, Yọ)? Justifique suas respostas. 
a. Se u é um vetor unitário, a derivada de f em (x,, Yọ) na 
direção de u é (f (Xo Yoi + Fo Yo) - u. 
b. A derivada de f em (x,, Yọ) na direção de u é um vetor. 
c. A derivada de f em (x,, Yọ) tem seu valor mais alto na dire- 
ção de Vf. 
d. Em (x, Yo), O vetor Vf é normal à curva f(x, y) = f(x, Yo). 
Gradientes, planos tangentes e retas normais 
Nos Exercícios 45 e 46, esboce a superfície f(x, y, z) = c juntamente 
com Vf nos pontos dados. 
45. 2+y+2=0; (0,-1,+1), (0,0,0) 
46. y e 2 = 4; (2, +2, 0), Q, 0, +2) 
Nos Exercícios 47 e 48, encontre uma equação para o plano tangen- 


te à superfície de nível f(x, y, z) = c no ponto P,. Encontre também 
equações paramétricas para a reta que é normal à superfície em P}. 


47. 2-y-52=0, P(2,-1,1) 
48. x? +y? +z=4, Po(1, 1,2) 


292 Cálculo 


Nos Exercícios 49 e 50, encontre uma equação para o plano tangen- 
te à superfície z = f(x, y) no ponto dado. 

49. z=In(x2 +y), (0,1,0) 

50. z=1/(? + y?), (1, 1, 1/2) 
Nos Exercícios 51 e 52, encontre equações para as retas tangentes e 
normais à curva de nível f(x, y) = c no ponto P). Em seguida, esboce 
as retas e a curva de nível juntas com Vf em P,. 


51. y-senx=1, P(T, 1) 
2 
Yo ox 3 

52. 2 = 7 = 2 Pl, 2) 


Retas tangentes a curvas 


Nos Exercícios 53 e 54, encontre equações paramétricas para a reta 
tangente à curva de interseção das superfícies no ponto dado. 


53. Superficies: x? +2y +2z=4, y=1 
(1, 1, 1/2) 

54. Superficies: x +y? +z=2, 
(1/2, 1, 1/2) 


Ponto: 
y=1 
Ponto: 


Linearizações 


Nos Exercícios 55 e 56, encontre a linearização L(x, y) da função 
f(x, y) no ponto P,. Em seguida, encontre um limitante superior 
para a magnitude do erro E na aproximação f(x, y) = L(x, y) sobre 
o retângulo R. 


55. f(x y) = senxcosy, Pm/4,m/4) 


R: 


x-7 < 0,1, y-5] =01 


56. fx, y) =xy-3y? +2, PA, 1) 
R: |r-1/<0,1, p-1|<02 
Encontre as linearizações das funções nos Exercícios 57 e 58 nos 
pontos dados. 


57. f(x, y,z) =xy + 2yz — 3xz em (1, 0, 0) e (1, 1, 0) 
58. f(x y, z) = V2 cos xsen (y + z) em (0, 0, 7/4) e (7/4, 1/4, 0) 


Estimativas e suscetibilidade a variacáo 


59. Medindo o volume de uma tubulação Você planeja calcu- 
lar o volume dentro de um trecho de tubulação que tem cerca 
de 36 pol. de diâmetro e 1 milha de comprimento. Com qual 
medida você deve ter mais cuidado; o comprimento ou o diá- 
metro? Por quê? 

60. Suscetibilidade a variação f(x, y) =x? — xy + y? — 3 é mais 
suscetível a variações em x ou a variações em y quando está 
próxima do ponto (1, 2)? Como você sabe? 


61. Variação em um circuito elétrico Suponha que a corrente 7 
(em ampéres) em um circuito elétrico esteja relacionada à vol- 
tagem V (volts) e à resistência R (ohms) pela equação 7 = V/R. 
Se a voltagem cai de 24 para 23 volts e a resistência cai de 100 
para 80 ohms, / aumentará ou diminuirá? Em cerca de quanto? 
A variação em / é mais suscetível à variação na voltagem ou à 
variação na resistência? Como você sabe? 


62. Erro máximo na estimativa da área de uma elipse Se 
a = 10 cm e b = 16 cm ao milímetro mais próximo, qual é o 
erro percentual máximo que você pode esperar no cálculo da 
área A = mab da elipse x?/a? + y?/b? = 1? 

63. Erro na estimativa de um produto Sejam y =uvez=u+v, 
onde u e v sejam variáveis independentes positivas. 

a. Se u é medido com um erro de 2% e v com um erro de 3%, 
qual é o erro percentual aproximado no cálculo do valor de y? 


b. Mostre que o erro percentual no valor calculado de z é me- 
nor que o erro percentual no valor de y. 

64. Índice cardíaco Para comparar pessoas diferentes em estu- 
dos de débito cardíaco, pesquisadores dividiram o débito car- 
díaco mensurado pela área da superfície corporal para encon- 
trar o índice cardíaco C: 


E débito cardíaco 
área da superfície corporal * 


C 


A área da superfície corporal B de uma pessoa com peso w e 
altura h é aproximada pela fórmula 


B=71 84110425 7,0,725, 


que fornece B em centímetros quadrados quando w é medido 
em quilogramas e h em centímetros. Vocé está prestes a cal- 
cular o índice cardíaco de uma pessoa com 180 cm de altura, 
pesando 70 kg, com débito cardíaco de 7 L/min. O que terá um 
efeito maior sobre o cálculo: um erro de 1 kg na medida do 
peso ou um erro de 1 cm na medida da altura? 


Extremos locais 
Teste as funções nos Exercícios 65-70 para máximo e mínimo locais 
e pontos de sela. Encontre o valor de cada função nesses pontos. 
65. f(x, )=-2-xy+)2+2x+2y-4 
66. f(x, y) = 5x? +4xy- 2y? + 4x — 4y 
67. f(x, y) =2x* +3xy + 2y* 
68. fx y) =14+y-3xy +15 
69. f(x, y) =X + y9 + 3x1? — 3y? 
70. f(x, y) =x- 8x2 + 3y? — 6y 


Extremos absolutos 
Nos Exercícios 71-78, encontre os valores máximos e mínimos ab- 
solutos de f na regiáo R. 
TL. f(x, y) =x + xy + y?-3x + 3y 
R: A regiáo triangular cortada do primeiro quadrante pela reta 
x+y=4 
72. [œ y) =x2-y?-2x + 4y+1 
R: A regiáo retangular no primeiro quadrante limitada pelos 
eixos coordenados e as retas x=4e y =2 


73. JŒ y) =y -xy -3y + 2x 
R: A região quadrada limitada pelas retas x = +2 e y = +2 
74. fŒ y)=2x +2y-x?- y? 
R: A regiáo quadrada limitada pelos eixos coordenados e as 
retas x=2, y =2 no primeiro quadrante 
75. f(x, y) =x -y -2x + 4y 
R: A região triangular limitada abaixo pelo eixo x, acima pela 
reta y =x + 2 e à direita pela reta x = 2 
76. f(x, y) =4xy -x-y +16 
R: A região triangular limitada abaixo pela reta y = —2, acima 
pela reta y = x e à direita pela reta x = 2 
77. fo) 0 + y + 3x1? 3y? 
R: A região quadrada delimitada pelas retas x = +1 e y = +1 
78. fx, y) =X +3xy +y +1 
R: A região quadrada delimitada pelas retas x = +1 e y = 1 


Multiplicadores de Lagrange 


79. Extremos sobre uma circunferência Encontre os valores 
extremos de f(x, y) =x? + y? sobre a circunferência x? +)? = 1. 


80. 


81. 


82. 


83. 


84. 


85. 


86. 


87. 


88. 


Extremos sobre uma circunferência Encontre os valores 
extremos de f(x, y) = xy sobre a circunferência x? +y? = 1. 


Extremos em um disco Encontre os valores extremos de 
f(x, y) =x2+ 3y? + 2y sobre o disco unitário x? + y? < 1. 


Extremos em um disco Encontre os valores extremos de 
fx, y) =x +y? —- 3x — xy sobre o disco x? + y? < 9, 


Extremos sobre uma esfera Encontre os valores extremos 
de f(x, y, zZ) =x—y + z sobre a esfera unitária x? + y? +22 =1. 


Distância mínima à origem Encontre os pontos sobre a su- 
perfície x? — zy = 4 mais próximos da origem. 

Minimizando o custo de uma caixa Uma caixa retangu- 
lar fechada deve ter um volume V cm?. O custo do material 
utilizado na caixa é a centavos/cm? para a tampa e o fundo, 
b centavos/cm? para a frente e a parte de trás e c centavos/cm? 
para os lados restantes. Quais dimensões minimizam o custo 
total de materiais? 


Volume mínimo Encontre o plano x/a + y/b + z/c = 1 que 
passe pelo ponto (2, 1, 2) e corte o volume mínimo do primei- 
ro octante. 


Extremos sobre uma curva de interseção de superfi- 
cies Encontre os valores extremos de f(x, y, z) = x(y + z) 
sobre a curva de interseção do cilindro circular reto x? + y? = 

e o cilindro hiperbólico xz = 1. 

Distância mínima da origem até a curva de interseção de 
um plano e um cone Encontre o ponto mais próximo à ori- 
gem sobre uma curva de interseção do plano x+y +z=l eo 
cone 2? = 2x2 + 2y2. 


Derivadas parciais com variáveis condicionadas 


Nos Exercícios 89 e 90, comece desenhando um diagrama que mos- 
tre as relações entre as variáveis. 


89. 


90. 


Sew=xe2ez=x? — y?, encontre 


a [MW b. (OW e (er 
oy), oz), oz), 


Seja U = f(P, V, T) a energia interna de um gás que obedece à 
lei do gás ideal PV = nRT (n e R constantes). Calcule: 


oU oU 
a(o Pl). 


Teoria e exemplos 


91. 


92. 


93. 


Sejam w = f(r,0),r= Vx? + y?e 0 = tg! (y/x). Determi- 
ne 0w/0dx e Ow/0y e expresse suas respostas em termos de r e 6. 
Sejam z = f(u, v), u = ax + bye v = ax — by. Expresse z ez, 
em termos de f,, f, e as constantes a e b. f 


w 
Se a e b são constantes, w = u? + tgh u + cos u e u = ax + by, 
mostre que 


94. 


95. 


96. 


97. 


98 


99, 


100. 


101. 


102. 
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Utilizando a regra da cadeia Sew=ln (x? +y? +22), x=r+s, 
y=r-sez=2rs, calcule w e w, através da regra da cadeia. 
Em seguida, verifique sua resposta de outra forma. 

Ângulo entre vetores As equações e” cos v — x = 0 e e” sen 
v — y = 0 definem u e v como funções diferenciáveis de x e y. 
Mostre que o ângulo entre os vetores 


é constante. 


Coordenadas polares e derivadas de segunda ordem 
A introdução de coordenadas polares x = r cos 0 e y =r sen 0 
altera f(x, y) para g(r, 0). Encontre o valor de 028/00? no ponto 
(r, 0) = (2, 7/2), dado que 


af of 
əx 0y 


of 
ay? 


of 


9x2 


1 


naquele ponto. 


Reta normal paralela a um plano 
bre a superfície 


Encontre os pontos so- 


(y+2+(2-x)?=16 
onde a reta normal é paralela ao plano yz. 


Reta tangente paralela ao plano xy Encontre os pontos so- 
bre a superfície 


xy+yz+zx=x=z2?=0 
onde o plano tangente é paralelo ao plano xy. 


Quando o vetor gradiente é paralelo ao vetor posigáo 
Suponha que Vf(x, y, zZ) seja sempre paralelo ao vetor po- 
sição xi + yj + zk. Mostre que f(0, 0, a) = f(0, 0, —a) para 
qualquer a. 

Derivada direcional unilateral em todas as direcóes, mas 
sem gradiente A derivada direcional unilateral de f em 
P (Xo Yo Zo) na direção u = ui + u,j + u,k é o número 


lim f(x + SUL, Yo + Sh, Zo + SUB) — f(X, Yo, 20) 
3 ; 


s>0* 


Mostre que a derivada direcional unilateral de 
f(X y, D = VX + y? +z 


na origem é igual a 1 em qualquer direção, mas que f não tem 
vetor gradiente na origem. 


Reta normal pela origem Mostre que a reta normal à super- 

ficie xy +z = 2 no ponto (1, 1, 1) passa pela origem. 

Plano tangente e reta normal 

a. Esboce a superfície x? - y? +2? = 4. 

b. Encontre um vetor normal à superfície em (2, —3, 3). Adi- 
cione o vetor ao seu esboço. 

c. Encontre equações para o plano tangente e reta normal em 
(2,-3,3). 
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Derivadas parciais 


1. Função com sela na origem Se você fez o Exercício 60 da 
Seção 14.2, sabe que a função 
x 2 


Liy (x y) + (0,0) 
0, (x y) = (0,0) 


f(x y) = 


(veja a figura a seguir) é contínua em (0, 0). Determine 


f, 0,0) e f,,(0, 0). 


2. Encontrando uma função a partir de derivadas parciais 
de segunda ordem Encontre uma função w = f(x, y) cujas 
derivadas parciais de primeira ordem são 0w/0x = 1 + e* cos y 
e 0w/dy = 2y — e* sen y e cujo valor no ponto (In 2, 0) é In 2. 

3. Uma prova da regra de Leibniz A regra de Leibniz diz que 
se f é contínua em [a, b] e se u(x) e v(x) são funções diferen- 
ciáveis de x cujos valores estejam em [a, b], então 


d ¡900 o du du 
o Sd d = f (w) dx f U9) dx 


Prove essa regra definindo 


glu, v) = 10 d, u=-uUX, v=vux) 


e calculando dg/dx com a regra da cadeia. 


4. Encontrando uma função com derivadas parciais de segun- 
da ordem condicionadas Suponha que f seja uma função 


duas vezes diferenciável de r, quer = Vx? + y? + Z? e que 
Jardy Ia O 
Mostre que para algumas constantes a e b, 
a 
f(r) =p + b. 


5. Funções homogéneas Uma função f(x, y) é homogénea de 
grau n (n um inteiro não negativo) se f(tx, ty) = t f(x, y) para 
todo £, x e y. Para uma tal função (suficientemente diferenciá- 
vel), prove que 


Exercícios adicionais e avançados 


6. Superfície em coordenadas polares Seja 


sen 6r 
6r , 
1, r=0, 


eos rx0 


onde r e 0 são coordenadas polares. Encontre 
a. lim f (r, 0) b. f,(0, 0) c. far 0), r%0. 
r> 


z=f(r, 0) 


Gradientes e tangentes 
7. Propriedades de vetores posição Seja r= xi + yj + zk e seja 

r= Ir]. 
a. Mostre que Vr = r/r. 
b. Mostre que V(r") =nr"?r, 
c. Encontre uma função cujo gradiente seja igual a r. 
d. Mostre quer * dr =r dr. 
e. Mostre que V(A - r) =A para qualquer vetor constante A. 


8. Gradiente ortogonal à tangente Suponha que uma função 
diferenciável f(x, y) tenha o valor constante c ao longo de uma 
curva diferenciável x = g(t), y = A(t); ou seja, 


FEO, hO) =c 


para todos os valores de t. Diferencie os dois lados dessa equa- 
ção com relação a f para mostrar que Vf é ortogonal ao vetor 
tangente da curva em todo ponto sobre a curva. 


9. Curva tangente a uma superfície Mostre que a curva 
r(t) = (In Ni + (t In Dj + tk 
é tangente à superfície 
xz? — yz + cos xy= 1 


em (0, 0, 1). 


10. Curva tangente a uma superfície Mostre que a curva 
3 
r(t) G 2) | (E 3) + cos(t— 2)k 


é tangente à superfície 


*+y+z23xyz=0 
em (0, —1, 1). 
Valores extremos 


11. Extremos sobre uma superfície Mostre que os únicos má- 
ximos e mínimos possíveis de z sobre a superfície z = x? + 
y? — 9xy + 27 ocorrem em (0, 0) e (3, 3). Mostre que nem um 


12. 


13. 


14. 


máximo nem um mínimo ocorre em (0, 0). Determine se z tem 
um máximo ou um mínimo em (3, 3). 


Máximo no primeiro quadrante fechado Encontre o valor 
máximo de f(x, y) = 6xye 29 no primeiro quadrante fecha- 
do (incluindo os eixos náo negativos). 


Mínimo volume cortado do primeiro octante Encontre o 
mínimo volume para uma regiáo limitada pelos planos x = 0, 
y=0,z=0 e um plano tangente ao elipsoide 
2 
O E 
2 + 2 + -2 = 1 
at bé c 


em um ponto no primeiro octante. 
Distáncia mínima de uma reta a uma parábola no plano xy 
Minimizando a função f(x, y, u, v) = (x— uy + (y — v}? sujeita 


às condições y =x + 1 eu = v?, encontre a distância mínima no 
plano xy entre a reta y = x + 1 e a parábola y? =x. 


Teoria e exemplos 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


Limitacáo das derivadas parciais de primeira ordem im- 
plica continuidade Prove o seguinte teorema: Se f(x, y) é 
definida em uma região aberta R do plano xy e se f e f, são 
limitadas em R, entáo f(x, y) é contínua em R. (A suposigáo da 
limitação é essencial.) 

Suponha que r(t) = g(fi + h(t)j + k(t)k é uma curva lisa no 
domínio de uma função diferenciável f(x, y, z). Descreva a 
relação entre df/dt, Vf e v = dr/dt. O que pode ser dito sobre 
Vf e v em pontos interiores da curva onde f possui valores 
extremos relativos a seus outros valores sobre a curva? Justi- 
fique sua resposta. 


Encontrando funções a partir de derivadas parciais Su- 


ponha que f e g sejam funções de x e y, tais que 


of og 


dy OX 


of g 


ox dy! 
e suponha que 


a 


x50 101,2=81,2=5 
Encontre f(x, y) e g(x, y). 

Taxa de variação da taxa de variação Sabemos que, se f(x, y) 
é uma função de duas variáveis e se u = ai + bj é um vetor uni- 
tário, então D,f(x, y) = fx, y)a + $, y)b é a taxa de variação 
de f(x, y) em (x, y) na direção de u. Dê uma fórmula semelhante 
para a taxa de variação da taxa de variação de f(x, y) em (x, y) 
na direção u. 


e f(0,0)=4. 


Caminho de uma partícula atraída pelo calor Uma par- 
tícula atraída pelo calor tem a propriedade de, em qualquer 


20. 


21 


22. 


Equação do calor unidimensional 
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ponto (x, y) no plano, mover-se na direção de máximo au- 
mento da temperatura. Se a temperatura em (x, y) é T(x, y) = 
-e? cos x, encontre uma equação y = f(x) para o caminho de 
uma partícula atraída pelo calor no ponto (77/4, 0). 


Velocidade depois de um ricochete Uma partícula que via- 
ja em linha reta com velocidade constante i + j — 5k passa pelo 
ponto (0, 0, 30) e atinge a superfície z = 2x? + 3y?. A partícula 
ricocheteia na superfície o ângulo de reflexão sendo igual ao 
ângulo de incidência. Assumindo que não haja perda de velo- 
cidade, qual é a velocidade da partícula depois do ricochete? 
Simplifique sua resposta. 


Derivadas direcionais tangentes a uma superfície Seja S 

a superfície que é o gráfico de f(x, y) = 10 — x? — y2. Supo- 

nha que a temperatura no espaço em cada ponto (x, y, z) seja 

T(x, y, zZ) = y +yz + 4x + 14y +z. 

a. Entre todas as direções possíveis tangentes à superficie S 
no ponto (0, 0, 10), qual direção tornará máxima a taxa de 
variação de temperatura em (0, 0, 10)? 

b. Qual direção tangencial a S no ponto (1, 1, 8) tornará máxi- 
ma a taxa de variação da temperatura? 


Perfurando o solo Em uma superfície plana de terra, geó- 
logos fizeram um furo diretamente para baixo e atingiram 
um depósito mineral a 1.000 pés. Eles fizeram um segun- 
do furo 100 pés ao norte do primeiro e atingiram um de- 
pósito mineral a 950 pés. Um terceiro furo 100 pés a leste 
do primeiro furo atingiu o depósito mineral a 1.025 pés. Os 
geólogos têm motivos para acreditar que o depósito mine- 
ral tem o formato de um domo e, por razões de economia, 
eles desejam descobrir onde o depósito está mais próximo da 
superfície. Considerando a superfície sendo o plano xy, em 
qual direção a partir do primeiro furo você sugeriria que os 
geólogos fizessem seu quarto furo? 


Se w(x, t) representa a tempe- 


ratura na posição x no tempo t em um fio uniforme com lados per- 
feitamente isolados, então as derivadas parciais w_, e w, satisfazem 
uma equação diferencial da forma 


Essa equação é denominada equação do calor unidimensional. O 
valor da constante positiva c? é determinado pelo material a partir 
do qual o fio é feito. 


23. Encontre todas as soluções da equação do calor unidimensio- 


24. 


nal da forma w = e” sen 7x, onde r é uma constante. 


Encontre todas as soluções da equação do calor unidimensio- 
nal que têm a forma w = e” sen kx e satisfazem as condições 
w(0, £ = 0 e w(L, £) = 0. O que acontece com essas soluções 
quando t => 00? 
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Capítulo Projetos de aplicação de tecnologia 


Módulos Mathematica/Maple 


Esboçando superfícies 
Esboce com eficiência superfícies, contornos e curvas de nível. 


Explorando a matemática por trás do skate: análise da derivada direcional 
A trajetória de um skatista é introduzida, primeiro em um plano nivelado, em seguida em uma rampa e finalmente em um paraboloide. Cal- 
cule, esboce graficamente e analise a derivada direcional em termos do skatista. 


Procurando padrões e aplicando o método dos mínimos quadrados a dados reais 
Ajuste uma reta a um conjunto de pontos numéricos, escolhendo a reta que minimiza a soma dos quadrados das distâncias verticais entre os 
pontos e a reta. 


Lagrange anda de skate: quão alto ele consegue chegar? 


Revisite e analise as aventuras dos skatistas para alturas máxima e mínima, a partir de uma perspectiva gráfica e analítica, utilizando os 
multiplicadores de Lagrange. 


15 


INTEGRAIS MÚLTIPLAS 


VISÃO GERAL Neste capítulo, abordaremos a integral de uma função de duas 
variáveis f(x, y) sobre uma região no plano e a integral de uma função de três va- 
riáveis f(x, y, z) sobre uma região no espaço. Essas integrais múltiplas são definidas 
como o limite de aproximação das somas de Riemann, basicamente como as inte- 
grais de uma variável apresentadas no Capítulo 5. Ilustramos diversas aplicações 
de integrais múltiplas, incluindo cálculos de volumes, áreas no plano, momentos e 
centros de massa. 


1 5 1 Integrais duplas e iteradas sobre retângulos 


>X 


FIGURA 15.1 Grade retangular 
particionando a região R em pequenos 
retângulos de área A4, = Ax, Ay,- 


No Capítulo 5, definimos a integral definida de uma função contínua f(x) sobre 
um intervalo [a, b] como um limite das somas de Riemann. Nesta seção, ampliamos 
esse conceito para definir a integral dupla de uma função contínua de duas variáveis 
f(x, y) sobre um retângulo R limitado no plano. Em ambos os casos, as integrais são 
limites de aproximação das somas de Riemann. Para a integral de uma função de 
uma variável f(x), as somas de Riemann são calculadas particionando um intervalo 
finito em subintervalos, multiplicando o comprimento de cada subintervalo pelo 
valor de f em um ponto c, dentro do subintervalo e somando todos os produtos. 
Um método semelhante de particionamento, multiplicação e soma é utilizado na 
construção de integrais duplas. 


Integrais duplas 


Começamos nossa investigação sobre integrais duplas considerando o tipo 
mais simples de região plana: um retângulo. Consideramos uma função f(x, y) de- 
finida em uma região retangular R, 


R: asxsb, c<y<d. 


Subdividimos R em retángulos menores utilizando uma rede de retas paralelas aos 
eixos x e y (Figura 15.1). Essas retas dividem R em n pedaços retangulares, sendo 
que o número de tais pedaços n aumenta à medida que a largura e a altura de cada 
parte diminuem. Esses retângulos formam uma partição de R. Um pedaço retan- 
gular pequeno de largura Ax e altura Ay possui área A4 = AxAy. Se enumerarmos 
esses pedaços particionando R em alguma ordem, suas áreas passam a ser dadas 
pelos números A4,, A4,, ..., A4,, onde A4, é a área do k-ésimo pequeno retângulo. 

Para formar uma soma de Riemann sobre R, escolhemos um ponto (x,, y,) no 
k-ésimo pequeno retângulo, multiplicamos o valor de f nesse ponto pela área de A4, 
e somamos os produtos: 


S, = È 50% Y) AA. 


Os valores de S, vão depender da forma como acontece a escolha de (x,, »,) no 
k-ésimo retângulo. 
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x RÁ 
Guid SAA 


FIGURA 15.2 Sólidos de aproximação 
com caixas retangulares nos levam a 
definir o volume de sólidos mais gerais 
como integrais duplas. O volume do sólido 
mostrado aqui é a integral dupla de f(x, y) 
na região base R. 


Estamos interessados em saber o que acontece às somas de Riemann conforme 
as larguras e alturas dos pequenos retângulos na partição de R se aproximam de 
zero. A norma de uma partição P, representada por ||P||, é a maior largura ou altura 
de qualquer retângulo na partição. Se ||P|| = 0,1, então todos os retângulos na par- 
tição de R têm altura e largura iguais a, no máximo, 0,1. Algumas vezes, as somas 
de Riemann convergem à medida que a norma de P se aproxima de zero, escrito 
|IPI| — 0. O limite resultante é, então, escrito como 


lim > fix Y) AA. 


IPI=0 1 


A medida que ||P|| — 0 e os retângulos diminuem em altura e largura, seu número n 
aumenta, o que nos permite escrever esse limite como 


dim, 24 É Y) AA, 


sabendo que ||P|| — 0 e consequentemente A4, — 0, conforme n — 00. 

Existem muitas escolhas envolvidas em um limite desse tipo. Essa coleção de 
pequenos retângulos é determinada pela grade de retas horizontais e verticais que 
determinam uma partição retangular de R. Em cada um dos pequenos retângulos 
resultantes, existe uma escolha de um ponto (x,, y,) arbitrário, no qual f é calculada. 
Juntas, essas escolhas definem uma única soma de Riemann. Para formar um limite, 
repetimos todo o processo diversas vezes, escolhendo partições onde a altura e a 
largura tendam a zero e cujo número tenda ao infinito. 

Quando um limite da soma S, existe, dando sempre o mesmo valor limite inde- 
pendentemente das escolhas feitas, a função f é considerada integrável e o limite é 
denominado integral dupla de f sobre R, escrito como 


fiona ou Jonas 


Podemos mostrar que se f(x, y) é uma função contínua em R, então f é integrável, 
assim como no caso de uma variável, discutido no Capítulo 5. Muitas funções des- 
contínuas são também integráveis, inclusive funções que são descontínuas somente 
em um número finito de pontos ou curvas lisas. Deixamos a prova desses fatos para 
um texto mais avançado. 


Integrais duplas como volumes 


Quando f(x, y) é uma função positiva em uma região retangular R no plano xy, 
podemos interpretar a integral dupla de f sobre R como o volume da região sólida tri- 
dimensional sobre o plano xy limitada inferiormente por R e superiormente pela super- 
ficie z = f(x, y) (Figura 15.2). Cada termo f(x, y) A4, na soma S, =X f(x, y, JA4, é O 
volume de uma caixa retangular vertical que se aproxima do volume da porção do 
sólido que está diretamente acima da base A4,. A soma S, assim, se aproxima do 
que queremos chamar volume total do sólido. Definimos esse volume como sendo 


Volume = lim, S = fra y) dA, 
R 


onde A4, — 0 quando n — 00. 

Como você talvez espere, esse método mais geral para o cálculo de volumes 
está de acordo com os métodos do Capítulo 6, mas não provamos isso aqui. A Figura 
15.3 mostra as aproximações das somas de Riemann ao volume tornando-se mais 
precisas conforme o número n de caixas aumenta. 


7 
Z 


Y 
y=1 
x awf a-r- 


FIGURA 15.4 Para obtermos a área da 
seção transversal A(x), mantemos x fixo e 
integramos com relação a y. 
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(a)n = 16 (b)n = 64 (c)n = 256 


FIGURA 15.3 Conforme n aumenta, as aproximações das somas de Riemann chegam 
mais próximas do volume total do sólido mostrado na Figura 15.2. 


Teorema de Fubini para o cálculo de integrais duplas 


Suponha que desejemos calcular o volume sob o plano z = 4 — x — y sobre a 
região retangular R: 0 < x < 2, 0 < y < 1 no plano xy. Se aplicarmos o método do 
fatiamento da Seção 6.1, com fatias perpendiculares ao eixo x (Figura 15.4), então 
o volume será 


x=2 
/ Apô dk (1) 


=0 


onde A(x) é a área da seção transversal em x. Para cada valor de x, podemos calcular 
A(x) como a integral 


y=1 
ao = | (4-x-y dy (2) 
y=0 


que é a área sob a curva z = 4 — x — y no plano da seção transversal em x. Ao calcu- 
larmos A(x), x é mantido fixo e a integração ocorre em relação a y. Combinando as 
Equações 1 e 2, vemos que o volume do sólido inteiro é 


x=2 x=2 y=1 
Volume = f A(X) dx = (/ (4 —x— ay) de 
x y=0 


=0 x=0 = 

x=2 2 y=1 x=2 
feat a [UG 

x=0 y=0 x=0 

7 di 
= 7 x-5 j = 5, (3) 


Se quiséssemos apenas escrever uma fórmula para calcular o volume, sem exe- 
cutar nenhuma das integracóes, poderíamos ter escrito 


2 fl 
volume = | f (4 - x- y yox 
o Jo 


A expressão à direita, chamada integral iterada ou repetida, diz que o volume é 
obtido integrando-se 4 — x — y em relação a y de y = 0 a y = 1, mantendo-se x fixo 
e, em seguida, integrando-se a expressão resultante em x em relação a x de x = 0 
até x = 2. Os limites de integração O e 1 são associados a y, portanto são colocados 
na integral próximos a dy. Os outros limites de integração, O e 2, estão associados 
à variável x, de forma que são colocados no símbolo externo da integral correspon- 
dente a dx. 
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x=2 
X ao) =[ (oras 


FIGURA 15.5 Para obter a área da seção 
transversal A(y), mantemos y fixo e 
integramos em relação a x. 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 


Guido Fubini 
(1879-1943) 


O que teria acontecido se tivéssemos calculado o volume fazendo o fatiamento 
com planos perpendiculares ao eixo y (Figura 15.5)? Como uma função de y, a área 
da seção transversal típica é 


x=2 2 
av= f (4- x yo [4x 5 w| = 6- 2y. (4) 


O volume do sólido inteiro, portanto, é 


=1 =1 
Volume = f Ay dy= f) 6- 2y dy = [6y - y] =5, 
y= yal 


0 


o que está de acordo com nosso cálculo anterior. 
Novamente, podemos fornecer uma fórmula para o cálculo do volume como 
uma integral iterada, escrevendo 


1 p2 
volume = [ [ (4 x= y) xoy 
o Jo 


A expressão à direita diz que podemos encontrar o volume integrando 4 — x — y 
com relação a x de x = 0 a x = 2, como na Equação 4, e integrando o resultado com 
relação a y de y = 0 a y = 1. Nessa integral iterada, a ordem da integração é primeiro 
x e depois y, a ordem inversa da integral na Equação 3. 

O que esses dois cálculos de volume com integrais iteradas têm a ver com a 


integral dupla 
I (4- x- y) dA 
R 


sobre o retângulo R: 0 < x < 2, 0 < y < 1? A resposta é que ambas as integrais dão 
o valor da integral dupla. Isso é esperado, uma vez que a integral dupla mede o vo- 
lume da mesma região através de duas integrais iteradas. Um teorema publicado em 
1907 por Guido Fubini diz que a integral dupla de qualquer função continua sobre 
um retângulo pode ser calculada como uma integral iterada em qualquer ordem de 
integração. (Fubini provou seu teorema de modo mais geral, mas é assim que ele se 
traduz no que estamos fazendo agora.) 


TEOREMA 1 — Teorema de Fubini (primeira forma) Se f(x, y) for conti- 
nua na região retangular R: a < x < b, c < y < d, então 


Jiova- [soy aa- [ [iayy 


R 


O teorema de Fubini diz que integrais duplas sobre retângulos podem ser cal- 
culadas como integrais iteradas. Assim, podemos calcular uma integral dupla inte- 
grando uma variável de cada vez. 

O teorema de Fubini também diz que podemos calcular a integral dupla inte- 
grando em qualquer ordem, o que é verdadeiramente conveniente. Quando calcula- 
mos um volume por fatiamento, podemos utilizar tanto planos perpendiculares ao 
eixo x quanto planos perpendiculares ao eixo y. 


EXEMPLO 1 Calcule so y) dA para 


F,y)=100—6x%y e R: 0<x<2, -1<y<l. 
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Solução A Figura 15.6 mostra o volume abaixo da superfície. Pelo teorema de Fubini, 


ff y) da = fi 000- 6x2y) dxdy = f ox- 2x6 dy 


R 


z = 100 — 6x?y 


1 
= [ (200 - 169 ay = [200y - ey, = 400. 


Invertendo a ordem de integracáo, obtemos o mesmo resultado: 


2 pl 2 
4 (100 — 6x2y) dy dx = | [100y — 3xy2 |, ox 
0 J-1 0 


2 
FIGURA 15.6 A integral dupla = / [(100 3x?) (—100 3x)] dx 
JR FX Y) dA dá o volume sob esta q 
superfície sobre a região retangular R 2 
(Exemplo 1). = I, 200 dx = 400. 


EXEMPLO 2 Encontre o volume da região delimitada superiormente pelo parabo- 
loide elíptico z = 10 +x? + 3y? e inferiormente pelo retângulo R: 0 <x < 1,0 <y <2. 


Solução A superficie e o volume são mostrados na Figura 15.7. O volume é dado 
pela integral dupla 


1 f2 
v= faos zaa [ f aose Aya 
0 JO 
R 


FIGURA 15.7 A integral dupla 1 3 3y-2 
IRF (x, y) dA dá o volume sob esta = / [10y + Xy +y Za 
superfície sobre a regiáo retangular R a 
(Exemplo 2). 


i 2 ' 8 
-f (20 + 28 + Bra = [20x + Ze + ax] =>5 
0 0 


Exercícios 15.1 


Cálculo de integrais iteradas = f E adia AS ad 
-1/0 T 0 


Nos Exercícios 1-12, calcule a integral iterada. 


e pá 3/0 Cálculo de integrais duplas sobre retángulos 
3 2xy dy dx e [| (ey — 2y) dy eo z | 
1 JO 0 J-2 Nos Exercícios 13-20, calcule a integral dupla sobre a região R dada. 
2/1 EL 
y 
2 f E, SIGO Ta |, Ty Y z //(67- 200 R 0O=x=1 0O=y=2 
R 


"0 pl "4 4 

3 J (x+ y + 1) dxdy s [ (+ Vy) day Vx 
EE 1 Jo af) (Va R O=x=4 l=y=2 
171 x + y? In2 fIn5 ; y 

l J (1 - SS ) dxdy 9. / / E dy dx R 
o Jo 0 Ji 


1 p2 15. f] ycosyón, R -1=x=1 0O<y<r 
[Pra Z 


A 


un 
zs 
w 
N 
R 
| 
< 
D 
2 
Eq 
— 
© 
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Volume sob uma superfície z = f (x, y) 


16 || ysentx + yoa, R: è -rsxs0, O<y<r 
R 23. Encontre o volume da região delimitada superiormente 
pelo paraboloide z = x? + y? e inferiormente pelo quadrado 

y. | e YdA, R: O=x=<=In2 0O=y=<In2 R:-1<x<1,-1<y<l. 


R 24. Encontre o volume da regiáo delimitada superiormente pelo 
araboloide elíptico z = 16 — x? — y? e inferiormente pelo qua- 
18 || yeo, R 0<x<=2 0<y<1 E E i id 
R 


dradoR:0<x<2,0<y<2. 


25. Encontre o volume da regiáo delimitada superiormente pelo pla- 


3 š É 
xy i no z = 2 — x — y e inferiormente pelo quadrado R: 0 < x < 1, 
1. || o R 0sxs1, 0sy=<2 as 
$ 26. Encontre o volume da região delimitada superiormente pelo 
20. laa R 0=x=1 0sy<1 plano z = y/2 e inferiormente pelo retângulo R: 0 < x < 4, 
JJ xy +1 0<y<2. 


R 

27. Encontre o volume da região delimitada superiormente pela 
superficie z = 2 sen x cos y e inferiormente pelo retângulo 
R: 0 < x < m/2, 0 < y < 1/4. 


Nos Exercícios 21 e 22, integre f sobre a região dada. 


21. Quadrado f(x, y) = 1/(xy) sobre o quadrado 1 < x 
I<y<2. 


IA 
N 


Ñ . 28. Encontre o volume da região delimitada superiormente pela su- 
22. Retângulo f(x, y) = y cos xy sobre o retângulo 0 < x < perfície z = 4 — y? e inferiormente pelo retângulo R: 0 < x < 1, 
0O<y<l. 0<y<2, 


A 
a 


1 5 2 Integrais duplas sobre regiões gerais 


Nesta seção, definiremos e calcularemos integrais duplas sobre regiões limita- 
das no plano que são mais gerais que retângulos. Essas integrais duplas são também 
calculadas como integrais iteradas, sendo o principal problema prático o de deter- 
minar os limites de integração. Uma vez que a região de integração possa ter limites 
outros que não os segmentos de reta paralelos aos eixos coordenados, os limites de 
integração muitas vezes envolvem variáveis, não apenas constantes. 


Integrais duplas sobre regiões não retangulares limitadas 


Para definir a integral dupla de uma função f(x, y) sobre uma região não retan- 
gular limitada R, como a mostrada na Figura 15.8, novamente imaginamos R sendo 
coberta por uma grade retangular cuja união contém todos os pontos de R. Desta 
vez, entretanto, não podemos preencher R com um número finito de retângulos do 
interior de R, já que sua extremidade é curva e alguns dos pequenos retângulos estão 
parcialmente fora de R. Uma partição de R é formada tomando-se os retângulos que 
estão totalmente dentro de R e desprezando-se todos aqueles que estão parcial ou 
completamente fora da região. Para regiões que surgem com frequência, uma parte 
cada vez maior de R é incluída à medida que a norma da partição (a maior largura 
FIGURA 15.8 Grade retangular dividindo ou altura de qualquer retângulo utilizado) se aproxima de zero. 


em células retangulares uma região não Uma vez que tenhamos uma partição de R, enumeramos os retângulos de for- 

retangular limitada. ma ordenada de 1 a n, consideramos A4, como a área do k-ésimo retângulo. Em 
seguida, escolhemos um ponto (x, y,) no k-ésimo retângulo e formamos a soma de 
Riemann 


S = >f% Yo) AA; 


À medida que a norma da partição que forma S, se aproxima de zero, ||P|| — 0, a 
largura e a altura de cada um dos retângulos delimitados vão a zero e seu número vai 
ao infinito. Se f(x, y) é uma função contínua, essas somas de Riemann convergem 
para um valor-limite que não depende das escolhas que fizermos. Chamamos esse 
limite de integral dupla de f(x, y) sobre R: 


Po A! O Y) AA: = ff f(x y) dA. 
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A natureza da fronteira de R levanta questões não encontradas em integrais 
ao longo de um intervalo. Quando R tem uma fronteira curva, os n retângulos de 
uma partição estão dentro de R, mas não cobrem toda a região de R. Para que uma 
partição se aproxime bem de R, as partes de R cobertas por pequenos retângulos 
parcialmente fora de R devem se tornar desprezíveis à medida que a norma da parti- 
ção se aproxima de zero. Essa propriedade de estar quase toda preenchida por uma 
partição de norma pequena é satisfeita por todas as regiões que iremos encontrar. 
Não há problemas com as fronteiras feitas de polígonos, círculos, elipses e gráficos 
contínuos sobre um intervalo que sejam ligadas pelas extremidades. Curvas do tipo 
“fractal” seriam problemáticas, porém elas surgem raramente na maior parte das 
aplicações. Deixamos para um texto mais avançado uma discussão cuidadosa sobre 
quais tipos de região R podem ser utilizados no cálculo de integrais duplas. 


Volumes 


Se f(x, y) é positiva e contínua sobre R, definimos o volume da região sólida entre 
Rea superfície z= f(x, y) como J R$(X, Y) dA, como anteriormente (Figura 15.9). 

Se R é uma regiáo como aquela mostrada no plano xy na Figura 15.10, delimita- 
da “acima” e “abaixo” pelas curvas y = g,(x) e y = g,(x) e nos lados pelas retas x= a, 
x = b, podemos novamente calcular o volume pelo método do fatiamento. Primeiro, 
calculamos a área da seção transversal 


y=9(x) 
ao = [ Tydy 
y 


=gr(X 


e em seguida integramos A(x) de x = a a x = b para obter o volume como uma inte- 
gral iterada: 


b b 920) 
v= [ama | [toy dr a) 
a a Jg 
z z = f(x, y) R 
Á Altura = f(x, Yh) z= f, y) 
0 
0 a 
X 
x b X 
x y = 8102 ` y 
AG) 
h ` 
k y= g0) 
(q Y) FIGURA 15.10 A área da fatia vertical 
l mostrada aqui é A(x). Para calcular o 
Volume = lim Y, fix yp AA; =[[ fœ, y) dA volume do sólido, integramos essa área de 
i x=aax=b: 
FIGURA 15.9 Definimos o volume de sólidos b b ya) 
com bases curvas como um limite de caixas f A(X) dx = / T o f (x, y) dy dx. 
j1! 


retangulares de aproximação. 
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z De maneira similar, se R é uma região como aquela mostrada na Figura 15.11, 
delimitada pelas curvas x = h, (y) e x = h, (y) e pelas retas y = ce y = d, então o volu- 


¿=f(x, y) me calculado por meio do fatiamento é dado pela integral iterada 
< y d paly) 
; o oL Volume = a f (x y) dxdy. (2) 
y c Jh(y) 
i ~ =” O fato de as integrais iteradas nas Equações 1 e 2 darem o volume que definimos 
x= 0) como a integral dupla de f sobre R é uma consequência da forma mais forte do teo- 
| rema de Fubini, a qual é exposta a seguir. 
x= h(y) 
FIGURA 15.11 O volume do sólido TEOREMA 2 — Teorema de Fubini (forma mais forte) Seja f(x, y) contí- 
mostrado aqui é nua em uma região R. 
Ex e [ro Midia 1. Se R for definida pora < x < b, g(x) < y < g,(x%), com g, e g, contínuas 
c c Jay) em [a, b], então 
a . b fg 
Para um sólido determinado, o Teorema 2 = 
diz que podemos calcular o volume como fra y) dA = / Lis f(x y dydx 
na Figura 15.10, ou da forma demonstra- R i 


da aqui. Ambos os cálculos têm o mesmo 


alan 2. Se R for definida por c < y < d, h (9) < x < h (y), com h, e h, contínuas 


em [c, d], então 


d fh(y) 
fiwa- ff f(x y) dxdy. 
A c Jh(y) 


EXEMPLO 1 Encontre o volume do prisma cuja base é o triângulo no plano xy 
delimitado pelo eixo x e pelas retas y = x e x = 1 e cujo topo está no plano 


z= f(x, y)=3-x-y. 


Solução Veja a Figura 15.12. Para qualquer x entre 0 e 1, y pode variar de y = 0 a 
y = x (Figura 15.12b). Consequentemente, 


Lx 1 y? y=X 
v- [ [6ox-yya [y -5 a 
o Jo 0 y=0 
1 2 2 3]x=1 
Le BE 
= 3x dx 1 
É (Ba PES, 
Quando a ordem de integração é invertida (Figura 15.12c), a integral para o volume é 
L pl 1 x2 x=1 
v=- [ [Goxyaa- [Eo] w 
o Jy 0 x=y 
1 2 
1 y 
= / (3 2 y=3y+ 2 + y?) dy 
0 


1 37y=1 
5 3.5 DE ds z 
- [ (5 y+3y)a= ly a| = 1. 


y=0 


As duas integrais são iguais, como deveriam ser. 
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N 


(3,0,0) 


fay) =3-x-y 


N 


(1,0,2)e 


+ s(1,1,1) 


(a) (c) 


FIGURA 15.12 (a) Prisma com base triangular no plano xy. O volume desse prisma é definido 
como uma integral dupla sobre R. Para o calcularmos como uma integral iterada, podemos 
integrar primeiro com relação a y e depois em relação a x, ou vice-versa (Exemplo 1). (b) 
Limites de integração de 


x=1 /y=x 
f Sy dd 


=0 Jy= 


Se integrarmos primeiro com relação a y, integraremos ao longo de uma reta vertical 
através de R e depois integraremos da esquerda para a direita, para incluir todas as retas 
verticais em R. (c) Limites de integração de 


y=1 /x=1 
/ f(x y) dx dy. 
y=0 Jx=y 


Se integrarmos primeiro com relação a x, integraremos ao longo de uma reta horizontal 
através de R e depois integraremos de baixo para cima, para incluir todas as retas horizon- 
tais em R. 


Embora o teorema de Fubini nos assegure que uma integral dupla pode ser cal- 
culada como uma integral iterada em qualquer ordem de integração, pode ser mais 
fácil calcular o valor de uma integral que o valor de outra. O próximo exemplo 
mostra como isso acontece. 


EXEMPLO 2 Calcule 
senx 
| Sa 
R 


onde R é o triângulo no plano xy delimitado pelo eixo x, pela reta y = x e pela reta 
x=1. 
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y 
A x=1 
1 A 
R 
> X 
0 1 
FIGURA 15.13 Região de integração do 


Exemplo 2. 


y 
A e Sai em 
1 Z y= H= x2 
Entra em 
y= [=x 
L 
x 
0 x 1 > 


Sai em 


Entra em 
y=1-x 


>x 
0 

/ Le 

O menor x O maior x 

éx=0 éx=1 


(c) 


FIGURA 15.14 Encontrando os limites de 
integração ao integrar primeiro em relação 
a y e depois em relação a x. 


Solução A região de integração é mostrada na Figura 15.13. Se integrarmos primei- 
ro em relação a y e depois em relação a x, encontramos 


1 x 1 =X 1 
L Us) a [037 Jo [sonas 
0 0 0 y=0 0 
= —cos(1) + 1 ~ 0,46. 


Se invertermos a ordem de integracáo e tentarmos calcular 


Lyra 
f| SExy, 
0 Jy 


encontraremos problemas porque J ((sen x)/x) dx não pode ser expressa em termos 
de funções elementares (não há primitivas simples). 

Não existe regra para prever que ordem de integração será a melhor em circuns- 
tâncias como essa. Se a ordem que você escolher não funcionar, tente a outra. Às 
vezes, nenhuma das ordens funciona e temos de utilizar aproximações numéricas. 


Encontrando limites de integração 


Agora, fornecemos um procedimento para encontrar limites de integração que 
se apliquem a muitas regiões no plano. Regiões mais complicadas, para as quais 
esse procedimento não funciona, podem sempre ser divididas em pedaços menores 
para os quais o procedimento funciona. 


Utilização de seções transversais verticais Quando estiver diante da avaliação de 
J j RÍ (X y) dA, com integração primeiro em relação a y e em seguida em relação a 
x, siga os três passos a seguir: 


1. Esboço. Faça um esboço da região de integração e identifique as curvas limitan- 
tes (Figura 15.14a). 


2. Encontre os limites de integração de y. Imagine uma reta vertical L, que corta R 
na direção de valores de y crescentes. Marque os valores de y onde L entra e sai 
de R. Esses são os limites de integração de y e geralmente são funções de x (em 
vez de constantes) (Figura 15.14b). 

3. Encontre os limites de integração de x. Escolha limites de integração de x que 
incluam todas as retas verticais através de R. A integral mostrada aqui (ver Fi- 
gura 15.14c) é 

1 y=V1-% 
ff soy da = fy) oy ak 


x= 
x=0 =1-x 
R y 


Utilização de seções transversais horizontais Para calcular a mesma integral du- 


pla como uma integral iterada com a ordem de integração invertida, utilize retas 
horizontais em vez de retas verticais nas etapas 2 e 3 (ver Figura 15.15). A integral é 


Ji% y) da = T t y) dx dy. 
R 


O maior y Y 


éy=1 Entra em 
xi x=1-y 
y > 
J TE 
O menor y arem 
éy=0 RS GAS 
5 T >x 


FIGURA 15.15 Encontrando os limites de 
integração ao integrar primeiro em relação 
a x e depois em relação a y. 


> X 


FIGURA 15.16 Região de integração para 
o Exemplo 3. 


y 


R=R UR, 


0 
| fra y)dA = Jhe y)dA + fio. y) dA 
R, 


R Ri 


>x 


FIGURA 15.17 A propriedade de 
aditividade para regiões retangulares é 
válida para regiões delimitadas por curvas 
lisas. 
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EXEMPLO 3 Esboce a região de integração para a integral 


2 px 
f |; x+ nara 
0 Jx 


e escreva uma integral equivalente com a ordem de integração invertida. 


Solução A região de integração é dada pelas desigualdades x? < y <2xe 0 < x < 2. 
Esta é, portanto, a região delimitada pelas curvas y = 1? e y = 2x entrex=0ex=2 
(Figura 15.16a). 

Para encontrar limites para integrar na ordem invertida, imaginamos uma reta 
horizontal passando, da esquerda para a direita, através da regiáo. Ela entra em 
x=y/2 e sai em X = Ny. Para incluirmos todas essas retas, fazemos y variar de y = 
0 a y =4 (Figura 15.16b). A integral é 


4 [Ny 
IJ (4x + 2) dx dy. 
o Jy/2 


O valor comum dessas integrais é 8. 


Propriedades de integrais duplas 


Como integrais de uma variável, integrais duplas de funções contínuas têm 
propriedades algébricas que são úteis em cálculos e aplicações. 


Se f(x, y) e g(x, y) são continuas na região limitada R, então as propriedades 
a seguir se aplicam: 


1. Múltiplo constante: m cf (x, y) dA = If f (x, y) dA (qualquer número c) 
R R 


2. Soma e diferença: 


Iso + gy) da= [ffov faxy 
R R R 


3. Dominação: 


e f/foyda=o se f(xy=0emR 
R 


w frayaz faxy se f(xy) = g(x y)emR 
R R 


4. Aditividade: |f f0% y) dA = Jio y) dA + Jio y) dA 
R Ri R2 


se R for a união de dois retângulos não sobrepostos R, e R, 


A Propriedade 4 supõe que a região de integração R é decomposta em regiões 
não sobrepostas R, e R, com limites consistindo em um número finito de segmentos 
de reta ou curvas lisas. A Figura 15.17 ilustra um exemplo dessa propriedade. 
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N 


y? 


AA 


x 


(a) 


(b) 


FIGURA 15.18 (a) Região do sólido “em 
forma de cunha” cujo volume é encontrado 
no Exemplo 4. (b) Região de integração R 
mostrando a ordem dx dy. 


Exercícios 15.2 


A ideia por trás dessas propriedades é que as integrais se comportam como 
somas. Se a função f(x, y) for substituída por seu múltiplo constante cf(x, y), então 
a soma de Riemann para f 


é substituída pela soma de Riemann para cf 
n n 
È TO Y) AA; = cÈ f Y) AAk = cS. 


Tomando limites quando n — oo mostra que c liMn_0 Sh = C MS dA e 


l|¡Mn 00 CS = Jud dA são iguais. Assim sendo, a propriedade de múltiplo cons- 
tante pode ser aplicada desde somas até integrais duplas. 

Também é fácil verificar as outras propriedades para somas de Riemann, que se 
aplicam a integrais duplas pelo mesmo motivo. Embora a discussão já dê uma ideia, 
uma prova real de que essas propriedades são verdadeiras requer uma análise mais 
cuidadosa da forma como as somas de Riemann convergem. 


EXEMPLO 4 Encontre o volume do sólido em forma de cunha que está abaixo da 
superfície z = 16 — x? — y? e acima da região R delimitada pela curva y = 2V% 
a reta y = 4x — 2 e o eixo x. 


Solução A Figura 15.18a mostra a superfície e o sólido “em forma de cunha” cujo 
volume desejamos calcular. A Figura 15.18b mostra a região de integração no plano 
xy. Se integrarmos na ordem dy dx (primeiro em relação a y e depois em relação a 
x), duas integrações serão necessárias, porque y varia entre y = 0 e y = 2WXpara O 
< x < 0,5, e então varia entre y = 4x — 2 e Y = 2VXpara 0,5 < x < 1. Dessa forma, 
escolhemos integrar na ordem dx dy, que exige somente uma integral dupla, cujos 
limites de integração estão indicados na Figura 15.18b. O volume é então calculado 
como a integral iterada: 


Jem 


(y+2)/4 
e lla (16 — x? — y?) dxdy 


me x=(y+2)/4 
A 105 y dx 
0 


x=y/4 
2 (y +2?  (y+2)y? y A 
= My +2 y+5atã 
/ Ay ) 3. 64 4 y 3-64 4 dy 
191y 63y? 145y) 49! 7 72 
a Ya 3y y SL a y - 20803 -124 
24 32 9 768 * 20 1344 |, 1680 “" 


Esboço de regiões de integração 


5.0<x<l, Esyse 


Nos Exercícios 1-8, esboce e descreva as regiões de integração. 6.1<x<é, 0O<y<Inx 


1. 0<x<3, 0<y<2x 
2. -1<x<2, x-l<y<xY 
3. 2<y<2, yp<x<4 
4. O<y<l, y<x<2y 


7.0<y<1, 0O<x<sen! y 


8.0=y=8, TE xs yY3 


Encontrando limites de integração 


Nos Exercícios 9-18, escreva a integral iterada de f fz dA sobre a 
região descrita R utilizando (a) seções transversais verticais, (b) se- 
ções transversais horizontais. 


9. 11. 


10. 12. 


>< 
<< 


13. Limitada por y = Vx y = 0ex=9 
14. Limitada por y=tgx,x=0ey=1 
15. Limitada por y=e*,y=1ex=1In 3 


16. Limitada por y = 0, x = 0, y 


ley=Inx 
17. Limitada por y=3-—2x,y=xex=0 
18. Limitada por y=x2e y=x+2 
Encontrando regióes de integracáo e integrais duplas 


Nos Exercícios 19-24, esboce a região de integração e calcule a in- 


tegral. 
2 py 
22. JJ dx dy 
1 Jy 


19. [ [reya 
23. f aras 


m fsnx 
20. f / y dy dx 
0 Jo 
In8 fIny 4 PNVX 
F 
21. / f eY dx dy jä: SV gy dx 
t: dO 1J0 2 

Nos Exercícios 25-28, integre f sobre a região dada. 
25. Quadrilátero f(x, y) = x/y sobre a região no primeiro qua- 

drante limitado pelas retas y = x, y =2x,x=1ex=2. 
26. Triângulo f(x, y) =x? + y? sobre a região triangular com 

vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 1). 


27. Triângulo f(Uv)=w-— VU sobre a regiáo triangular 
cortada do primeiro quadrante do plano uv pela reta u+ v = 1. 


28. Região curvada f(s, £) = e* In t sobre a região no primei- 
ro quadrante do plano st que está acima da curva s = In t de 
t=lat=2, 

Cada um dos Exercícios 29-32 fornece uma integral sobre uma re- 
gião em um plano de coordenadas cartesianas. Esboce a região e 
calcule a integral. 
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0 f-u 
» | f 2dpdv (o plano pv) 
—2Jv 


1/VI1-s 
30. / / Stdtds (oplanost) 
0 JO 


1/3 sect 
3L 3costdudt (o planotu) 
—m/3J0 


32 f4-2u 4 
32. / Í à a; du (o plano uv) 
0 E v 


Invertendo a ordem de integração 


Nos Exercícios 33-46, esboce a região de integração e escreva uma 
integral dupla equivalente com a ordem de integração invertida. 


33. [| ya 40. he 
s [f ao a [ [9 

35. [i Sa 42. TE add 
36. o [| "gik 
» [foo a fro 
38. Pas 45. Ee (x+ y day 


32 p9-4%2 v3 ytgly 
39. JÁ [ 16x dy dx 46. / l Vxy dx dy 
JO a o Jo 


Nos Exercícios 47-56, esboce a região de integração, inverta a or- 
dem de integração e calcule a integral. 


o [Par ape 
48. ES senxy dy dx 51. P Saa 
49. IT x2e% dx dy s [| /, arde 


1/16 [1/2 
a / dls cos (167xº) dx dy 


Slave 


55. Região quadrada ffp (y — 2x?) dA onde R é a região deli- 
mitada pelo quadrado |x| + |y| = 1. 

56. Região triangular Joy dA onde R é a região delimitada 
pelas retas y =x, y =2xex+y=2. 


S. 
E 


Volume sob uma superfície z = f (x, y) 


57. Encontre o volume de uma região delimitada superiormente 
pelo paraboloide z = x? + y? e inferiormente pelo triângulo 
delimitado pelas retas y = x, x = 0 e x + y = 2 no plano xy. 


58. Encontre o volume do sólido delimitado superiormente pelo 
cilindro z = 1? e inferiormente pela região delimitada pela pa- 
rábola y = 2 — x? e pela reta y = x no plano xy. 
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59. Encontre o volume do sólido cuja base seja a região no plano 
xy que é delimitada pela parábola y = 4 — x? e pela reta y = 3x, 
enquanto o topo do sólido é delimitado pelo plano z = x + 4. 

60. Encontre o volume do sólido no primeiro octante delimitado 
pelos planos coordenados, pelo cilindro x? + y? = 4 e pelo pla- 
noz+y=3. 


61. Encontre o volume do sólido no primeiro octante delimitado 
pelos planos coordenados, pelo plano x = 3 e pelo cilindro 
parabólico z = 4 — y?. 

62. Encontre o volume do sólido cortado do primeiro octante pela 
superfície z = 4- x? — y. 

63. Encontre o volume da cunha cortada do primeiro octante pelo 
cilindro z = 12 — 3y? e pelo plano x + y=2. 

64. Encontre o volume do sólido cortado da coluna quadrada |x| + 
ly| < 1 pelos planos z = 0 e 3x +z =3. 

65. Encontre o volume do sólido que é delimitado na frente e atrás 
pelos planos x= 2 e x= 1, nas laterais pelos cilindros y = +1/x 
e acima e abaixo pelos planos z=x+1ez=0. 


66. Encontre o volume do sólido delimitado na frente e atrás pelos 
planos x = +7/3, nas laterais pelos cilindros y = sec x, acima 
pelo cilindro z = 1 + y? e abaixo pelo plano xy. 


Nos Exercícios 67 e 68, esboce a região de integração e o sólido 
cujo volume seja dado pela integral dupla. 


elos 


V16-y? 
68. V25 — x? — y? dx 
oa y ay 


Integrais sobre regiões não limitadas 


Integrais duplas impróprias podem geralmente ser calculadas de 
maneira semelhante a integrais impróprias de uma variável. A pri- 
meira iteração das integrais impróprias a seguir é feita como se elas 
fossem integrais próprias. Avaliamos, então, uma integral imprópria 
de uma variável tomando limites apropriados, como na Seção 8.7. 
Calcule as integrais impróprias nos Exercícios 69-72 como integrais 
iteradas. 


o [Ig 
[Lo 
1 ¡y Vi 
IS 
oo oo 1 
Es LL (2 + Dy + y 


72 NA xe +2 dx dy 
0 Jo 


Aproximando integrais com somas finitas 


Nos Exercícios 73 e 74, aproxime as integrais duplas de f(x, y) so- 
bre a região R particionada pelas retas verticais dadas x = a e retas 
horizontais y = c. Em cada sub-retângulo, utilize (x,, y,) conforme 
indicado para sua aproximação. 


J f(x,y) dA = È O vd AAk 
| - 


73. f(x, y) =x + y sobre a região R delimitada acima pelo semicir- 
culo Y = VI — X?e abaixo pelo eixo x, utilizando a partição 
x =-1,-1/2, 0, 1/4, 1/2, 1e y =0, 1/2, 1 com (x y,) no canto 
inferior esquerdo no k-ésimo sub-retángulo (contanto que o 
sub-retángulo esteja dentro de R) 


74. f(x, y) =x + 2y sobre a região R dentro do círculo (x — 2)? + 
@ -3P = 1 utilizando a partição x= 1, 3/2, 2, 5/2,3 e y =2 
5/2, 3, 7/2, 4 com (x,, y,) no centro (centroide) do k-ésimo sub- 
-retángulo (contanto que o sub-retángulo esteja dentro de R) 


Teoria e exemplos 
75. Setor circular Integre f(x, y) = V 4 — x? sobre o setor me- 


nor cortado do disco x? + y? < 4 pelos raios 0 = 7/6 e 0 = 7/2. 


76. Região não limitada Integre f(x, y) = 1/[(? — My — 122] 
sobre o retângulo infinito 2 <x<00,0<y<2. 


77. Cilindro não circular Um cilindro sólido reto (não circular) 
tem sua base R no plano xy e é delimitado superiormente pelo 
paraboloide z = x? + y?. O volume do cilindro é 


1 yy 2 -y 
= El Le + y?) dx dy + ER (2 + y?) dxdy. 
0 Jo 1 JO 


Esboce a regiáo da base de R e expresse o volume do cilindro 
como uma única integral iterada com a ordem de integração in- 
vertida. Em seguida, calcule a integral para encontrar o volume. 


78. Convertendo em uma integral dupla Calcule a integral 
2 
f (tg trx- tg 1x) dx 
o 


(Sugestão: escreva o integrando como uma integral.) 


79. Maximizando uma integral dupla Que região R no plano 
xy maximiza o valor de 


Jfa-2- aña 
R 


Justifique sua resposta. 


80. Minimizando uma integral dupla Que região R no plano 
xy minimiza o valor de 


ee 


Justifique sua resposta. 


y? — 9) da? 


81. É possível calcular a integral de uma função contínua f(x, y) 
sobre uma regiáo retangular no plano xy e obter respostas di- 
ferentes dependendo da ordem de integração? Justifique sua 
resposta. 

82. Como você calcularia a integral dupla de uma função contínua 
f(x, y) sobre a região R no plano xy delimitada pelo triángulo 
com vértices (0, 1), (2, 0) e (1, 2)? Justifique sua resposta. 


83. Região não limitada Prove que 


| y- imf fie -Y dx dy 
dera) 
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84. Integral dupla imprópria Calcule a integral imprópria Utilize o avaliador de integral dupla de um SAC para encontrar as 


173 x2 
hh y cod 


USO DO COMPUTADOR 


Utilize o avaliador de integral dupla de um SAC para determinar os 3/9 > 
valores das integrais nos Exercícios 85-88. 90. / ¡A xcos (y^) dy dx 


85 


86 


87 


88 


3 [x 
1 
É 5 dy dx 
[Pa 
171 
El e CH) dy ox 
o Jo 
171 
[aa 
o Jo 


"1 1 
z / 3V1- xX? — y? dy dx 
-1J0 


integrais nos Exercícios 89-94. Em seguida, inverta a ordem da in- 
tegração e calcule novamente, utilizando um SAC. 


1/4 E 
89. Ll e* dx dy 
0 J2y 


2 4/2 
91. 1 (y — xy?) dx dy 
o Jy 
2 py 
» ff e” dx dy 
o Jo 
2 px 1 
n [20 


94 


2/8 
1 

i —=—= dx 

n Vx? + y? ~ 


15.3 Área por integração dupla 


Nesta seção, mostraremos como utilizar integrais duplas para calcular as áreas de 
regiões limitadas no plano e para encontrar o valor médio de uma função de duas variáveis. 


Áreas de regiões limitadas no plano 


Se tomarmos f(x, y) = 1 na definição da integral dupla sobre uma região R na 
seção anterior, as somas de Riemann se reduzem a 


S= Y f% Y) AM = Y AM. (1) 
k=1 k=1 


Esta é simplesmente a soma das áreas dos pequenos retângulos na partição de 
R, e se aproxima do que gostaríamos de chamar de área de R. Como a norma de uma 
partição de R se aproxima de zero, a altura e a largura de todos os retângulos na par- 
tição se aproximam de zero e a cobertura de R vai ficando cada vez mais completa 
(Figura 15.8). Definimos a área de R como sendo o limite 


pio 24 SM i id (2) 


DEFINIÇÃO A área de uma região plana fechada e limitada R é 
A= I dA. 
R 


Assim como as outras definições neste capítulo, a definição aqui se aplica a 
uma variedade maior de regiões do que a definição de área por uma variável ante- 
rior, entretanto concorda com a definição anterior sobre regiões às quais ambas se 
aplicam. Para avaliar a integral na definição de área, integramos a função constante 
f(x,y) = 1 sobre R. 


EXEMPLO 1 Encontre a área da região R limitada por y = x e y = x? no primeiro 
quadrante. 
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FIGURA 15.19 Região no Exemplo 1. 


0 
(b) 


FIGURA 15.20 O cálculo dessa área 
necessita de (a) duas integrais duplas se 
a primeira integração for com relação 
a x, mas (b) somente uma se a primeira 


integração for com relação a y (Exemplo 2). 


Solução Esboçamos a região (Figura 15.19), observando onde as duas curvas apre- 
sentam interseção na origem e (1, 1), e calculamos a área como 


06 LO 


él 1 
- [oa 5 S-i 


Observe que a integral de uma variável / i («—x?) dx, obtida da avaliação da integral 
iterada interna, é a integral para a área entre essas duas curvas, utilizando o método 
da Seção 5.6. 


EXEMPLO 2 Encontre a área da região R limitada pela parábola y = x? e a reta 
y=x+2, 


Solução Se dividirmos R nas regiões R, e R, mostradas na Figura 15.20a, podemos 
calcular a área como 


1/Vy 4 Vy 
-fas ffa] dy | dxdy. 
o J-Vy 1 Jy-2 
Ri R2 
Por outro lado, invertendo a ordem de integração (Figura 15.20b), temos 


0 [foo 


Esse segundo resultado, que exige somente uma integral, é mais simples e é o único 
que nos daríamos ao trabalho de escrever na prática. A área é 


2 2 
a y dx = [020 - HE 5| > 
-1 2 1 


Valor médio 


O valor médio de uma função integrável de uma variável em um intervalo 
fechado é a integral da função sobre o intervalo, dividido pelo comprimento do 
intervalo. Para uma função integrável de duas variáveis definida em uma região 
limitada no plano, o valor médio é a integral sobre a região, dividida pela área da 
região. Podemos visualizar esse procedimento imaginando que a função nos dá 
a altura em dado instante de um pouco de água balançando dentro de um tanque 
cujas paredes verticais delimitam as fronteiras da região. A altura média da água 
no tanque pode ser encontrada deixando que a água se estabilize em uma altura 
constante. Dessa forma, a altura é igual ao volume de água no tanque dividido 
pela área de R. Somos levados a definir o valor médio de uma função integrável f 
sobre uma região R conforme segue: 


Fai o 1 
Valor médio de f sobre R = ad I f dA. (3) 
R 


Se f é a temperatura de uma placa fina cobrindo R, então a integral dupla de 
f sobre R dividida pela área de R é a temperatura média da placa. Se f(x, y) é a 
distância entre o ponto (x, y) e o ponto fixo P, então o valor médio de f sobre R é 
a distância média de pontos em R a partir de P. 
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EXEMPLO 3 Encontre o valor médio de f(x, y) = x cos xy sobre o retângulo 
R:0<x<r,0<y<l. 


Solucáo O valor da integral de f sobre R é 


q fl T y=1 = 
/ / xy aye [ sem dx ES 
o Jo 0 2 


0 


= [ix 0) x= cos =1+1=2 
0 0 


A área de R é 7. O valor médio de f sobre R é 2/7. 


Exercícios 15.3 


Área por integrais duplas 


Nos Exercícios 1-12, esboce a região delimitada pelas retas e curvas 
dadas. Em seguida, expresse a área da região como uma integral 
dupla iterada e calcule a integral. 

1. Os eixos coordenados e a reta x + y =2. 
As retas x= 0, y =2xey=4. 


A parábola x = —y? 


earetay=x>+2. 
A parábola x = y — y? e a reta y = —x. 


A curva y = æ e as retas y = 0,x=0ex=ln2. 


wo 2 9 


As curvas y =Inxey=2lnxea reta x = e, no primeiro qua- 
drante. 


7. As parábolas x = y? e x = 2y -— y?. 

8. As parábolas x = y? — 1 e x= 2y? — 2. 

9. As retas y =x, y =x/3 ey=2. 

10. As retas y= 1 -x e y=2 ea curva y = æ. 


11. As retas y = 2x, y = x/2 e y= 3 - x. 


12. As retas y=x-—2 e y= -x e a curva Y = Vx 


Identificando a regiáo de integracáo 


As integrais e somas de integrais nos Exercícios 13-18 fornecem 
as áreas das regiões no plano xy. Esboce cada região, marque cada 
curva limitante com sua equação e forneça as coordenadas dos pon- 
tos onde as curvas apresentam intersegáo. Em seguida, encontre a 


área da regiáo. 
6 f2y m/4 [COSX 
13. / dx dy 15. I dy dx 
0 senx 


0 Jy)3 
3 px(2-x) 2 py+2 
14. LJ dy dx 16. f dx dy 
o J-x Jay 
0 flex 2 plix 
a [gar [ga 
=1/—2x 0 J-x/2 


2 ro 4 px 
0 JxX-—4 o Jo 


Encontrando valores médios 


19. Encontre o valor médio de f(x, y) = sen (x + y) sobre: 

0<y<r. 

0 <y < T/2. 

20. O que você acha que será maior, o valor médio de f(x, y) = xy 
sobre o quadrado 0 < x < 1, 0 < y < 1, ou o valor médio de 
f sobre o quarto de círculo x? + y? < 1 no primeiro quadrante? 
Calcule-os para descobrir. 


a. o retângulo 0 <x < 7, 
b. o retângulo O < x < 7, 


21. Encontre a altura média do paraboloide z = x? + y? sobre o 
quadrado 0 <x <2, 0<y<2. 

22. Encontre o valor médio de f(x, y) = 1/(xy) sobre o quadrado 
In2<x<2In2,In2<y<2In2. 


Teoria e exemplos 


23. População de bactérias Se f(x, y) = (10.000>%/(1 + |x|/2) 
representa a “densidade populacional” de certo tipo de bac- 
téria no plano xy, onde x e y sáo medidos em centímetros, 
encontre a população total de bactérias dentro do retângulo 
-5<x<5e-2<y<0. 

24. População regional Se f(x, y) = 100 (y + 1) representa a 
densidade populacional de uma regiáo plana na Terra, onde x 
e y sáo medidos em milhas, encontre o número de pessoas na 
região delimitada pelas curvas x= y? e x= 2y — y?. 

25. Temperatura média no Texas De acordo com o Texas Al- 
manac, o Texas tem 254 condados e uma estação do Serviço 
Nacional de Meteorologia em cada um deles. Considere que, 
no instante f}, cada uma das 254 estações meteorológicas te- 
nha registrado a temperatura local. Encontre uma fórmula que 
daria uma aproximação razoável para a temperatura média no 
Texas no instante f,. Sua resposta deve envolver informações 
provavelmente disponíveis no Texas Almanac. 


26. Se y = f(x) é uma função contínua não negativa sobre um in- 
tervalo fechado a < x < b, mostre que a definição de integral 
dupla da área para a região plana fechada delimitada pelo grá- 
fico de f, as retas verticais x = a ex = b e o eixo x concorda 
com a definição para a área abaixo da curva na Seção 5.3. 
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15.4 


Integrais duplas na forma polar 


As integrais, algumas vezes, são mais fáceis de calcular se mudarmos para 
coordenadas polares. Esta seção mostra como realizar a mudança e como calcular 
integrais sobre regiões cujas fronteiras sejam dadas por equações polares. 


Integrais em coordenadas polares 


Quando definimos a integral dupla de uma função sobre uma região R no plano 
xy, começamos cortando R em retângulos cujos lados são paralelos aos eixos coor- 
denados. Esses eram os formatos naturais para usar, porque seus lados têm valores 
constantes de x ou y. Em coordenadas polares, o formato natural é um “retângulo 
polar” cujos lados têm valores constantes de r e 0. 

Suponha que uma função f(r, 6) seja definida sobre uma região R que é delimi- 
tada pelos raios O = a e 0 = B e pelas curvas contínuas r = g (0) e r = g,(0). Suponha 
também que 0 < g,(0) < g,(0) < a para todo valor de 0 entre œ e B. Então R está 
em uma região com formato de leque O definida pelas desigualdades O < r < a e 
œ < 0 < P. Ver Figura 15.21. 


>0=0 


0=7 


FIGURA 15.21 A região R: g,(0) < r < g,(0), a < 0 < B, está contida na região em 
formato de leque Q: 0 <r < a, œ < 0 < B. A partição de O por arcos circulares e raios 
induz uma partição de R. 


Cobrimos Q por uma grade de arcos circulares e raios. Os arcos são cortados 
a partir de circunferências centradas na origem, com raios Ar, 2Ar, ..., mAr, onde 
Ar = a/m. Os raios são dados por 


0=a, 0=a+A0, 0=a+240, ..., 0=a+m'A0=pB, 


onde AO = (B — a)/m'. Os arcos e os raios dividem O em pequenos pedaços chama- 
dos “retângulos polares”. 

Enumeramos os retângulos polares que estão dentro de R (a ordem não im- 
porta), denominando suas áreas A4,, A4,,..., A4,. Seja (r, 0,) qualquer ponto no 
retângulo polar cuja área é A4,. Então, formamos a soma 


S = 24 $ (1 0) AA 


Se f for contínua em R, essa soma se aproximará de um limite conforme refinarmos 
a grade para fazer Ar e A0 tenderem a zero. O limite é denominado integral dupla 
de f sobre R. Em símbolos, 


dim Sh = Jie 0) dA. 
R 


Setor maior 


FIGURA 15.22 A observação de que 
área do área do 
Apis E del o e enor) 


nos leva à fórmula A4, = 7, Ar A0. 


2 x+ y=4 
=/0: 
> X 
0 
(a) 
y 
^ Saiemr=2 
L 
2 
R 
rsen0 = y =V2 
ou 
r =V2 cossec 0 Entra em r = V2 cossec 0 
0 
> Xx 
0 
(b) 
y 
A 


(c) 


FIGURA 15.23 Encontrando os limites de 
integração em coordenadas polares. 
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Para avaliar esse limite, primeiro temos de escrever a soma S, de forma que 
expresse A4, em termos de Ar e A6. Para facilitar, escolhemos r, como a média dos 
raios dos arcos interno e externo delimitando o k-ésimo retângulo polar A4,. O raio 
do arco interno delimitando A4, é então r, — (Ar/2) (Figura 15.22). O raio do arco 
externo é r,+ (Ar/2). 

A área do setor em formato de cunha de uma circunferência tendo raio r e 
ângulo 0 é 


como pode ser visto pela multiplicação de 777º, a área da circunferência, por 0/27, a 
fração da área da circunferência contida no setor. Assim sendo, as áreas dos setores 
circulares subentendidos por esses arcos na origem são 


2 
mis o abr 
Raio interno: > (n 2 ) A0 


: . 1 Ar 
Raio externo: > (r + 2 y AO. 


Portanto, 


AA, = área do setor maior — área do setor menor 


A E À 
= AL (ne ar) (n Ar) | = a (2rk Ar) = rk Ar A9. 


Combinando esse resultado com a soma que define S,, temos 


S = S fra Or Ar A6. 
E1 


A medida que n — oo e os valores de Ar e A0 se aproximam de zero, essas somas 
convergem para a integral dupla 


dim Sh = Jie 9) r dr do. 
R 


Uma versão do teorema de Fubini diz que o limite aproximado por essas somas 
pode ser calculado por repetidas integrações s com relação a r e 0 como 


fiecon- f Ta ar 
0 Jr= 
R 


Encontrando limites de integracáo 


O procedimento para encontrar limites de integração em coordenadas retangu- 
lares também funciona para coordenadas polares. Para calcular IA f(r, 0) dA sobre 
uma região R em coordenadas polares, integrando primeiro com relação a r e em 
seguida com relação a 6, siga os passos a seguir. 


1. Esboço. Faça um esboço da região e identifique as curvas limitantes (Figura 
15.23). 


2. Encontre os limites de integração de r. Suponha um raio L a partir da origem 
cortando R no sentido de r crescente. Marque os valores de r onde L entra e sai 
de R. Esses são os limites de integração de r. Eles geralmente dependem do 
ângulo 6 que L forma com o eixo x positivo (Figura 15.23b). 


3. Encontre os limites de integração de 0. Encontre o menor e o maior valor de 
0 que delimitam R. Esses são os limites de integração de 0 (Figura 15.23c). A 
integral iterada polar é 


1/2 
fre 0) dA = [7 
0=11/4 


r, 0) r dr do. 
aÃ 


316 Cálculo 


r= l + cos0 


/ 
q=-FT Entra  Saiem 
2 em r=1+cos0 
p=! 


FIGURA 15.24 Encontrando os limites de 
integração em coordenadas polares para a 
região no Exemplo 1. 


| Diferencial de área em coordenadas 
polares 


dA =r dr de 
y Sai em 
A = r=V4 cos 20 
a 


i 


Entra em os r? = 4 cos 20 
r=0 


FIGURA 15.25 Para integrar sobre a 
região sombreada, variamos r entre 0 e 


V4cos 29 e 6 entre 0 e 7/4 (Exemplo 2). 


EXEMPLO 1 Encontre os limites de integração para a integração de f(r, 0) sobre 
a região R que está dentro da cardioide r = 1 + cos 0 e fora da circunferência r = 1. 


Solução 
1. Primeiro esboçamos a região e identificamos as curvas limitantes (Figura 15.24). 


2. Em seguida, encontramos os limites de integração de r. Um raio típico a partir 
da origem entra em R onde r = 1 e sai onde r = 1 + cos 0. 


3. Por fim, encontramos os limites de integração de 6. Os raios a partir da origem 
que apresentam interseção com R variam de 0 = —7/2 a 0 = 7/2. A integral é 


1/2 fp 14+c050 
f / f(r, 0) r dr do. 
1/2 J1 


Se f(r, 0) é a função constante cujo valor é 1, então a integral de f sobre R é a 
área de R. 


Área em coordenadas polares 


A área de uma região fechada e limitada R no plano de coordenadas polares é 
A= If r dr do. 
R 


Essa fórmula para a área é consistente com todas as fórmulas anteriores, embo- 
ra não provemos esse fato. 


EXEMPLO 2 Encontre a área delimitada pela lemniscata 7? = 4 cos 20. 


Solução Representamos graficamente a lemniscata para determinar os limites de 
integração (Figura 15.25) e vemos a partir da simetria da região que a área total é 4 
vezes a área da porção no primeiro quadrante. 


m/4 PN 4c0s20 7/4 r2 r= V 4cos 20 
a=af I raro = af 5 dg 
0 0 0 r=0 


1/4 


7/4 
= / 200520 do = asena | =A, 
0 0 


Mudando integrais cartesianas para integrais polares 


O procedimento para mudar uma integral cartesiana I f(x, y) dx dy para uma 
integral polar é composto por dois passos. Primeiro, substitua x = r cos O e y = r sen 
0 e troque dx dy por r dr dê na integral cartesiana. Em seguida, estabeleça os limites 
polares de integração para a fronteira de R. A integral cartesiana então se torna 


Ji% y) dx dy = ff ieo rseng) r dr do, 
G 


R 


onde G denota a mesma região de integração agora descrita em coordenadas pola- 
res. Isso é igual ao método da substituição no Capítulo 5, exceto que agora temos 
duas variáveis para substituir, em vez de uma. Observe que a diferencial de área 
dx dy não é substituída por dr d0, e sim por r dr d0. Uma discussão mais geral sobre 
mudanças de variáveis (substituições) em integrais múltiplas será apresentada na 
Seção 15.8. 


9=0 
> 


x 


-1 0 1 


FIGURA 15.26 A região semicircular no 
Exemplo 3 é a regiáo 
0<r<l, 0<0<m. 


FIGURA 15.27 Região sólida no Exemplo 5. 
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EXEMPLO 3 Avalie 


peras 


onde R é a região semicircular limitada pelo eixo x e a curva Y = V 1 — x (Figura 
15.26). 


Solução Em coordenadas cartesianas, a integral em questão é uma integral não ele- 
mentar e não existe maneira direta de integrar e*?2 com relação a x ou y. Ainda assim, 
essa integral e outras semelhantes são importantes na matemática — em estatística, por 
exemplo — e precisamos encontrar uma maneira de calculá-la. As coordenadas polares 
servem como uma luva para isso. Substituindo x = r cos 6, y =r sen 0 e trocando 
dy dx por r dr d0 podemos calcular a integral como 


q fl T 1 
eras Ef raro [ hel do 
E o Jo 0 0 


“a T 
-f 5(€ 1) de = 5 (e 1). 


O r emr dr do era justamente o que precisávamos para integrar e'?. Sem isso, não 
poderíamos encontrar uma antiderivada para a primeira (mais interna) integral iterada. 


EXEMPLO 4 Avalie a integral 


1 V1-x2 
El oÊ + y?) dy 
0 0 


Solução A integração com relação a y nos dá 


1 (1 - 232 
f (2 1- x + Ea 


uma integral difícil de calcular sem tabelas. 
As coisas ficam mais fáceis se trocarmos a integral original por coordenadas 
polares. A região de integração em coordenadas cartesianas é dada pelas desigual- 


dades 0 £ y£ V1- X e0<x<l1,0 que corresponde ao interior do quarto de 
circunferência unitário x? + y? = 1 no primeiro quadrante (ver Figura 15.26, primeiro 
quadrante). Substituindo as coordenadas polares x = r cos 0, y =r sen 0, 0 < 0 < 7/2 
e0 <r < l e trocando dx dy por r dr d0 na integral dupla, temos 


1 pV1-x 7/2 f1 
| / (x? + y”) dy dx = J (r?) r dr do 
Jo Jo Jo 0 


_ m HRE E Fr 1 djs PS 
0 4 Jr=o o 4 8 
Por que a transformação em coordenadas polares é tão eficaz aqui? Um dos motivos 


é que x? + y? é simplificada para r?. Outro motivo é que os limites de integração se 
tornam constantes. 


EXEMPLO 5 Encontre o volume da região sólida delimitada superiormente pelo 
paraboloide z = 9 — x? — y? e inferiormente pela circunferência unitária no plano xy. 


Solução A região de integração R é a circunferência unitária x? + y? = 1, que é des- 
crita em coordenadas polares por r = 1,0 < 0 < 27. A região sólida é mostrada na 
Figura 15.27. O volume é dado pela integral dupla 
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27 fl 
Jfo-*=ve-/ [o-raraw 
o Jo 
R 


27 

-[ [emas 
= 95, 1 o do 
E g 4" r=0 


17 17r 
=a p= 


EXEMPLO 6 Utilizando a integração polar, encontre a área da região R no plano 
xy delimitada pela circunferência x? + y? + 4, superiormente pela reta y = 1 e infe- 


riormente pela reta V3x 


sendo, a integral iterada para a área nos dá 


/3 
FIGURA 15.28 Região R no Exemplo 6. ff die L L o 
cossec 9 
7/3 r=2 
Lili 
7/6 r= cossec 


11/3 


-f ija- cossec? 9] do 
a 


1/3 
L 49 + cotgo] 16 


2 
1 
2(3 "48 


Exercícios 15.4 


OS 


Solução Um esboço da região R é mostrado na Figura 15.28. Primeiro, observamos 
que a reta y = V3x possui coeficiente angular V3 = tg 0, portanto 0 = 7/3. Em se- 
guida, observamos que a reta y = 1 apresenta interseção com a circunferência x? + 
y?=4 quando x? + 1 = 4, ou x = V3. Além disso, a reta radial que vai da origem até 
o ponto (V3, 1) possui coeficiente angular 1/N/3 = tg 0, fornecendo seu ángulo de 
inclinação como 6 = 7/6. Essas informações são exibidas na Figura 15.28. 

Agora, para a região R, à medida que 0 varia entre 7/6 e 7/3, a coordenada 
polar r varia entre a reta horizontal y = 1 e a circunferência x? + y? = 4. Substituindo 
r sen 6 por y na equação pela reta horizontal, temos r sen 6 = 1, ou r = cossec 6, que 
é a equação polar da reta. A equação polar para a circunferência é r = 2. Assim, em 
coordenadas polares, para 7/6 < 0 < 7/3, r varia entre r = cossec 0 e r = 2. Assim 


Regiões em coordenadas polares 
Nos Exercícios 1-8, descreva a região dada em coordenadas polares. 
1; 2. 3. 4. 


y y 


1 
> Xx > Xx 
> | 


> X 


5 6 
y y 
A A 
2bh== 
2 
N 0 1 > > X 
>x 
0 1 2V3 
2- 


7. A região delimitada pela circunferência x? + y? = 2x. 
8. A região delimitada pela semicircunferência x? + y? = 2y, y > 0. 


Calculando integrais polares 


Nos Exercicios 9-22, substitua a integral cartesiana por uma integral 
equivalente. Em seguida, calcule a integral polar. 


1 ¡VR 6 py 
o | dy dx 13. o x dx dy 
0 0 


16. Fr 
a o ura Y vala O 
" -1 J-V1-xX¥ 1 + Vx? + y? 


v1-x2 
e fi Las Z (1 + x? are 
19. TI MODA EP 


» fS mo + y? + 1) dxdy 
Ml 
o (o 


Nos Exercícios 23-26, esboce a região de integração e converta cada 
uma das integrais polares ou soma de integrais a uma integral carte- 
siana ou soma de integrais. Não calcule as integrais. 


1/2 1 
23. / / r3seng cos 6 dr do 


7/2 pcosseco 
a f / r? cos 8 dr de 
1 


1/4 2 sec 0 
25, f / róser? 6 dr de 
JO 


tgi /3sec0 1/2 4 cosseco 
25 | f r CEES ./ r” dr de 
0 tg? 


(+ Y) dydx 


Ya 
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Área em coordenadas polares 


27. Encontre a área da região cortada do primeiro quadrante pela 
curva r = 2(2 — sen 20)!?. 

28. Cardioide sobrepondo-se a uma circunferência Encontre 
a área da região que está dentro da cardioide r = 1 + cos 0 e 
fora da circunferência r = 1. 

29. Uma pétala de rosa Encontre a área delimitada por uma pé- 
tala da rosa r = 12 cos 36. 

30. Concha de caracol Encontre a área da região delimitada 
pelo eixo x positivo e a espiral r = 40/3, 0 < 0 < 27. A região 
se assemelha a uma concha de caracol. 

31. Cardioide no primeiro quadrante Encontre a área 
da região cortada do primeiro quadrante pela cardioide 
r=1+sen 6. 

32. Cardioides sobrepostas Encontre a área da região comum 
aos interiores das cardioidesr = 1 + cos 0 e r = 1 — cos 0. 


Valores médios 


Em coordenadas polares, o valor médio de uma função sobre uma 
região R (Seção 15.3) é dado por 


1 
Área(R) fio. 0) r dr do. 
R 


33. Altura média de um hemisfério Encontre a altura média da 
superfície hemisférica z = Va? — x? — y? acima do disco 
xX? + y? < a? no plano xy. 

34. Altura média de um cone Encontre a altura média do cone 
(simples) z = Vx? + y?acima do disco x? + y? < a? no plano xy. 

35. Distância média entre o interior do disco e o centro Encontre 
a distância média entre um ponto P(x, y) no disco x? + y? < a? 
e a origem. 

36. Distáncia média quadrática entre um ponto em um disco e 
um ponto em sua fronteira Encontre o valor médio do qua- 
drado da distância entre o ponto P(x, y) no disco x? +y? <1eo 
ponto de fronteira A(1, 0). 


Teoria e exemplos 


37. Convertendo em uma integral polar Integre f(x, y) = 
[n (2+ y VX + y? sobre a região 1 < x? +y? < e. 

38. Convertendo em uma integral polar Integre f(x, y) = 
[In (+? + y3)1/0? + y?) sobre a região 1 < x? +y? < e2, 

39. Volume de um cilindro reto não circular A região dentro 
da cardioide r = 1 + cos 0 e fora da circunferência r = 1 é a 
base de um cilindro sólido reto. O topo do cilindro está no 
plano z = x. Encontre o volume do cilindro. 

40. Volume de um cilindro reto não circular A região deli- 
mitada pela lemniscata 7? = 2 cos 20 é a base de um cilindro 
sólido reto cujo topo é delimitado pela esfera zZ = V 2 — e. 
Encontre o volume do cilindro. 

41. Convertendo em integrais polares 
a. E maneira usual de calcular a integral imprópria 

=h e% dxé primeiro calcular seu quadrado: 


(aL a) [faros 


Avalie a última integral utilizando coordenadas polares e 
resolvendo a equacáo resultante para /. 
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b. Calcule 46. Área Suponha que a área de uma região no plano de coor- 
denadas polares seja 
O da 
lim erf(x) = im f at 37/4 y2sen0 
X— 00 x>00)0 Vr A = / rdr do. 
m/4 Jcosseco 


42. Convertendo em uma integral polar Calcule a integral a ; 
Esboce a região e encontre sua área. 


e SU USO DO COMPUTADOR 
/ n (1+x+ pa 


Nos Exercícios 47-50, utilize um SAC para mudar as integrais carte- 
sianas para uma integral polar equivalente e calcular a integral polar. 

43. Existência Integre a função f(x, y) = 1/(1 — x? — y?) sobre o Realize as etapas a seguir em cada exercício. 
disco x? + y? < 3/4. A integral de f(x, y) sobre o disco x? + y? 


: a a. Represente graficamente a região cartesiana de integração 
< 1 existe? Justifique sua resposta. 


no plano xy. 
44. Fórmula da área em coordenadas polares Utilize a inte- b. Troque cada curva-limite da região cartesiana no item (a) 
gral dupla em coordenadas polares para deduzir a fórmula por sua representação polar, resolvendo sua equação carte- 
84 siana para r e 6. 
A= f 57°% c. Utilizando os resultados do item (b), represente grafica- 
j mente a região polar de integração no plano r6. 

para a área da região em formato de leque entre a origem e a d. Mude o integrando de coordenadas cartesianas para po- 
curva polar r = f(0), a < 0 < B. lares. Determine os limites de integração a partir de seu 


gráfico no item (c) e calcule a integral polar utilizando a 


45. Distância média a um determinado ponto dentro de um f E 
P ferramenta de integração do SAC. 


disco Seja P, um ponto dentro de uma circunferência de raio 
a e h a distância entre P) e o centro da circunferência. Seja 1/1 y 1 yy3 y 
da distáncia sun um ponto arbitrário Paté Pù Encontre o 47. f / PE dy dx 49. f / Ve dx dy 
valor médio de d? sobre a regiáo delimitada pela circunferén- YX 0JyBNVX+y 

cia. (Sugestáo: simplifique seu trabalho colocando o centro da 


1 yx2 i p- 
X y 
circunferência na origem e P, no eixo x.) 48. f T 2 + y dy dx 50. f Vx + ydxdy 
y 


q 


1 5 5 Integrais triplas em coordenadas retangulares 


Assim como as integrais duplas nos permitem lidar com situações mais gerais 
do que utilizando integrais simples, as integrais triplas nos permitem resolver pro- 
blemas ainda mais gerais. Utilizamos integrais triplas para calcular os volumes de 
formas tridimensionais e o valor médio de uma função sobre uma região tridimen- 
sional. As integrais triplas também surgem no estudo de campos vetoriais e escoa- 
mento de fluidos em três dimensões, conforme veremos no Capítulo 16. 


—> mn 


Integrais triplas 


r E Se F(x, y, z) é uma função definida em uma região D fechada e limitada no 
espaço, como a região ocupada por uma bola sólida ou uma pelota de argila, então a 
integral de F sobre D pode ser definida da maneira a seguir. Particionamos uma re- 


D » J É gião em formato de caixa retangular contendo D em pequenas células retangulares 
¿E por planos paralelos aos eixos coordenados (Figura 15.29). Enumeramos as células 
Ayy que estão completamente dentro de D de 1 até n em alguma ordem, a k-ésima célula 
PA tendo dimensões Ax, por Ay, por Az, e volume AV, = Ax,Ay,Az,. Escolhemos um 
E y ponto (x,, Y; 7,) em cada célula e formamos a soma 
n 
FIGURA 15.29 - Particionando um sólido Sn = 2 EQ Yk Z) AVe (1) 


com células retangulares de volume AV, . 
Estamos interessados no que acontece à medida que D é particionada em célu- 
las cada vez menores, de forma que Ax,, Ay,, Az, e a norma de partição |||], o maior 
valor entre Ax,, Ay,, Az,, se aproximam de zero. Quando um valor-limite único é 
alcançado, não importa como as partições e pontos (x, y,» Z,) são escolhidos, dize- 
mos que F é integrável sobre D. Assim como anteriormente, podemos mostrar que 
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quando F é contínua e a superfície limitante de D é formada por um número finito 
de superfícies lisas ligadas ao longo de um número finito de curvas lisas, então F 
é integrável. Conforme ||P|| — 0 e o número de células n tende a oo, as somas S,, se 
aproximam de um limite. Chamamos esse limite a integral tripla de F sobre D e 
escrevemos 


tim so = fff y, z) dV ou lim S= fff rox y, z) dx dy dz 
D D 


As regiões D sobre as quais funções contínuas são integráveis são aquelas tendo 
fronteiras “razoavelmente lisas”. 


Volume de uma região no espaço 


Se F é a função constante cujo valor é 1, então as somas na Equação 1 são 
reduzidas para 


Sn = 5 FO Yk 2) AVk = X1 AV, = S AVe 


A medida que Ax,, Ay, e Az, se aproximam de zero, as células AV, se tornam meno- 
res e mais numerosas e preenchem D cada vez mais. Portanto, definimos o volume 
de D como sendo a integral tripla 


n 
lim S av= // av. 
n=00 k=1 e 


DEFINIÇÃO O volume de uma região D fechada e limitada no espaço é 
y= 1) dv. 
D 


Essa definição está de acordo com nossas definições anteriores de volume, embora 
omitindo a verificação desse fato. Como veremos logo a seguir, essa integral nos 
permite calcular os volumes de sólidos delimitados por superfícies curvas. 


Encontrando limites de integração na ordem dz dy dx 


Avaliamos uma integral tripla aplicando uma versão tridimensional do teorema 
de Fubini (Seção 15.2), para avaliá-la por três integrações simples repetidas. Assim 
como para as integrais duplas, existe um procedimento geométrico para encontrar 
os limites de integração para essas integrais simples. 


Para calcular 
il F(x, y, z) V 
D 


sobre uma região D, integramos primeiro com relação a z, em seguida com relação 
a y e, por fim, com relação a x. (Você pode escolher uma ordem diferente de inte- 
gração, mas o procedimento é semelhante, conforme ilustramos no Exemplo 2.) 

1. Esboço. Faça um esboço da região D juntamente com sua “sombra” R (projeção 


vertical) no plano xy. Identifique as superfícies limitantes superior e inferior de 
D e as curvas limitantes superior e inferior de R. 


322 Cálculo 


z = hx, y) 


2. Encontre os limites de integração de z. Desenhe uma reta M passando por um 
ponto tipico (x, y) em R paralela ao eixo z. A medida que z cresce, M entra em 
Demz= f,(x, y) e sai em z = f(x,y). Esses são os limites de integração de z. 


Sai em 


z = f(x,y) 


Entra em 


z= f10% y) 


y = gx) 


(x, y) 


3. Encontre os limites de integração de y. Desenhe uma reta L passando por (x, y) 
paralela ao eixo y. A medida que y cresce, L entra em R em y = g,(x) e sai em 
y = g(x). Esses são os limites de integração de y. 


Entra em 
y = 8100) 
a 


a 


Sai em 
y = 82) 
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4. Encontre os limites de integração de x. Escolha limites de x que incluam todas as 
retas passando por R paralelas ao eixo y (x = a e x = b na figura anterior). Esses 
são os limites de integração de x. A integral é 


y=920) fz=f2x% ee 
L T Ea F(x% y, 2) de dy dx 
x=a Jy=g1%) Jz=f1(Xx y) 


Siga procedimentos semelhantes se você trocar a ordem de integração. A “som- 
bra” da região D está no plano das duas últimas variáveis em relação às quais a 
integração iterada é realizada. 


O procedimento anterior se aplica sempre que uma região sólida D é delimitada 
superior e inferiormente por uma superfície, e quando a região “sombra” R é deli- 
mitada por uma curva inferior e superior. Esse procedimento não se aplica a regiões 
contendo orifícios muito complexos, ainda que algumas vezes tais regiões possam 
ser subdivididas em regiões mais simples para as quais o procedimento se aplica. 


EXEMPLO 1 Encontre o volume da região D delimitada pelas superfícies z = x? + 3y? 
ez=8-x-y, 


Solução O volume é 


v- dz dy dx 


a integral de F(x, y, z) = 1 sobre D. Para encontrar os limites de integração para 
o cálculo da integral, primeiro esbogamos a regiáo. As superfícies (Figura 15.30) 
apresentam interseção no cilindro elíptico x? + 3y?=8—x?—y? 0u1?+2y?=4,2>0. 
A fronteira da região R, a projeção de D sobre o plano xy, é uma elipse com a mesma 
equação: x? + 2y? = 4. A fronteira “superior” de Ré a curva y = V(4 — x2)/2. A 
fronteira inferior é a curva y = — V(4 — x2)/2. 

Agora, encontramos os limites de integração de z. A reta M passando por um 
ponto típico (x, y) em R paralela ao eixo z entra em D em z = x? + 3y? e sai em z = 
8-2-y. 


M Zz 
Sai em 
=8-x2—y? 
z=8-x2— y? 
Curva de intersegáo 
D 
e 
= 2,0,4) 
| 
| 
Jy 2 
2,0,4)? z=x" + 3y 
Entra em 
E 2 
z=x*+3y E 
Entra em = (-2,0,0) 
y=V(4-x3y2 — 4 Lad 
Ea Das 
— ELA, SL Y 
2,0,0 N< a pd Eg 
a Es 
x R JO 
Entra em L y 
= V(4— x?)/2 


FIGURA 15.30 O volume da região delimitada por dois paraboloides, 
calculado no Exemplo 1. 
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FIGURA 15.31 Encontrando os limites de 
integração para o cálculo da integral tripla 
de uma função definida sobre o tetraedro 
D (Exemplos 2 e 3). 


Em seguida, encontramos os limites de integração de y. A reta L passan- 


—NV(4 — x)/2 e sai em 


do por (x, y) paralela ao eixo y entra em R em y = 


= V(4 — x2)/2. 
Por fim, encontramos os limites de integração de x. Conforme L varre R, o va- 
lor de x varia entre x = —2 em (2, 0, 0) e x = 2 em (2,0, 0). O volume de D é 


y= ll dz dy dx 
Vi4—x/2 p8-x2-y? 


A x2)/2 JX +3y? 


Vi4-=x3)/2 
(8 — 2x? — 4y?) dy dx 
al x2)/2 y) 
y=V(4-x*)/2 


2 
f je- y= 3 a 
E -= 8/4- x2 y? 
[0 ES) 


2 3/2 3/2 2 
- / ($ e) É (s E) E _ a] (4 — 33 dx 
—2 —2 


= 8r V2. A pós integração com a substituição x = 2 sen u 


No exemplo a seguir, projetamos D no plano xz, em vez de no plano xy, para 
mostrar como utilizar uma ordem de integração diferente. 


dz dy dx 


EXEMPLO 2 Determine os limites de integração para avaliação da integral tripla de 
uma função F(x, y, z) sobre o tetraedro D com vértices (0, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1,0) e (0, 
1, 1). Utilize a ordem de integração dy dz dx. 


Solução Esboçamos D junto com sua “sombra” R no plano xz (Figura 15.31). 
A superfície limitante superior (à direita) de D está no plano y = 1. A superfície 
limitante inferior (à esquerda) está no plano y = x + z. A fronteira superior de R é a 
retaz=1 — x. A fronteira inferior é a reta z = 0. 

Primeiro encontramos os limites de integração de y. A reta passando por um 
ponto típico (x, z) em R paralela ao eixo y entra em Demy=x+zesalemy= 1. 

Em seguida, encontramos os limites de integração de z. A reta L passando por 
(x, y) paralela ao eixo z entra em Rem z = 0 e sai em z = 1 —x. 

Por fim, encontramos os limites de integração de x. Conforme L varre R, o 
valor de x varia entre x = 0 e x = 1. A integral é 


1 fl-x yl 
el / F(x y,2) dy dz ch 
o JO X+Z 


EXEMPLO 3 Integre F(x, y, z) = 1 sobre o tetraedro D no Exemplo 2 na ordem 
dz dy dx e em seguida integre na ordem dy dz dx. 


Solução Primeiro encontramos os limites de integração de z. Uma reta M paralela 
ao eixo z passando por um ponto típico (x, y) na “sombra” no plano xy entra no te- 
traedro em z = 0 e sai onde z = y — x (Figura 15.32). 

Em seguida, encontramos os limites de integração de y. No plano xy, onde 
z=0, 0 lado inclinado do tetraedro cruza o plano ao longo da reta y = x. Uma reta 
L passando por (x, y) paralela ao eixo y entra na sombra no plano xy em y =x e sai 
em y = 1 (Figura 15.32). 
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Finalmente, encontramos os limites de integração de x. À medida que a reta L 
paralela ao eixo y no passo anterior varre a sombra, o valor de x varia entre x = 0 e 
Y x= 1 no ponto (1, 1, 0) (ver Figura 15.32). A integral é 


ello 1/1 fy-x 
IJ] F(x y, z) dz dy dx 
0 Jx JO 


Por exemplo, se F(x, y, z) = 1, encontraríamos o volume do tetraedro como sendo 


1 f1 fy-x 
00, v- [S [ eya 
>L 0 Jx JO 

1/1 


>N 


1 
FIGURA 15.32 O tetraedro no Exemplo 3 = / G X+ æ) dx 
mostra como os limites de integração são 0 
encontrados para a ordem dz dy dx. 1 E 1 Em 1 é 1 
2X72% o 
sa 
6 


Obteremos o mesmo resultado integrando com a ordem dy dz dx. A partir do Exemplo 2, 


1 pl-x yl 
V= L dy dz dx 
0 Jo x+z 


i 1 
- f [a-x2- 3a- a 
0 
1 
-=3/ (1? ox 
1 Dad 
= a(l y = 


Valor médio de uma função no espaço 


O valor médio de uma função F sobre uma região D no espaço é definido pela 
fórmula 


aê = 1 
Valor médio de F sobre D = Volume dED m F dV. (2) 
|» 


Por exemplo, se F(x, y, z) = V xX? + y? F z?, então o valor médio de F sobre D é 
a distância média de pontos em D a partir da origem. Se F(x, y, z) é a temperatura 
em (x, y, z) em um sólido que ocupa a região D no espaço, então o valor médio de F 
sobre D é a temperatura média do sólido. 
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FIGURA 15.33 Região de integração do 


2 


Y 


x 


Exemplo 4. 


~y 


EXEMPLO 4 Encontre o valor médio de F(x, y, z) = xyz sobre a região cúbica D 
delimitada pelos planos coordenados e pelos planos x = 2, y = 2 e z = 2 no primeiro 
octante. 


Solução Esboçamos o cubo com detalhes suficientes para mostrar os limites de 
integração (Figura 15.33). Em seguida, utilizamos a Equação 2 para calcular o valor 


médio de F sobre o cubo. 
O volume da região D é (2)(2)(2) = 8. O valor da integral de F sobre o cubo é 


[L rawa- [io oa- [ aa 
Laia fea- fe] 
Com esses valores, a Equação 2 nos dá 


Valor médio de xyz _ 1 = [A = 
sobre o cubo lume J) dl DE E 
cubo 


Ao calcular a integral, escolhemos a ordem dx dy dz, mas qualquer uma das outras 
cinco ordens possíveis também funcionaria. 


=8 


Propriedades de integrais triplas 


As integrais triplas têm as mesmas propriedades algébricas que as integrais du- 
plas e simples. Substitua simplesmente as integrais duplas nas quatro propriedades 


apresentadas na Seção 15.2. 


Exercícios 15.5 


Integrais triplas em ordens de iteração diferentes 


1. Calcule a integral no Exemplo 2 fazendo F(x, y, z) = 1 para 
encontrar o volume do tetraedro na ordem dz dx dy. 


2. Volume de um sólido retangular Escreva seis diferentes 
integrais triplas iteradas para o volume do sólido retangular 
no primeiro octante, delimitado pelos planos coordenados e os 
planos x = 1, y = 2 e z = 3. Calcule uma das integrais. 


3. Volume do tetraedro Escreva seis diferentes integrais tri- 
plas iteradas para o volume do tetraedro cortado a partir do 
primeiro octante pelo plano 6x + 3y + 2z = 6. Calcule uma das 
integrais. 

4. Volume de um sólido Escreva seis diferentes integrais tri- 
plas iteradas para o volume da região no primeiro octante, de- 
limitado pelo cilindro x? + 2? = 4 e o plano y = 3. Calcule uma 
das integrais. 


5. Volume limitado por paraboloides Seja D a região delimi- 
tada pelos paraboloides z = 8 — x? — y? e z = x? + y?. Escreva 
seis diferentes integrais triplas iteradas para o volume de D. 
Calcule uma das integrais. 


6. Volume dentro de um paraboloide abaixo de um plano 
Seja D a região delimitada pelo paraboloide z = x? + y? e o pla- 
no z = 2y. Escreva integrais triplas iteradas na ordem dz dx dy 
e dz dy dx que forneçam o volume de D. Não calcule nenhuma 
das integrais. 


Calculando integrais triplas iteradas 


Calcule as integrais nos Exercícios 7-20. 


apre 
LS se e [Pf aa 
AE az óxdydz 1. FTP ssa 

e [Corro 

o a 

ns PO aca 15. E Taa 

“LET ane 


NO cos(u + v + w) du du dw (espaço Uv) 


Ve re anal 
s/f] se” In 


14. 


A 
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7/4 pInsecv pt 24. A região no primeiro octante delimitada pelos planos coorde- 
19. i / e* dx dt du (espaço tux) nados e os planos x +z = 1, y +2z=2 
o Jo =00 


"7 f2 pVad q z 
20. LI] dp dq dr (espaço par) 
o Jo Jo r+1 
Encontrando integrais iteradas equivalentes 
21. Aqui está a regiáo de integracáo da integral 
1 y1 fl-y y 
[SJ aso | 
-1Jxº Jo 


25. A região no primeiro octante delimitada pelos planos coorde- 
nados, o plano y + z = 2 e o cilindro x = 4 — y? 


~ ~ 
, Y 
x (1, 1,0) 
x 


Reescreva a integral como uma integral iterada equivalente na 


ordem: 

a. dy dz dx d. dx dz dy 26. A cunha cortada do cilindro x? + y? = 1 pelos planos z = —y 
b. dy dx dz e. dz dx dy ez=0 

c. dx dy dz 


22. Aqui está a região de integração da integral 


LEL ews 


27. O tetraedro no primeiro octante delimitado pelos planos coor- 
denados e o plano passando por (1, 0, 0), (0, 2, 0) e (0, 0, 3) 


Z 


Reescreva a integral como uma integral iterada equivalente na 


ordem: 

a. dy dz dx d. dx dz dy 
b. dy dx dz e. dz dx dy 
c. dx dy dz 


Encontrando volumes utilizando integrais triplas l o = 

. . 28. A região no primeiro octante delimitada pelos planos coorde- 
Encontre os volumes das regiões nos Exercícios 23-36. nados, o plano y = 1 — x e a superfíciez=cos(7x/2),0<x<1 
23. A região entre o cilindro z = y? e o plano xy que é delimitada 


pelos planos x=0,x=1,y=-1,y=1 A 


A 
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29. A região comum aos interiores dos cilindros x? +y? = 1 e x? + 
z? = 1, um oitavo do qual é exibido na figura a seguir 


| 


30. A região no primeiro octante delimitada pelos planos coorde- 
nados e a superfície z = 4 — x? — y 


z 
4 


31. A região no primeiro octante delimitada pelos planos coorde- 
nados, o plano x + y = 4 e o cilindro y? + 42 = 16 


z 
4 


a 


32. A região cortada do cilindro x? + y? = 4 pelo plano z = 0 e o 
plano x +z=3 


N 


y 


33. A região entre os planos x + y + 2z = 2 e 2x + 2y + z = 4 no 
primeiro octante. 

34. A região finita delimitada pelos planos z = x, x + z = 8, z = y, 
y=8ez=0. 

35. A região cortada do cilindro elíptico sólido x? + 4y? < 4 pelo 
plano xy e o plano z =x +2. 

36. A região delimitada atrás pelo plano x = 0, na frente e nos 
lados pelo cilindro parabólico x = 1 — y?, no topo pelo parabo- 
loide z = x? + y? e no fundo pelo plano xy. 


Valores médios 


Nos Exercícios 37-40, encontre o valor médio de F(x, y, z) sobre a 
região determinada. 
37. F(x, y,z) =x? +9 sobre o cubo no primeiro octante, delimitado 
pelos planos coordenados e os planos x =2,y=2ez=2. 
38. F(x, y, zZ) =x + y — z sobre o sólido retangular no primeiro oc- 
tante, delimitado pelos planos coordenados e os planos x = 1, 
y=lez=2. 


39. F(x, y, Z) =x? + y? + 2? sobre o cubo no primeiro octante, delimi- 
tado pelos planos coordenados e os planos x=1,y=1lez=1. 


40. F(x, y, Z) = xyz sobre o cubo no primeiro octante, delimitado 
pelos planos coordenados e os planos x = 2, y=2 ez=2. 


Alterando a ordem de integracáo 


Calcule as integrais nos Exercícios 41-44 alterando a ordem de inte- 
gração de maneira apropriada. 


4 (1 /24c0s(x?) 

4L — Ox dy dz 
NA 2VZ id 
1yil pi > 

e ff f 2er ya 
o Jo Jx 
1 fl In3 me%sen ry? 

43. — ~ dx dy dz 
[lll Togo 


2 p4x px 
a [| SenZZ 4 dzdx 
o Jo o 4=Z 


Teoria e exemplos 


45. Encontre um limite superior de uma integral iterada 
Encontre a em: 


1/4-a-x? p4-x-y 4 
dz dy dx = 35. 
Lh | za 


46. Elipsoide Para qual valor de c o volume do elipsoide x? + 
I2 + (2/0? = 1 é igual a 877? 


47. Minimizando uma integral tripla Que domínio D no espa- 
ço minimiza o valor da integral 


[+2 - aa? 
5) 


Justifique sua resposta. 


48. Maximizando uma integral tripla Que domínio D no espa- 
ço maximiza o valor da integral 


Je- xX- y- z) d? 
D 


Justifique sua resposta. 
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V30 DO IA 51. F(x y, z) = — £ 232 sobre o sólido delimitado in- 
Nos Exercícios 49-52, utilize a ferramenta de integração de um (x4 + yo + 29) 

SAC para calcular a integral tripla da função dada sobre a região feriormente pelo cone Z = Vx? + y? e superiormente pelo 
sólida especificada. plano z=1. 


49. F(x, y, z) =12y2z sobre o cilindro sólido delimitado por x? + y?=1 52. F(x, y, Z) =x + y? + 2? sobre a esfera sólida x? +y? +2? < 1. 


eos planosz=0ez=1. 


50. F(x, y, z) = |xyz| sobre o sólido delimitado inferiormente pelo 
paraboloide z = x? + y? e superiormente pelo plano z = 1. 


1 5 6 Momentos e centros de massa 


>N 


Amy = Xp Yp 2) AV; 


> zx) 


FIGURA 15.34 Para definir a massa 
de um objeto, primeiro a imaginamos 
sendo dividida em um número finito de 
elementos de massa Am ,. 


FIGURA 15.35 Encontrando o centro de 
massa de um sólido (Exemplo 1). 


Esta seção mostra como calcular as massas e os momentos de objetos bi e tri- 
dimensionais em coordenadas cartesianas. A Segáo 15.7 fornece os cálculos para 
coordenadas cilíndricas e esféricas. As definições e ideias são semelhantes ao caso 
de uma variável que estudamos na Seção 6.6, mas agora podemos considerar situa- 
ções mais realistas. 


Massas e primeiros momentos 


Se Ó(x, y, z) é a densidade (massa por volume unitário) de um objeto ocupando 
uma região D no espaço, a integral de ô sobre D dá a massa do objeto. Para saber 
por quê, imagine o objeto sendo dividido em n elementos de massa como aquele na 
Figura 15.34. A massa do objeto é o limite 


n 


n 
M = lim Y Am, = lim S S(Xk Ye Z) AVk = ES y, z) dV. 
>% (El 
Ď 


n= k=1 


O primeiro momento de uma região sólida D em relação a um plano coordena- 
do é definido como a integral tripla sobre D da distância entre um ponto (x, y, z) em 
D e o plano multiplicada pela densidade do sólido naquele ponto. Por exemplo, o 
primeiro momento sobre o plano yz é a integral 


My = J X(x, y, Z) dV. 
D 


O centro de massa é encontrado a partir dos primeiros momentos. Por exemplo, 
a coordenada x do centro de massa é x= M /M. 

Para um objeto bidimensional, como uma placa fina e plana, calculamos os 
primeiros momentos em relação aos eixos coordenados simplesmente suprimindo a 
coordenada z. Dessa forma, o primeiro momento em relação ao eixo y é a integral 
dupla, sobre a região R formando a placa, da distância ao eixo multiplicada pela 


densidade, ou 
My = If (x y) da. 
R 


A Tabela 15.1 resume as fórmulas. 


EXEMPLO 1 Encontre o centro de massa de um sólido de densidade constante ô 
delimitado inferiormente pelo disco R: x? + y? < 4 no plano z = 0 e superiormente 
pelo paraboloide z = 4 — x? — y? (Figura 15.35). 
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TABELA 15.1 Fórmulas de massa e primeiro momento 


SÓLIDO TRIDIMENSIONAL 
Massa: M = E dV ô = ô(xX y, Z) é a densidade em (x, y, 2. 
D 


Primeiros momentos em relação aos planos coordenados: 


de= f| xeo Me= J|] yaw = 200% 


Centro de massa: 


_ Mez “Mg _ My 
X= M q ““M 
PLACA BIDIMENSIONAL 


Massa: M = ff dA 8 = 3(x y) é a densidade em (x y). 
R 


Primeiros momentos: My = I xô dA, Mx = I yô dA 
R R 


My oOo M 
Centro de massa: X M' y M 


Solução Por simetria, x = y = 0. Para encontrar Z, primeiro calculamos 


= Tata [EE ama 
R 


R 


= è ffu x2 vp dy dx 
R 


27 f2 

ô 

= 5 (4 — r2)2rdr do Coordenadas polares simplificam a integração. 
o Jo 


27 r=2 27 
ô 1 53 _ 165 _ 3210 
ES e am çê 


Um cálculo semelhante fornece a massa 


M = MA dz dy dx = Brô. 
R 


Portanto, Z = (MM) = 4/3 e o centro de massa é (x, y, Z) = (0, 0, 4/3). 


Quando a densidade de um objeto sólido ou placa é constante (como no Exem- 
plo 1), o centro de massa é chamado de centroide do objeto. Para encontrar um 
centroide, definimos ô sendo igual a 1 e prosseguimos para encontrar X, y e Z como 
anteriormente, dividindo os primeiros momentos pelas massas. Esses cálculos tam- 
bém são válidos para objetos bidimensionais. 


EXEMPLO 2 Encontre o centroide da região no primeiro quadrante que está deli- 
mitada superiormente pela reta y = x e inferiormente pela parábola y = x?. 


FIGURA 15.36 O centroide dessa região é 
encontrado no Exemplo 2. 


FIGURA 15.37 Para encontrar uma 
integral para a quantidade de energia 
armazenada em uma haste girando, 
primeiro imaginamos a haste sendo 
dividida em pequenos blocos. Cada bloco 
tem sua própria energia cinética. Somamos 
as contribuições dos blocos individuais 
para encontrar a energia cinética da haste. 
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Solução Esboçamos a região e incluímos detalhes suficientes para determinar os 
limites de integração (Figura 15.36). Em seguida, definimos ô sendo igual a 1 e 
avaliamos as fórmulas apropriadas da Tabela 15.1: 


+ [Gro flo fuma os 
m= [fora [ja 

-[ 5-Ha- bal - 5 
A 8-a- 


A partir desses valores de M, M, e M,, temos 
My 1/12 q “Me VD 2 


Mm" yo 2 € YM 16 5 


O centroide é o ponto (1/2, 2/5). 


Momentos de inércia 


Os primeiros momentos de um objeto (Tabela 15.1) nos dizem a respeito de 
equilíbrio e do torque sofrido por objetos em torno de diferentes eixos em um cam- 
po gravitacional. Se o objeto for uma haste que gira, no entanto, estaremos mais 
interessados na quantidade de energia armazenada na haste ou na quantidade de 
energia que é gerada por uma haste girando a uma velocidade angular específica. É 
aqui que entra o momento de segunda ordem, ou momento de inércia. 

Suponha que a haste esteja dividida em pequenos blocos de massa Am, e seja 
r,a distância entre o centro de massa do k-ésimo bloco e o eixo de rotação (Figura 
15.37). Se o eixo gira a uma velocidade angular constante de w = d0/dt radianos por 
segundo, o centro de massa do bloco irá traçar sua órbita a uma velocidade linear de 


vk = d (ne) = ms = ko. 
A energia cinética do bloco será aproximadamente 
Amor = > Amir)? = Sar Am. 
A energia cinética da haste será aproximadamente 


5 Larn? Amk. 


A integral aproximada por essas somas à medida que a haste é dividida em blocos 
cada vez menores fornece a energia cinética da haste: 


EC | Jo? dm = 302] r?óm. (1) 
| - [ram 


é o momento de inércia da haste em relação ao seu eixo de rotação, e vemos com a 
Equação 1 que a energia cinética da haste é 


O fator 


lio 


EC haste = 2 w 


332 Cálculo 


>N 


FIGURA 15.38 Distâncias entre dV e os 
planos e eixos coordenados. 


Z 


Centro do 
bloco 


FIGURA 15.39 Encontrando 7, I,e L 
para o bloco exibido aqui. A origem está 
no centro do bloco (Exemplo 3). 


O momento de inércia de uma haste lembra, em alguns pontos, a massa inercial 
de uma locomotiva. Para dar a partida em uma locomotiva com massa m movendo- 
-se a uma velocidade linear v, precisamos fornecer uma energia cinética de EC = 
(1/2)mv?. Para parar a locomotiva, temos de remover essa quantidade de energia. 
Para fazer uma haste com momento de inércia / começar a girar a uma velocidade 
angular w, precisamos fornecer uma energia cinética de EC = (1/2)lw?. Para parar a 
haste, temos de remover essa quantidade de energia. O momento de inércia da haste 
é análogo ao da massa da locomotiva. O que faz com que a locomotiva seja difícil 
de mover ou parar é sua massa. O que faz com que a haste seja difícil de mover ou 
parar é seu momento de inércia. O momento de inércia depende não só da massa 
da haste, mas também de sua distribuição. A massa que está mais longe do eixo de 
rotação contribui mais com o momento de inércia. 

Deduzimos agora uma fórmula para o momento de inércia para um sólido no 
espaço. Se r(x, y, Z) é a distância entre o ponto (x, y, zZ) em D a uma reta L, então o 
momento de inércia da massa Am, = Hp Yip Z)AV, em relação à reta L (como na 
Figura 15.37) é aproximadamente Al, =r As Yp Z)Am,. O momento de inércia em 
relação a £ do objeto inteiro é 


I= lim Y Al = lim S ro Yk Z) (Xo yaya fff aov 
e k=1 
D 


n=500 (57 


Se L é o eixo x, então r? = y? + 2? (Figura 15.38) e 


= 1) (y? + 22) 8(x y, 2 dV 
Ò 


De maneira semelhante, se L é o eixo y ou o eixo z, temos 


y= eras e k= [e+ ayaa 
D D 


A Tabela 15.2 resume as fórmulas para esses momentos de inércia (momentos de 
segunda ordem, porque eles invocam os quadrados das distâncias). Ela também 
mostra a definição do momento polar em relação à origem. 


EXEMPLO 3 Encontre 7, 1,, 1, para o sólido retangular de densidade constante ô 


mostrado na Figura 15.39. 


Solução A fórmula para 7, fornece 


c2 fb2 
-f ai PEE 


c/2 J-ty2 J-a/2 


Podemos evitar um pouco do trabalho de integração observando que (y? + 2?)ô é 
uma função par de x, y e z, uma vez que ô é constante. O sólido retangular consiste 
de oito pedaços simétricos, um em cada octante. Podemos calcular a integral em um 
desses pedaços e em seguida multiplicar por 8 para obter o valor total. 


c/2 rb/2 ya/2 q2 fb/2 
-8/ | (Y? + z?) 5 kdy dz = des | (y? + z?) dy dz 
o Jo Jo o Jo 


J2 [v3 y=b/2 
= 428 / 5 + > dz 
0 


(b2 + c3 = Meb? +c. mam 


A (1,2) 


0 


FIGURA 15.40 Região triangular coberta 
pela placa no Exemplo 4. 
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TABELA 15.2 Fórmulas de momentos de inércia (momentos de segunda ordem) 


SÓLIDO TRIDIMENSIONAL 

Em relação ao eixo x: lx = J y? + z?) ô dV ô = 8(xX, y, Z) 
Em relação ao eixo y: ly = 1) (x2 + z2) ê dV 

Em relação ao eixoz: lz = 1) (xX? + y) ê d 


Em relação à reta L: IL = fe dV 


PLACA BIDIMENSIONAL 

= row 
y= Jesa 
L= |/ anaoa 


o= |) (X + y dA = lx+ ly 


r(x y, 2) = distância entreo 
ponto (x, y, z) earetaL 


Em relação ao eixo x: ô = ô(x, y) 


Em relação ao eixo y: 


r(x, y) = distância entre 


Em relação à reta L: (x y) eL 


Em relação à origem 
(momento polar): 


De forma semelhante, 


= D+) e h=D(2+b3. 


EXEMPLO 4 Uma placa fina cobre a região triangular delimitada pelo eixo x e 
pelas retas x = 1 e y = 2x no primeiro quadrante. A densidade da placa no ponto 
(x, y) € (x, y) = 6x + 6y + 6. Encontre os momentos de inércia da placa em relação 
aos eixos coordenados e a origem. 


Solução Esboçamos a placa e colocamos detalhes suficientes para determinar os 
limites de integração para as integrais que temos de calcular (Figura 15.40). O mo- 
mento de inércia em relação ao eixo x é 


1/7x 1 f2x 
= [ ya y aya | f (692 + 6y? + 6y?) dydx 
o Jo o Jo 


1 
0 


=2x 1 
-f [2y ys a>) a= | (406 + 166) dk 
y=0 0 


= [96 + a], = 12 
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Viga A 


f = 
h 

f o 
o Mitación 


FIGURA 15.41 Quanto maior o momento 
de inércia polar da seção transversal 
de uma viga em relação ao seu eixo 


Viga B 


De maneira semelhante, o momento de inércia em relação ao eixo y é 
1 p2x 
39 
ly = 17 x28(x y) dy dx = > 


Observe que integramos y? vezes a densidade ao calcular I e x? vezes a densidade 
para encontrar /.. 

Uma vez que conhegamos 1, e 1,, não precisamos calcular uma integral para 
encontrar 15; podemos, em vez disso, utilizar a equação 1, =Z, + Z, da Tabela 15.2. 
39 60+39 99 
5 5 a 


O momento de inércia também desempenha um papel na determinação de 
quanto uma viga metálica horizontal cederá sob uma carga. A rigidez da viga 
é uma constante vezes 7, o momento de inércia de uma seção transversal típica 
da viga em relação ao eixo longitudinal da viga. Quanto maior o valor de /, 
mais rígida é a viga e menos ela cederá sob uma carga determinada. Esse é o 
motivo pelo qual utilizamos vigas em / em vez de vigas cujas seções transver- 
sais são quadradas. Os flanges, ou bordas, no topo e no pé da viga mantêm a 
maior parte da sua massa longe do eixo longitudinal para aumentar o valor de 


lo = 12 + 


longitudinal, mais rígida é a viga. As 
vigas A e B têm a mesma área de seção 


I (Figura 15.41). 


transversal, mas A é mais rígida. 


Exercícios 15.6 


Placas de densidade constante 


1. 


Encontrando um centro de massa Encontre o centro de 
massa de uma placa fina de densidade ô = 3 delimitada pelas 
retas x = 0, y = x e a parábola y = 2 — x? no primeiro quadrante. 


. Encontrando momentos de inércia Encontre os momentos 


de inércia em relação aos eixos coordenados de uma placa fina 
retangular de densidade constante ô delimitada pelas retas x = 3 
e y =3 no primeiro quadrante. 


. Encontrando um centroide Encontre o centroide da região 


no primeiro quadrante delimitado pelos eixos x, a parábola 
y=2xearetax+y=4. 


. Encontrando um centroide Encontre o centroide da re- 


gião triangular cortada do primeiro quadrante pela reta 
AEPD, 


. Encontrando um centroide Encontre o centroide da regiáo 


cortada do primeiro quadrante pelo círculo x? + y? = a?. 


. Encontrando um centroide Encontre o centroide da região 


entreoeixoxeoarcoy=senx,0<x< T. 


. Encontrando momentos de inércia Encontre o momento de 


inércia em relação ao eixo x de uma placa fina de densidade 6 = 1 
delimitada pela circunferência x? + y? = 4. Em seguida, utilize 
seu resultado para encontrar L, e I para a placa. 


. Encontrando um momento de inércia Encontre o momento 


de inércia em relação ao eixo y de uma folha fina de densidade 
constante ô= 1 delimitada pela curva y = (sen? x)/x? e o inter- 
valo m < x < 27 do eixo x. 


. Centroide de uma região infinita Encontre o centroide de 


uma região infinita no segundo quadrante delimitado pelos ei- 
xos coordenados e pela curva y = e*. (Utilize integrais impró- 
prias nas fórmulas de momento de massa.) 


10. 


Primeiro momento de uma placa infinita Encontre o pri- 
meiro momento em relação ao eixo y de uma placa fina de 
densidade ô(x, y) = 1 que cobre a região infinita sob a curva 
y = e*22 no primeiro quadrante. 


Placas com densidade variável 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


Encontrando um momento de inércia Encontre o momento 
de inércia em relação ao eixo x de uma placa fina delimitada 
pela parábola x = y — y? e pela reta x + y = 0 se Ó(x, y) = x + y. 
Encontrando massa Encontre a massa de uma placa fina 
ocupando a região menor cortada da elipse x? + 4y? = 12 pela 
parábola x = 4y? se ô(x, y) = 5x. 

Encontrando um centro de massa Encontre o centro de 
massa de uma placa triangular fina delimitada pelo eixo y e 
pelas retas y = x e y = 2 — x se Ó(x, y) = 6x + 3y + 3. 
Encontrando um centro de massa e momento de inércia 
Encontre o centro de massa e momento de inércia em relação 
ao eixo x de uma placa fina delimitada pelas curvas x = y? e x = 
2y — y? se a densidade no ponto (x, y) for S(x, y) =y + 1. 


Centro de massa, momento de inércia Encontre o centro 
de massa e o momento de inércia em relação ao eixo y de uma 
placa retangular fina cortada do primeiro quadrante pelas retas 
x=6ey=1Isedx,y)=x+y+1. 

Centro de massa, momento de inércia Encontre o centro 
de massa e o momento de inércia em relação ao eixo y de uma 
placa fina delimitada pela reta y = 1 e a parábola y = x? se a 
densidade for Ó(x, y) = y + 1. 


Centro de massa, momento de inércia Encontre o centro 
de massa e o momento de inércia em relação ao plano y de 
uma placa fina delimitada pelo eixo x, pelas retas x = +1 e pela 
parábola y = x? se ô(x, y) =7y + 1. 


18. Centro de massa, momento de inércia Encontre o centro de 
massa e o momento de inércia em relação ao eixo x de uma 
placa retangular fina delimitada pelas retas x = 0, x = 20, y =-1 
ey=1se ó(x, y) = 1 + (x/20). 

19. Centro de massa, momento de inércia Encontre o centro de 
massa e o momento de inércia em relação aos eixos coordena- 
dos e o momento de inércia polar de uma placa triangular fina 
delimitada pelas retas y = x, y =xe y = 1 se ó(x, y) =y+ 1. 

20. Centro de massa, momento de inércia Repita o Exercício 
19 para Ó(x, y) = 3x2 + 1. 


Sólidos com densidade constante 


21. Momentos de inércia Encontre os momentos de inércia do 
sólido retangular mostrado aqui com relação a suas arestas 
calculando Z, 7 e Z. 


22. Momentos de inércia Os eixos coordenados na figura pas- 
sam pelo centroide de uma cunha sólida paralelos às arestas 
identificadas. Encontre Z „ Z, el, sea=b=6ec=4. 


2 


Centroide 
em (0, 0, 0) 


23. Centro de massa e momentos de inércia Uma “tina” sóli- 
da de densidade constante é delimitada abaixo pela superficie 
z=4y?, acima pelo plano z = 4 e nas extremidades pelos planos 
x= l ex=-1. Encontre o centro de massa e o momento de 
inércia com relação aos três eixos. 


24. Centro de massa Um sólido de densidade constante é deli- 
mitado abaixo pelo plano z = 0, dos lados pelo cilindro elíp- 
tico x? + 4y? = 4 e acima pelo plano z = 2 — x (veja a figura a 
seguir). 

a. Encontre Y e y. 
b. Calcule a integral 


2 ((Y2V4-x f2-x 
My = z Œ dy dx 
y E ia 0 ey 


utilizando tabelas integrais para realizar a integração final em 
relação a x. Em seguida, divida M, por M para certificar-se 
de que Z = 5/4. i 
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25. a. Centro de massa Encontre o centro de massa de um só- 
lido de densidade constante delimitado inferiormente pelo 
paraboloide z = x? + y? e superiormente pelo plano z = 4. 


b. Encontre o plano z = c que divide o sólido em duas partes de 
igual volume. Esse plano não passa pelo centro de massa. 


26. Momentos Um cubo sólido, 2 unidades de lado, é delimita- 
do pelos planos x = +1, z = +1, y = 3 e y = 5. Encontre o cen- 
tro de massa e os momentos de inércia em relação aos eixos 
coordenados. 


27. Momento de inércia em relação a uma reta Uma cunha 
como a do Exercício 22 tem a = 4, b = 6 e c = 3. Faça um 
esboço rápido para verificar para si mesmo que o quadrado da 
distância de um ponto típico (x, y, z) da cunha à reta L: z = 0, 
y =6 ér? = (y — 6) + 22. Em seguida, calcule o momento de 
inércia da cunha em relação a L. 


28. Momento de inércia em relação a uma reta Uma cunha 
como a do Exercício 22 tem a = 4, b = 6 e c = 3. Faça um 
esboço rápido para verificar para si mesmo que o quadrado da 
distância de um ponto típico (x, y, z) da cunha à reta L: x = 4, 
y=0 é 7? = (x — 4) + y?. Em seguida, calcule o momento de 
inércia da cunha em relação a L. 


Sólidos com variação de densidade 


Nos Exercícios 29 e 30, encontre 


a. a massa do sólido. b. o centro de massa. 


29. Uma região sólida no primeiro octante é delimitada pelos pla- 
nos coordenados e pelo plano x + y + z = 2. A densidade do 
sólido é ô(x, y, zZ) = 2x. 

30. Um sólido no primeiro octante é delimitado pelos planos y = 0 
e z = 0 e pelas superficies z = 4 — x? e x = y? (veja a figura a 
seguir). Sua função de densidade é ô(x, y, z) = kxy, sendo k 
constante. 


z=4-x? 


(2, V2, 0) 
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Nos Exercícios 31 e 32, encontre: 
a. a massa do sólido. 
b. o centro de massa. 
c. os momentos de inércia em relação aos eixos coordenados. 
31. Um cubo sólido no primeiro octante é delimitado pelos planos 


coordenados e pelos planos x = 1,y=1 ez=1.A densidade do 
cubo é (x,y, z) =x +y+z+1. 

32. Uma cunha como a do Exercício 22 possui dimensões a = 2, 
b=6ec=3.A densidade é d(x, y, z) = x + 1. Observe que se a 
densidade é constante, o centro de massa será (0, 0, 0). 

33. Massa Encontre a massa do sólido delimitado pelos planos 
x+z=1,x-z=-1,y=0e pela superfície Y = VZ A densi- 
dade do sólido é ô(x, y, z) = 2y + 5. 

34. Massa Encontre a massa da região sólida delimitada pelas 
superfícies parabólicas z = 16 — 2x? — 2y? e z = 2x? + 2y? se a 
densidade do sólido for &(X, y, Z) = VX? + y?. 


Teoria e exemplos 


Teorema dos eixos paralelos Seja L, | uma reta que passa pelo 
centro de massa de um corpo de massa m e seja L uma reta paralela 
a h unidades de distância de L, ,, . O teorema dos eixos paralelos diz 
que os momentos de inércia /, „ e 7, do corpo em relação a L, | eL 


Lom. 
V = xi + yj 
hi (y, 2) 
ATA 
$ D 
(h, 0, 0) 


b. Para provar o teorema dos eixos paralelos, situe o corpo com 
seu centro de massa na origem, com a reta £. a0 longo do 
eixo z e a reta L perpendicular ao plano xy no ponto (A, 0, 0). 
Seja D a região do espaço ocupada pelo corpo. Então, na 
notação da figura, 


u= |v — hiļ?dm. 
D 


Expanda o integrando nessa integral e complete a prova. 


36. O momento de inércia em relação a um diámetro de uma esfe- 
ra sólida de densidade constante e raio a é (2/5)ma?, onde m é 


satisfazem a equação a massa da esfera. Encontre o momento de inércia em relação 
a uma reta tangente à esfera. 
I=L m tm. (2) 37. O momento de inércia do sólido do Exercício 21 em relação ao 
eixo z 6 1 =abe(a? + b?)/3. 
Como no caso bidimensional, o teorema nos proporciona uma ma- a. Utilize a Equação 2 para encontrar o momento de inércia 
neira rápida de calcular um momento, quando o outro momento e a do sólido em relação à reta paralela ao eixo z passando pelo 


massa são conhecidos. centro de massa do sólido. 


35. Prova do teorema dos eixos paralelos b. Utilize a Equação 2 e o resultado no item (a) para encontrar o 


a. Mostre que o primeiro momento de um corpo no espaço momento de inércia do sólido em relação à reta x = 0, y = 2b. 


em relação a qualquer plano passando pelo centro de mas- 38. Se a =b = 6 e c = 4, o momento de inércia da cunha sólida 
sa do corpo é zero. (Sugestão: situe o centro de massa do do Exercício 22 em relação ao eixo x é 7, = 208. Encontre o 
corpo na origem e defina o plano como sendo o plano yz. O momento de inércia da cunha em relação à reta y = 4, z = 4/3 
que a fórmula x= M,./M então lhe diz?) (a extremidade estreita da cunha). 


Integrais triplas em coordenadas cilíndricas e esféricas 


Quando um cálculo em física, engenharia ou geometria envolve um cilindro, 
um cone ou uma esfera, podemos frequentemente simplificar nosso trabalho uti- 
lizando coordenadas cilíndricas ou esféricas, que são introduzidas nesta seção. O 
procedimento para transformação dessas coordenadas e cálculo das integrais triplas 
resultantes é semelhante ao da transformação para coordenadas polares no plano, 
estudado na Seção 15.4. 


Integração em coordenadas cilíndricas 


Obtemos coordenadas cilíndricas para o espaço combinando coordenadas pola- 
res no plano xy com o eixo z usual. Isso associa a cada ponto no espaço uma ou mais 
triplas coordenadas da forma (r, 0, z), conforme mostrado na Figura 15.42. 


DEFINIÇÃO As coordenadas cilíndricas representam um ponto P no espa- 
ço por triplas ordenadas (r, 0, z), nas quais 


FIGURA 15.42 As coordenadas 1. re 0 são coordenadas polares para a projeção vertical de P no plano xy. 


cilíndricas de um ponto no espaço são r, 
dez. 


2. zé a coordenada vertical retangular. 


6 = by, 


rez variam 


zZ = Zi 
re 6 variam 


o l 


r=a, 
6 ez variam 


FIGURA 15.43 Equações de coordenadas 
constantes em coordenadas cilíndricas 
produzem cilindros e planos. 


iferencial de volume em coordenadas 


E 


cilíndricas 


dV = dz r dr d0 
É 
r Ar A0 
r AO / 
F 
Az 
y 


FIGURA 15.44 Em coordenadas 
cilíndricas, o volume da cunha é 
aproximado pelo produto 


AV = Az r Ar A8. 
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Os valores de x, y, r e 6 em coordenadas retangulares e cilíndricas são relacio- 
nados pelas equações usuais. 


E quações reladonando coordenadas retangulares (x, y, z) ecilíndricas 
(r, 0,2) 


x= rcosð, y=rseno, 


tgo = y/x 


2= 2, 


r? =x +y? 


Em coordenadas cilíndricas, a equação r = a descreve não apenas uma circun- 
ferência no plano xy, mas um cilindro inteiro em relação ao eixo z (Figura 15.43). O 
eixo z é fornecido por r = 0. A equação 0 = 0, descreve o plano que contém o eixo z 
e forma um ângulo 0, com o eixo positivo x. E, como em coordenadas retangulares, 
a equação z = z, descreve um plano perpendicular ao eixo z. 

As coordenadas cilíndricas são boas para descrever cilindros cujos eixos coin- 
cidem com o eixo z e planos que contêm o eixo z ou são perpendiculares ao eixo z. 
Superfícies como essas possuem equações de valor de coordenadas constantes: 


r=4 Cilindro, raio 4, eixo coincide com o eixo z 


0 = 3 Plano contendo o eixo z 
2: 


Z Plano perpendicular ao eixo z 


No cálculo de integrais triplas sobre uma região D em coordenadas cilindricas, 
dividimos a região em n pequenas cunhas cilindricas, em vez de caixas retangulares. 
Na k-ésima cunha cilíndrica, r, O e z são substituídos por Ar,, A0, e Az,, e o maior 
dentre esses números entre todas as cunhas cilíndricas é denominado norma da par- 
tição. Definimos a integral tripla como um limite das somas de Riemann utilizando 
essas cunhas. Seu volume AV, é obtido tomando-se a área A4, de sua base no plano 
rð e multiplicando pela altura Az (Figura 15.44). 

Para um ponto (r, 0,, z,) no centro da k-ésima cunha, calculamos em coor- 
denadas polares que A4, = r, Ar, A9,. Assim, AV, = Az, r, Ar, A0, e uma soma de 
Riemann para f sobre D tem a forma 


n 


A integral tripla de uma função f sobre D é obtida tomando-se um limite de tais 
somas de Riemann com partições cujas normas se aproximam de zero: 


im s= ff) pa J f dzrdr do. 
D B) 


As integrais triplas em coordenadas cilíndricas são então avaliadas como integrais 
iteradas, como no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 1 Encontre os limites de integração em coordenadas cilíndricas para a 
integração de uma função f(r, 0, z) sobre a região D delimitada inferiormente pelo 
plano z = 0, lateralmente pelo cilindro circular x? + (y — 1)? = 1 e superiormente pelo 
paraboloide z = x? + y?. 


Solução A base de D é também a projeção da região R no plano xy. A fronteira de R 
é a circunferência x? + (y — 1)? = 1. Sua equação em coordenadas polares é 


xX+(y-12=1 
xX+y-wy+1=1 


r? — 2rsng=0 
r = 250. 
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>N 


Topo 
Cartesiana: z = x? + y? 
Cilíndrica: z = r? 


(r, 0) 


Cartesiana: x? + O — 1? = 
x Polar: r= 2 sen 0 


FIGURA 15.45 Encontrando os limites de 
integração para calcular uma integral em 
coordenadas cilíndricas (Exemplo 1). 


A região é esboçada na Figura 15.45. 

Encontramos os limites de integração, começando com os limites de z. Uma 
reta M passando por um ponto tipico (r, 0) em R paralela ao eixo z entra em D em 
z=0esai emz=x +y =r. 

Em seguida, encontramos os limites de integração de r. Um raio L passando por 
(r, 0) a partir da origem entra em R emr = 0 e sai emr = 2 sen 6. 

Por fim, encontramos os limites de integração de 0. À medida que L varre R, 
o ângulo 0 que ele forma com o eixo positivo x varia de 0 = 0 a 0 = 7. A integral é 


m F20 pr? 
ficsean- Pl PC E 
O Jo 0 
D 


O Exemplo 1 ilustra um bom procedimento para encontrar os limites de inte- 
gração em coordenadas cilíndricas. O procedimento é resumido a seguir. 


Como integrar em coordenadas cilíndricas 


1) $(r,0,z) dV 
D) 


sobre uma região D no espaço em coordenadas cilíndricas, integrando primeiro com 
relação a z, depois com relação a r, e finalmente com relação a 0, siga os passos a 
seguir: 


Para calcular 


1. Faça um esboço. Esboce a região D juntamente com sua projeção R no plano xy. 
Identifique as superfícies e curvas que delimitam D e R. 


r=ho(6) 


2. Encontre os limites de integração de z. Desenhe uma reta M passando por um 
ponto típico (r, 0) de R paralela ao eixo z. A medida que z cresce, M entra em 
Dem z= g,(r, 0) e sai em z = g,(r, 0). Esses são os limites de integração de z. 


z = g(r, 0) 
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3. Encontre os limites de integração de r. Desenhe um raio L passando por (r, 0) a 
partir da origem. O raio entra em Rem r = A, (0) e sai em r = h,(0). Esses são os 
limites de integração de r. 


5 
Ea 


Má 


¡E r= hx(0) 


4. Encontre os limites de integração de 0. À medida que L varre R, o ângulo 0 que 
ele forma com o eixo positivo x varia de O = a a 0 = B. Esses são os limites de 
integração de 0. A integral é 


0=B pr=h(0) pz=gxr, 0) 
J| ieoa- / / f(r,0,27) dzr dr do. 
y 0=a Jr=h(0) Jz=an(r, 0) 


E EXEMPLO 2 Encontre o centroide (ô = 1) do sólido delimitado pelo cilindro x? + 
z= e +y y? = 4, delimitado superiormente pelo paraboloide z = x? + y? e delimitado inferior- 
Rd mente pelo plano xy. 
4 AM 


Solução Esboçamos o sólido, delimitado superiormente pelo paraboloide z = 7? e 
inferiormente pelo plano z = O (Figura 15.46). Sua base R é o disco 0 < r < 2 no 
plano xy. 

O centroide do sólido (x, y, Z) está em seu eixo de simetria, aqui o eixo z. Isso 
faz x = y = 0. Para encontrar Z, dividimos o primeiro momento M, pela massa M. 

Para encontrar os limites de integração para as integrais de massa e momento, 
continuamos com os quatro passos básicos. Concluímos nosso esboço inicial. Os 
passos restantes fornecem os limites de integração. 

Limites de z. Uma reta M passando por um ponto típico (r, 0) na base paralela 
ao eixo z entra no sólido em z = 0 esaiemz=r2. 

Limites de r. Um raio L passando por (r, 0) a partir da origem entra em R em 
r=0esaiemr=2. 

Limites de 0. À medida que L varre a base em sentido anti-horário, o ángulo 0 
que ele forma com o eixo x positivo varia entre 0 =0 e 0 = 27. O valor de M, é 


27 p2 pr? 27 f2 22 r? 
My= | I zærad= | / El r dr do 
o Jo Jo o Jo 0 
ré} 


27 f2 5 27 27 
r 16 327 
= 3 dr de = | | do / do = . 
l l 2 0 12 0 0 3 3 


O valor deM é 


27 p2 pr? 2r p2r q? 
M= a) derárdo = f LE r dr dg 
o Jo Jo o Jo 0 
27 f2 27 r4]2 27 
- [7| raw Sle- f 4d = 8r. 
o Jo 0 0 0 


FIGURA 15.46 O Exemplo 2 mostra 
como encontrar o centroide desse sólido. 
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z Portanto, 


My 3271 4 
P(p, &, 0) z= o. 


e o centroide é (0, 0, 4/3). Observe que o centroide está fora do sólido. 


Coordenadas esféricas e integracáo 


Coordenadas esféricas posicionam pontos no espaço com dois ângulos e 
uma distáncia, conforme demonstrado na Figura 15.47. A primeira coordenada, 
p = |OP]|, é a distância do ponto à origem. Diferentemente de r, a variável p 
nunca é negativa. A segunda coordenada, q, é o ángulo que OP forma com o eixo 
FIGURA 15.47 Coordenadas esféricas p, z positivo. É necessário que esteja no intervalo [0, 7]. A terceira coordenada é o 
& e 0 e sua relação com x, y, z e r. ângulo 0, como medido em coordenadas cilíndricas. 


DEFINIÇÃO Coordenadas esféricas representam um ponto P no espaço por 
triplas ordenadas (p, &, 0), nas quais 


1. péa distância entre P e a origem. 
2. é o ângulo que OP forma com o eixo z positivo (0 < À < 77). 


3. 0 é o ângulo das coordenadas cilíndricas (0 < 0 < 277). 


Nos mapas da Terra, O está relacionada ao meridiano de um ponto na Terra e & 
à sua latitude, enquanto p está relacionada à elevação acima da superfície terrestre. 

A equação p = a descreve a esfera de raio a centrado na origem (Figura 15.48). 
Pa, bo, 00) A equação q = dp, descreve um cone simples cujo vértice está na origem e cujo 
eixo está ao longo do eixo z. (Ampliamos nossa interpretação para incluir o plano 
xy como o cone q) = 7/2.) Se &, é maior que 7/2, o cone q = bp tem sua abertura 
para baixo. A equação 0 = 0, descreve o semiplano que contém o eixo z e forma um 
ângulo 0, com o eixo x positivo. 


z 


$= po 


p e 0 variam 


AS 
Equações relacionando coordenadas esféricas a coordenadas 
~ cartesianas e coordenadas dilíndricas 
r r= psend,  X=rc0s0 = psend coso, 
Z=pCosp, y= rsn0 = psengpsenó, (1) 


p=a, 
pe 6 variam ns p= Vx + y+z2=vVr?+z 
= 00, 

ped variam 


FIGURA 15.48 Equações de coordenadas 
constantes em coordenadas esféricas 
resultam em esferas, cones simples e 
semiplanos. 


EXEMPLO 3 Encontre uma equação em coordenadas esféricas para a esfera x? + 
y+(2-1)?=1. 


Solucáo Utilizamos as Equacóes 1 para substituir x, y e z: 


xX+y+(z-12=1 


posar p cos? 6 + psat pseto + (pcosb — 1)? = 1 Equações 1 
psat b(cos 0 + sat 0) + pocos o — 2pcosb + 1=1 
1 


pAsefo + cos p) = 2p cos 4 
1 
p° = 2p cos 
p = 2c0s4. p>0 


N 


2+y+(2-1?=1 
2 p = 2 cos ġ 


>N 


G 
| 
= 
t 

+ 
= 


FIGURA 15.50 Cone no Exemplo 4. 


| Diferencial de volume em coordenadas 
esféricas 


dV = p? sen & dp dp do 


pAg 


FIGURA 15.51 Em coordenadas esféricas 


dV = dp : p dd : p sen & do 
= p? sen & dp dg do. 
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O ángulo & varia entre O no polo norte da esfera e 77/2 no polo sul; o ângulo 0 não apa- 
rece na expressão para p, refletindo a simetria em relação ao eixo z (ver a Figura 15.49). 


EXEMPLO 4 Encontre uma equação em coordenadas esféricas para o cone 


z= VX + y? 


Solução 1 Utilize a geometria. O cone é simétrico em relação ao eixo z e corta o 
primeiro quadrante do plano yz ao longo da reta z = y. O ângulo entre o cone e o eixo 
z positivo é, portanto, 7/4 radianos. O cone consiste nos pontos cujas coordenadas 
esféricas têm q igual a 77/4, portanto sua equação é h = 7/4. (Ver a Figura 15.50.) 


Solução 2 Utilize a álgebra. Se utilizarmos as Equações 1 para substituir x, y e z, 
obtemos o mesmo resultado: 


z= VX + y 
pcoso = Ve sento 


pcos = psen y 


Exemplo 3 


p>0,sengd = 0 


coso = sen ġo 
=F 0<=b=7 


As coordenadas esféricas são úteis para descrever esferas centradas na origem, se- 
miplanos com fronteira no eixo z e cones cujos vértices estão na origem e cujos 
eixos estão ao longo do eixo z. Superfícies como essas têm equações de valor de 
coordenada constante: 


p= 4 Esfera, raio 4, centro na origem 
$ = T Cone abrindo-se da origem, formando um 
3 ângulo de 7/3 radianos com o eixo z positivo 
p=E Semiplano, com fronteira ao longo do eixo z, 
3” formando um ângulo de 7/3 radianos com o eixo x positivo 


Quando calculamos integrais triplas sobre uma região D em coordenadas esfé- 
ricas, particionamos a região em n cunhas esféricas. O tamanho da k-ésima cunha 
esférica, que contém um ponto (p,, &,, 0,), é dado pelas variações Ap, A0, e Ap, 
em p, 0 e 4. Tal cunha esférica tem uma aresta formada por um arco circular de 
comprimento p, Ap, e outra aresta formada por um arco circular de comprimento 
p, sen db, A0, e espessura Ap, A cunha esférica se aproxima de um cubo dessas 
dimensões quando Ap, A0, e Ad, são todos pequenos (Figura 15.51). Podemos 
mostrar que o volume dessa cunha esférica AV, é AV, =p? sen &, Ap, Ab, AO, para 
(P Pp 9,), um ponto escolhido dentro da cunha. 

A soma de Riemann correspondente para uma função f(p, &, 0) é 


Sn = > f (ov dk 0x) pê send A pk A dk A Ok. 


A medida que a norma de uma partição se aproxima de zero, e as cunhas esféricas 
diminuem, as somas de Riemann tém um limite quando f é contínua: 


im S= fff tooa = [|f io, oseng 4 do do 
D D 


Em coordenadas esféricas, temos 
dV = p? sen & dp dg do. 


Para calcular integrais em coordenadas esféricas, geralmente integramos pri- 
meiro com relação a p. O procedimento para encontrar os limites de integração é 
mostrado a seguir. Limitamos nossa atenção à integração sobre domínios que são 
sólidos de revolução sobre o eixo z (ou porções destes) e para os quais os limites 
para 0 e y são constantes. 
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Como integrar em coordenadas esféricas 


1) Í(p,p,0) W 
D 


sobre uma regiáo D no espago em coordenadas esféricas, integrando primeiro com 
relação a p, em seguida com relação a & e por fim com relação a 6, siga os seguintes 
passos: 


Para calcular 


1. Um esboço. Esboce a região D juntamente com sua projeção R no plano xy. 
Identifique as superfícies que delimitam D. 


z 


p = 824,0) 


2. Encontre os limites de integração de p. Desenhe uma reta M a partir da origem 
passando por D e formando um ângulo & com o eixo z positivo. Desenhe tam- 
bém a projeção de M no plano xy (chame a projeção de L). O raio L forma um 
ângulo 6 com o eixo x. À medida que p cresce, M entra em D em p = gi(4,0) e 
sai em p = g,(¢ġ, 0). Esses são os limites de integração de p. 


p = gd, 0) 


3. Encontre os limites de integração de &. Para qualquer dado 0, o ángulo & que 
M forma com o eixo z vai de $ = $min até & = Pmax Esses são os limites de 
integração de œ. 
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4. Encontre os limites de integração de 0. O raio L varre R à medida que 0 varia de 
a a B. Esses são os limites de integração de 0. A integral é 


0=B [P=dmax [p=0ÍH, 0) 
1) IA f f (p, $, 0) p? sen ġ do de do. 
D 


=Qmin Y pP=9(ġ, 0) 


EXEMPLO 5 Encontre o volume da “casquinha de sorvete” D cortada da esfera 
sólida p < 1 pelo cone & = 7/3. 


M 
Esfera p = 1 Solução O volume é V = f lj, p?send do de do, a integral de f(p, $, 0) = 1 sobre D. 

Para encontrar os limites de integração para calcular a integral, começamos 
esboçando D e sua projeção R no plano xy (Figura 15.52). 

Limites de integração de p. Desenhamos um raio M a partir da origem passando 
Cone $ = 3 por D e formando um ângulo & com o eixo positivo z. Também desenhamos L, a 
projeção de M no plano xy, juntamente com o ângulo 0 que L forma com o eixo x 
positivo. O raio M entra em D em p = 0 e sai em p = 1. 

Limites de integração de &. O cone & = 7/3 forma um ángulo de 7/3 com o 
eixo z positivo. Para qualquer dado 0, o ângulo & pode variar entre pd = 0 e & = 7/3. 

Limites de integração de 6. O raio L varre R à medida que 6 varia entre 0 e 27. 


FIGURA 15.52 Casquinha de sorvete no O volume é 


Exemplo 5. 27 p7/3 fl > 
v= [foºseno do do co = [ | h Pop 
D 
2m pm/3 p? 1 27 7/31 
DL Beee- | amewa 
0 0 0 0 0 


2r 711/3 27 
= _1 a bl 1 TT 
-f | Jose) do / ( ¿+1) 9 ¿om = 3. 


EXEMPLO 6 Um sólido de densidade constante ô= 1 ocupa a região D no Exem- 
plo 5. Encontre o momento de inércia do sólido em relação ao eixo z. 


Solução Em coordenadas retangulares, o momento é 


| = Je y?) dV. 


Em coordenadas esféricas, 1? + y? = (p sen q cos 0)? + (p sen & sen 0) = p? sen? q. 
Consequentemente, 


e= f| (9250? 6) pºsenó co do do = J| otso do do do 


Para a região no Exemplo 5, isso se torna 


a aa 


2m pm/3 27 m/3 
E / (1 — cos 6)senó do do = 3 [ [ose + $$] do 
5 0 0 5 0 3 0 


ca 1 1 1/75 1 T 
=3/ CIE JE a TT A 
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Fórmulas de conversão de coordenadas 
CILÍNDRICAS PARA ESFÉRICAS PARA ESFÉRICAS PARA 
RETANGULARES RETANGULARES CILÍNDRICAS 
X= rco0s0 X= psen pcos 0 r= psen go 
y=rseng y = psen q sen 0 z= pcos o 
Z=2Z Z= poso 0=0 
Fórmulas correspondentes para dV em integrais triplas: 
dV = dx dy dz 
= dzr dr do 
= p? sen & do de do 


Na próxima seção, veremos um procedimento mais geral para determinar dV 
em coordenadas cilíndricas e esféricas. Os resultados serão os mesmos. 


Exercícios 15.7 


Calculando integrais em coordenadas cilíndricas triplas em coordenadas cilíndricas que fornecem o volume de 
D, utilizand dens de int à ir. 
Calcule as integrais em coordenadas cilindricas nos Exercícios 1-6. A O AO 
2r p1/v2r 27 (0/27 p3+24r? a. dz dr do 
1. / LJ dzr dr de 3. / f f œr dr do b. dr dz do 
o Jo Jr o Jo Jo 
c. d0 dz dr 
2r [3 18-r? m fom p3V 4-r? 
2. | / a dzrdrde 4. / / zdzrdr do Encontrando integrais iteradas em coordenadas cilíndricas 
o Jo .Jry3 o Jo Jvar 
27 p1/1/V2r 13. Dê os limites de integração para calcular a integral 
5. n / / 3 dz r dr do 
0 0 Jr 


J f(r, 0, z) dr dr do 


como uma integral iterada sobre a região que está delimitada 
acima pelo plano z = 0, do lado pelo cilindro r = cos 0 e no 
topo pelo paraboloide z = 372. 


2m p1 1/2 
J f, (r2se?o + 22) dzr dr do 
o Jo J-y2 


Mudando a ordem de integração em coordenadas 
cilíndricas 

14. Converta a integral 
As integrais que vimos até agora sugerem que existem ordens pre- 


ee : E og ad 1/VI-y px 
ferenciais de integração para coordenadas cilíndricas, mas outras | J / (2 + y) dz dx dy 
ordens em geral funcionam bem e são ocasionalmente mais fáceis -1/0 0 

de calcular. Calcule as integrais nos Exercícios 7-10. 


27 f3 (23 1/27 pl+cos0 em uma integral equivalente em coordenadas cilíndricas e cal- 
7. f / f rê dr dz do 8. I l 4r dr do dz cule o resultado. 
ER ar Nos Exercícios 15-20, monte a integral iterada para calcular 
9. [| / (r2cos?9 + 22) r do dr dz Mosa 0, Z) dz r dr do sobre a região D dada. 
0J0 Jo E 15. D é o cilindro circular reto cuja base é a circunferência r = 
10. [po eo + Drdo ddr 2 sen 8 no plano xy e cujo topo está no plano z = 4 — y. 
0 Jr-2 0 


11. Seja D a região delimitada abaixo pelo plano z = 0, acima pela 
esfera x? + y? + 2? = 4 e dos lados pelo cilindro x? + y? = 1. 
Monte as integrais triplas em coordenadas cilíndricas que 
fornecem o volume de D, utilizando as seguintes ordens de 
integração. 

a. dz dr do b. dr dz do c. d0 dz dr 


12. Seja D a região delimitada abaixo pelo cone zZ = V x + y? 
e acima pelo paraboloide z = 2 — x? — y?. Monte as integrais 


16. Dé o cilindro circular reto cuja base é a circunferência r = 
3 cos 0 e cujo topo está no plano z = 5 — x. 


Z 


17. D éo cilindro circular reto sólido cuja base é a região no plano 
xy que está dentro da cardioide r = 1 + cos 0 e fora da circun- 
ferência r = 1 e cujo topo está no plano z = 4. 


>N 


r=1+c0s0 


18. Déo cilindro circular reto cuja base é a região entre as cir- 
cunferências r = cos 0 er = 2 cos 0 e cujo topo está no plano 
z=3-y. 


19. D é o prisma cuja base é o triângulo no plano xy, delimitado 
pelo eixo x e as retas y =x e x = 1, e cujo topo está no plano 


x y=x 


20. Dé o prisma cuja base é o triângulo no plano xy, delimitado 
pelo eixo y e as retas y = x e y = 1, e cujo topo está no plano 
z=2-x. 
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Calculando integrais em coordenadas esféricas 


Calcule as integrais em coordenadas esféricas nos Exercícios 21-26. 


a [eme 


27 p7/4 p2 
2 | / | (P cosa) p?send dp dá do 


27 pm f(1-co0sp)/2 
2 / / f Pno dp dy do 
0 0 0 


37/2 pr pl 
24. / '' I 5p?ser & dp dy do 
0 0 Jo 
2r pm/3 f2 
25. / Í 3p?send dp dp de 
0 0 sec q 


2r 7/4 fe 
25 | / À (p cos) p ne dp dp de 


Mudando a ordem de integração em coordenadas esféricas 


As integrais anteriores sugerem que existem ordens preferenciais de 
integração para coordenadas esféricas, mas outras ordens fornecem 
o mesmo valor e são ocasionalmente mais fáceis de calcular. Calcu- 
le as integrais nos Exercícios 27-30. 


2/0 pm/2 
z. | f [ess 
0 J-r Jm/4 


7/3 p2cossecdh f 277 
æ | fo Psn co do de 
T, 0 


/6 J Cossec h 


1 frm p7/4 
29. / f / 12p sa? & de de dp 
o Jo Jo 
m/2 pal? f2 
30. f / 5p*serv & do do dy 
7/6 J-m/2J cossec p 


31. Seja D a região no Exercício 11. Monte as integrais triplas em 
coordenadas esféricas que forneçam o volume de D, utilizan- 
do as ordens de integração a seguir. 

a. dp dp d0 
b. dy dp do 

32. Seja D a região delimitada abaixo pelo cone Z = Vx + y? 
e acima pelo plano z = 1. Monte as integrais triplas em coor- 
denadas esféricas que forneçam o volume de D, utilizando as 
ordens de integracáo a seguir. 

a. dp dp do 
b. dg dp do 
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Encontrando integrais iteradas em coordenadas esféricas 


Nos Exercícios 33-38, (a) encontre os limites em coordenadas esféri- 
cas para a integral que calcula o volume do sólido dado e em seguida 
(b) calcule a integral. 


33. 


34. 


35. 
36. 
37. 


38. 


O sólido entre a esfera p = cos ġ e o hemisfério p = 2, z > 0 


O sólido delimitado abaixo pelo hemisfério p = 1,z > 0 e acima 
pela cardioide de revolução p = 1 + cos & 


p=1+c0sQp 


O sólido delimitado pela cardioide de revolução p = 1 — cos q. 
A porção superior cortada do sólido no Exercício 35 pelo plano xy. 
O sólido delimitado abaixo pela esfera p = 2 cos & e acima pelo 


cone z= Vx? + y? 


O sólido delimitado abaixo pelo plano xy, dos lados pela esfera 
p =2 e acima pelo cone q = 7/3 


Encontrando integrais triplas 


39. 


40. 


Monte integrais triplas para o volume da esfera p =2 em coor- 
denadas (a) esféricas, (b) cilíndricas e (c) retangulares. 


Seja D a regiáo no primeiro octante delimitada abaixo pelo 
cone & = 7/4 e acima pela esfera p = 3. Expresse o volume de 
D como uma integral tripla iterada em coordenadas (a) cilíndri- 
cas e (b) esféricas. Em seguida, (c) encontre V. 


41. 


42. 


Seja D a calota menor cortada de uma esfera sólida de raio de 
2 unidades por um plano a uma distáncia de 1 unidade do cen- 
tro da esfera. Expresse o volume de D como uma integral tripla 
iterada em coordenadas (a) esféricas, (b) cilíndricas e (c) retan- 
gulares. Em seguida, (d) encontre o volume, calculando uma 
das três integrais triplas. 

Expresse o momento de inércia 1 do hemisfério sólido x° + 
y? + 22 < 1, z > 0, como uma integral iterada em coordenadas 
(a) cilíndricas e (b) esféricas. Em seguida, (e) encontre Z.. 


Volumes 


Encontre os volumes dos sólidos nos Exercícios 43-48. 
46. 


43. 


50. 


51. 


52. 


53. 


. Esfera e cones 


r=cos6 


Encontre o volume da porção da esfera sólida 
p < a que está entre os cones p = 7/3 e p= 27/3. 

Esfera e semiplanos Encontre o volume da região cortada 
da esfera sólida p < a e pelos semiplanos 0 = 0 e 0 = 7/6 no 
primeiro octante. 

Esfera e plano Encontre o volume da região menor cortada 
da esfera sólida p < 2 pelo plano z = 1. 

Cone e planos Encontre o volume do sólido delimitado pelo 
cone z = Vx? + y? entre os planosz=1ez=2. 

Cilindro e paraboloide Encontre o volume da região delimi- 
tada inferiormente pelo plano z = 0, lateralmente pelo cilindro 
xX? + y? = 1 e superiormente pelo paraboloide z = x? + y?. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


62. 


Cilindro e paraboloides Encontre o volume da região deli- 
mitada inferiormente pelo paraboloide z = x? + y?, lateralmen- 
te pelo cilindro x? + y? = 1 e superiormente pelo paraboloide 
z= x2 + y +1. 

Cilindro e cones Encontre o volume do sólido cortado do 
cilindro espesso 1 < x? + y? < 2 pelos cones z =+ V X? + y? 
Esfera e cilindro Encontre o volume da regiáo que está den- 
tro da esfera x? + y? + 2? = 2 e fora do cilindro x? + y? = 1. 


Cilindro e planos Encontre o volume da regiáo delimitada 
pelo cilindro x? + y? = 4 e os planos z= 0 e y+2=4. 


Cilindro e planos Encontre o volume da regiáo delimitada 
pelo cilindro x? + y? = 4 e os planos z= 0 ex +y+z=4. 


Encontre o volume da 
2 


Região delimitada por paraboloides 
região delimitada superiormente pelo paraboloide z = 5 —x? — y 
e inferiormente pelo paraboloide z = 4x? + 4y2. 


Paraboloide e cilindro Encontre o volume da região delimi- 
tada superiormente pelo paraboloide z = 9 — x? — y?, inferior- 
mente pelo plano xy e fora do cilindro x? + y? = 

Cilindro e esfera Encontre o volume da região cortada do 
cilindro sólido x? + y? < 1 pela esfera x? +y? +2? = 4. 


Esfera e paraboloide Encontre o volume da região delimi- 
tada acima pela esfera x? + y? + 2? = 2 e abaixo pelo parabo- 
loide z = x? + 2. 


Valores médios 


63. 


64. 


65. 


66. 


Encontre o valor médio da função f(r, 0, z) = r sobre a região 
delimitada pelo cilindro r = 1 entre os planos z = -1 e z = 
Encontre o valor médio da função f(r, 0, z) = r sobre a esfera 
sólida delimitada pela esfera 7? + 2? = 1. (Esta é a esfera x? + y? 
+2 =1.) 

Encontre o valor médio da função f(p, $, 0) = p sobre a esfera 
sólida p < 1. 

Encontre o valor médio da função f(p, $, 0) = p cos & sobre a 
semiesfera sólida p < 1,0<p< 7/2. 


Massas, momentos e centroides 


67. 


68. 


72. 


73. 


74. 


Centro de massa Um sólido de densidade constante é deli- 
mitado abaixo pelo plano z = 0, acima pelo cone z =r, r > 0, 
e dos lados pelo cilindro r = 1. Encontre o centro de massa. 
Centroide Encontre o centroide da regiáo no primeiro oc- 
tante que é delimitado acima pelo cone Z = V xX? + y? abai- 
xo pelo plano z = 0 e dos lados pelo cilindro x? + y? = 4 e os 
planosx=0ey=0. 


Centroide Encontre o centroide do sólido no Exercício 38. 


. Centroide Encontre o centroide do sólido delimitado supe- 


riormente pela esfera p = a e inferiormente pelo cone & = 7/4. 


. Centroide Encontre o centroide da regiáo delimitada supe- 


riormente pela superfície Z = Vr, dos lados pelo cilindro r=4 
e inferiormente pelo plano xy. 


Centroide Encontre o centroide da regiáo cortada da esfera 
sólida 1? + 2? < 1 pelos semiplanos 0 = —7/3, r > 0 e 0 = 7/3, 
r>0. 

Momento de inércia de um cone sólido Encontre o mo- 
mento de inércia de um cone circular reto com raio de base 1 
e altura 1 em relação ao eixo passando pelo vértice paralelo à 
base. (Tome ô = 1.) 


Momento de inércia de uma esfera sólida Encontre o mo- 
mento de inércia de uma esfera sólida de raio a em relação ao 
diâmetro. (Tome ô= 1.) 


75. 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 


81. 


82. 
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Momento de inércia de um cone sólido Encontre o mo- 
mento de inércia de um cone circular reto com raio de base a 
e altura A em relação ao seu eixo. (Sugestão: situe o cone com 
seu vértice na origem e seu eixo ao longo do eixo z.) 


Densidade variável Um sólido é delimitado acima pelo pa- 
raboloide z = 7°, abaixo pelo plano z = 0 e dos lados pelo cilin- 
dro r = 1. Encontre o centro de massa e o momento de inércia 
em relação ao eixo z, se a densidade for 

a. ó(r,0,7)=z 

b. 9(r,0,7)=r. 

Densidade variável Um sólido é delimitado abaixo pelo 


cone z= Vx? + y? e acima pelo plano z = 1. Encontre o 
centro de massa e o momento de inércia em relagáo ao eixo z, 
se a densidade for 


a. 0(r,0,7)=z 
b. ô(r, 0, z) = 2°. 
Densidade variável Uma bola sólida é delimitada pela esfe- 


ra p =a. Encontre o momento de inércia em relação ao eixo z, 
se a densidade for 

a. Xp, b, 0) =p? 

b. ôlp, p, 0)=r= p sen q. 

Centroide de um semielipsoide sólido Mostre que o cen- 
troide do semielipsoide de revolução (12/42) + (22/h?) < 1, 
z 2 0, está no eixo z a três oitavos da distância entre a base e 
o topo. O caso especial A = a fornece um hemisfério sólido. 
Assim, o centroide de um hemisfério sólido está no eixo de 
simetria a três oitavos da distância entre a base e o topo. 


Centroide de um cone sólido Mostre que o centroide de um 
cone circular reto sólido está a um quarto da distância entre a 
base e o vértice. (Em geral, o centroide de um cone sólido ou 
pirâmide está a um quarto da distância entre o centroide da 
base e o vértice.) 


Densidade do centro de um planeta Um planeta tem o 
formato de uma esfera de raio R e massa total M, com distri- 
buição de densidade esfericamente simétrica que aumenta li- 
nearmente à medida que nos aproximamos de seu centro. Qual 
é a densidade no centro desse planeta se a densidade em sua 
margem (superficie) for zero? 


Massa da atmosfera de um planeta Um planeta esférico de 
raio R tem uma atmosfera cuja densidade u = mer, onde A é 
a altitude acima da superfície do planeta, pu, é a densidade no 
nível do mar e c é uma constante positiva. Encontre a massa da 
atmosfera do planeta. 


Teoria e exemplos 


83. 


84. 


85. 


86. 


Planos verticais em coordenadas cilíndricas 


a. Mostre que os planos perpendiculares ao eixo x possuem 
equações da forma r = a sec Q em coordenadas cilíndricas. 


b. Mostre que os planos perpendiculares ao eixo y possuem 
equações da forma r = b cossec 0. 


(Continuação do Exercício 83.) Encontre uma equação da forma 
r = f(0) em coordenadas cilíndricas para o plano ax + by = c, 
cAoO. 


Simetria Que simetria você encontrará em uma superfície 
que tem uma equação da forma r = f(z) em coordenadas cilin- 
dricas? Justifique sua resposta. 


Simetria Que simetria você encontrará em uma superfície 


que tem uma equação da forma p = f(&) em coordenadas es- 
féricas? Justifique sua resposta. 


348 Cálculo 


15.8 


>u 
0 
Plano cartesiano uv 
x = g(u, v) 
y = hlu, v) 
y 
A 
> x 


Plano cartesiano xy 


FIGURA 15.53 As equações x = g(u, v) 
e y = h(u, v) nos permitem mudar uma 
integral sobre uma região R no plano xy 
para uma integral sobre uma região G no 
plano uv, utilizando a Equação 1. 


BIOGRAFIA HISTÓRICA 


Substituições em integrais múltiplas 


O objetivo desta seção é apresentar a você as ideias envolvidas nas transforma- 
ções de coordenadas. Você verá como calcular integrais múltiplas por substituição, 
de forma a substituir integrais complicadas por aquelas que são mais fáceis para 
calcular. As substituições realizam isso simplificando o integrando, os limites de in- 
tegração, ou ambos. É melhor deixar uma discussão meticulosa de transformações 
e substituições de várias variáveis, e o jacobiano, para um curso mais avançado, 
depois de um estudo de álgebra linear. 


Substituições em integrais duplas 


A substituição em coordenadas polares da Seção 15.4 é um caso especial de 
um método de substituição mais geral para integrais duplas, um método que ilustra 
mudanças de variáveis como formações de regiões. 

Suponha que uma região G no plano uv seja transformada biunivocamente na 
região R no plano xy para equações da forma 


x=g(u,v), y=h(u,v), 


conforme sugerido na Figura 15.53. Denominamos R a imagem de G sob a trans- 
formação e G a pré-imagem de R. Qualquer função f(x, y) definida em R pode ser 
imaginada como uma função f(g(u, v), h(u, v)) definida também em G. Como a 
integral de f(x, y) sobre R está relacionada à integral de f(g(u, v), A(u, v)) sobre G? 

A resposta é: se g, he f têm derivadas parciais contínuas e J(u, v) (a ser discu- 
tido a seguir) é zero somente em pontos isolados, quando for, então 


I f(xy) dd = I 5(Q(u v), Kuvu o|dado. (1) 
R G 


O fator J(u, v), cujo valor absoluto aparece na Equação 1, é o jacobiano da 
transformação de coordenadas, em homenagem ao matemático alemão Carl Jacobi. 
Ele mede o quanto a transformação está expandindo ou contraindo a área ao redor 
de um ponto em G, à medida que este se transforma em R. 


DEFINIÇÃO O determinante jacobiano ou jacobiano da transformação de 
coordenadas x = g(u, v), y = h(u, v) é 


ox ox 
dU dv] xd  0Yox 

Ju v) = 9 = JuJu | Judo" (2) 
y 0y u ðv uov 
ðu ðv 


Carl Gustav Jacob Jacobi n 
(1804-1851) 


O jacobiano também pode ser denotado por 


a(x y) 
— a(u, v) 


J(u, v) 


para nos ajudar a lembrar como o determinante na Equação 2 é construido a partir 
das derivadas parciais de x e y. A dedução da Equação 1 é intrincada e, apropria- 
damente, pertence a um curso de cálculo avançado. Não daremos a dedução aqui. 


EXEMPLO 1 Encontre o jacobiano para a transformação de coordenadas polares 
x =r cos 0, y =r sen 0 e utilize a Equação 1 para escrever a integral cartesiana 
Rf y) dx dy como uma integral polar. 


0 
A 
T 
2 
G 
>r 
0 1 


Plano cartesiano rô 


x=rcos 8 
y = rsen 0 


Plano cartesiano xy 


FIGURA 15.54 As equações x =r cos 0 e 
y =r sen 0 transformam G em R. 
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Solução A Figura 15.54 mostra como as equações x = r cos 6, y = r sen 0 transfor- 
mam o retângulo G: 0 <r < 1, 0 < 0 < 7/2, no quarto de círculo R delimitado por 
x? +y? = 1 no primeiro quadrante do plano xy. 

Para coordenadas polares, temos r e 6 no lugar deu e v. Com x =r cos 0 e y = 
r sen 0, o jacobiano é 


9X 9X 
or 00 cos O E 
r,0) = = = r(cos20 + s&t 0) = r. 
106.8) dy Oy senó  rcosg ( ) 
or 00 


Uma vez que podemos supor que r > 0 quando integramos em coordenadas 
polares, |J(r, 0)| = |r| = r, de forma que a Equação 1 dá 


Jio y) dx dy = J| ieo. rsenó) r dr do. (3) 
6 


R 


Essa é a mesma fórmula que deduzimos independentemente, utilizando um argu- 
mento geométrico para a área polar na Segáo 15.4. 

Observe que a integral à direita da Equação 3 não é a integral de f(r cos 0, r sen 6) 
sobre uma regiáo no plano de coordenadas polares. Ela é a integral do produto de 
f(r cos 6, r sen 0) e r sobre uma região G no plano cartesiano rô. 


Aqui está um exemplo de uma substituição na qual a imagem de um retângulo 
sob a transformação de coordenadas é um trapézio. Transformações como essa são 
chamadas de transformações lineares. 


EXEMPLO 2 Calcule 


4 px=(y2)+1 9x — 
bl 79% 
0 Jx=y/2 


aplicando a transformação 


(4) 


e integrando sobre uma região apropriada no plano uv. 


Solução Esboçamos a região R de integração no plano xy e identificamos suas fron- 
teiras (Figura 15.55). 


> e 
= 


u=0 u=1 


FIGURA 15.55 As equações x = u + v e y = 2v transformam G em 
R. Inverter a transformação pelas equações u = (2x — y)/2 e v = y/2 
transforma R em G (Exemplo 2). 
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FIGURA 15.56 As equações x = 

(u/3) — (v/3) e y = Qu/3) + (v/3) 
transformam G em R. Inverter a 
transformação pelas equações u =x +y eu 
= y — 2x transforma R em G (Exemplo 3). 


Para aplicar a Equação 1, precisamos encontrar a região uv correspondente G e 

o jacobiano da transformação. Para encontrá-los, primeiro resolvemos as Equações 
4 para x e y em termos de u e v. A partir dessas equações, é fácil vermos que 

x=utv, y=2v. (5) 


Então, encontramos as fronteiras de G substituindo essas expressões nas equações 
para as fronteiras de R (Figura 15.55). 


Equações nas Equações correspondentes 4 sa 
ae aê Equações nas variáveis 
variáveis xy para a nas variáveis uv para a uv simplificadas 
fronteira de R fronteira de G P 
x=y/2 u+ v=2v/2=v u=0 
x=(y/2)+1 u+vu=(2u/2)+1=v+1 u=1 
y=0 2u=0 v= 
y=4 2u=4 v=2 


O jacobiano da transformação (novamente a partir das Equações 5) é 


ðX ðX ð ð 

3u ðv au (U + v) dy U + y) E i > 
A y y fa dia “lo 2 O 

Su de au (20) Jy (20) 


Agora temos tudo de que precisamos para aplicar a Equação 1: 


x=(y/2) ES 2x- y v=2 fu=1 
El ==5 > 0x dy = La L ul) (u, v) | du dv 
x=y/2 
2 fl 2 1 2 
- [| wauw- f he] w= [ d = 2. 
o Jo 0 0 0 


EXEMPLO 3 Calcule 


1 f1-x 
El Vx= Y (y — 29? dy dk 


Solução Esboçamos a região R de integração no plano xy e identificamos suas fron- 
teiras (Figura 15.56). O integrando sugere a transformação u = x + y e v = y — 2x. 
Algebra rotineira produz x e y como funções de u e v: 


u v — 2u 
3 37 Ya 


x= + 3 (6) 


A partir das Equações 6, podemos encontrar as fronteiras da região nas variáveis uv 
G (Figura 15.56). 


Equações nas Equações correspondentes Equações nas variáveis 
variáveis xy para a nas variáveis uv para a uv simplificadas 
fronteira de R fronteira de G 
= Uu v 2U, v o 
x+y=1 a g)fla fa)- 1 u=1 
z u_ v = 
x=0 373 0 v=u 
y=0 A + 3 =0 v = —2u 


FIGURA 15.57 Região de integração R no 


Exemplo 4. 


FIGURA 15.58 


G a partir da região R. 


As fronteiras da região 

G correspondem aquelas da região R na 
Figura 15.57. Observe que, à medida que 
nos movemos em sentido anti-horário ao 
redor da região R, movemo-nos também 
em sentido anti-horário ao redor da região 
G. As equações de transformação inversas 


u = VX, v = Vy/X produzem a região 
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O jacobiano da transformação nas Equações 6 é 


ðX ðX 1 1 
Ts Ju ðv 3 3 q 
u, v) = = =. 5, 
“Poly ol la 1) 3 
ou ðv 3 3 


Aplicando a Equação 1, calculamos a integral: 


1 pl-x u=1 fu=u 
/ Vx + y (y - 2x)? dy 0x = J uY2 v2|) (u, v)| de du 
o JO u=0 Ju=-2u 


v 


1 fu 1 v=u 
uY? v? (3) du du = T u2 E | 
l L E 3 3 0 3” v=—2u 


1 


1 v2.3 3 "mp 2 92 2 
3h u (u tadus f u du = gu |-2 


du 


No próximo exemplo, demonstramos uma transformação não linear de coorde- 
nadas resultando da simplificação da forma do integrando. De maneira semelhante 
à transformação das coordenadas polares, as transformações não lineares podem 
mapear uma fronteira em linha reta de uma região em uma fronteira curva (ou vice- 
-versa com a transformação inversa). Em geral, as transformações não lineares são 
mais complexas para analisar do que as lineares, e um tratamento completo é deixa- 
do para um curso mais avançado. 


EXEMPLO 4 Calcule a integral 


[de ara 


Solução Os termos de raiz quadrada no integrando sugerem que poderíamos sim- 


plificar a integração substituindo U = Vy e v = Vy/X Elevando ambos os 
lados dessas equações ao quadrado, teríamos imediatamente u? = xy e v? = y/x, O 
que implica que u?v? = y? e uh? = x?. Assim, obtemos a transformação (na mesma 
ordem das variáveis, conforme discutido anteriormente) 
u 

X=v e y = Uv, 
Vamos ver primeiro o que acontece ao próprio integrando com essa transformação. 
O jacobiano da transformação é 


IX ðX 1 —u 

ou ðv V y 2u 
J(u, v) = = =. 

y ay) |v u 

ou ðv 


Se G é a região de integração no plano uv, então pela Equação 1 a integral dupla 
transformada com a substituição é 


f| zeai- f eww f aer 


A função do integrando transformado é mais fácil de ser integrada do que a origi- 
nal, então prosseguimos para determinar os limites de integração para a integral 
transformada. 

A região de integração R da integral original no plano xy é mostrada na Figura 


15.57. A partir das equações de substituição u = Vy e v = Vy/x, vemos que 


a imagem da fronteira à esquerda xy = 1 para R é o segmento de reta vertical u = 1, 
2 > v2 1, em G (ver Figura 15.58). Da mesma forma, a fronteira à direita y = x de 
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R mapeia ao segmento de reta horizontal v = 1, 1 < u < 2, em G. Por fim, a fronteira 
superior horizontal y = 2 de R mapeia a uv =2, 1 < v < 2, em G. À medida que nos 
movemos em sentido anti-horário ao redor da fronteira da região R, também 
nos movemos em sentido anti-horário ao redor da fronteira de G, conforme mos- 
trado na Figura 15.58. Conhecendo a região de integração G no plano uv, podemos 
agora escrever integrais iteradas equivalentes: 


2 fy y 2 f2/u 
/ f NE EN dx dy = f / 2ue* dv du. Observe a ordem de integração. 
1 Jiy 1 df 


Avaliamos agora a integral transformada à direita, 


2 p2ju 2 = 
1 | 2ue" dv du = 2 / vue"? =" du 
1 1 1 


2 
-2[ (2e" — ue!) du 


ah a oea 


2| (2 — uje" + e Ja A Integrar por partes. 


= Le? — (e + 9) = 2de — 2). 


Substituições em integrais triplas 


As substituições em coordenadas cilíndricas e esféricas na Seção 15.7 são ca- 
sos especiais de um método de substituição que descreve mudanças nas variáveis 
em integrais triplas como transformações de regiões tridimensionais. O método é 
como aquele para integrais duplas, exceto que agora trabalhamos em três dimen- 
sões, em vez de duas. 

Suponha que uma região G no espaço uvw seja transformada biunivocamente 
na região D no espaço xyz por equações diferenciáveis da forma 


x= g(u, v, w), y= h(u, v, w), z= k(u, v, w), 


como sugerido na Figura 15.59. Então, qualquer função F(x, y, z) definida em D 
pode ser considerada uma função 


F(g(u, v, w), h(u, v, w), k(u, v, w)) = Hu, v, w) 


definida em G. Se g, h e k têm as primeiras derivadas parciais contínuas, então a 
integral de F(x, y, z) sobre D está relacionada à integral de H(u, v, w) sobre G pela 


equação 
il F(x y, 2) dx dy dz = I H(u, v, w) |) (u v, W| dude dw. (7) 
D “6 
w Z 
x = g(u, v, w) 
y = h(u, v, w) 
z = k(u, v, w) 
G 
v 
u Espaço cartesiano uvw x Espaço cartesiano xyz 


FIGURA 15.59 As equações x = g(u, v, w), y = h(u, v, w) e z = k(u, v, w) nos 
permitem mudar uma integral sobre uma região D no espaço cartesiano xyz 
para uma integral sobre uma região G no espaço cartesiano uvw utilizando 
a Equação 7. 


Cubo com lados 
paralelos aos eixos 
z coordenados 


r Espaço cartesiano rz 


x=rc0s8 
y=rsen0 


E =Z 


Z 
Z 


z = constante 


r = constante 


y 


0 = constante 
x Espaço cartesiano xyz 
FIGURA 15.60 As equações x =r cos 0, 


y =r sen 0 e z =z transformam o cubo G 
em uma cunha cilíndrica D. 
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O fator J(u, v, w), cujo valor absoluto aparece nesta equação, é o determinante 
jacobiano 
ox IX ax 
ou dv JW 
ð ð ð a(x, y, Z) 
J(U,v,w = y oy yj y, i 
Ju dv JW alu, v, W) 


oz əz əz 
ou dv JW 


Esse determinante mede quanto o volume próximo de um ponto em G está sendo 
expandido ou contraído pela transformação das coordenadas (u, v, w) em coordena- 
das (x, y, z). Assim como no caso bidimensional, a dedução da fórmula de mudança 


de variável na Equação 7 é omitida. 
Para coordenadas cilíndricas, r, 0 e z tomam o lugar de u, v e w. A transforma- 


ção do espaço cartesiano rOz no espaço cartesiano xyz é dada pelas equações 
x=r cos 6, y=rsen 0, Z=Z 


(Figura 15.60). O jacobiano da transformação é 


9X OX OX 
or 90 OZ 
coso -rsm O 
_ [oy dy dy 0 
Jr, 06,D = IF 3% az seng r coso 
0 0 1 
9Z dz dz 
or 00 OZ 
=rcoS0+rsmto=r. 


A versão correspondente da Equação 7 é 


ff oya deavar = J] tr, o, Birar de 
D 6 


Podemos descartar os sinais de valor absoluto sempre que r > 0. 
Para coordenadas esféricas, p, & e 0 tomam o lugar de u, ve w. A transformação 
do espaço cartesiano pod0 no espaço cartesiano xyz é dada por 


x= p sen $ cos 0, y = p sen q sen 0, z= p cos ġ 


(Figura 15.61). O jacobiano da transformação (ver o Exercício 19) é 


ox dx ox 
dp dp 00 

dy dy dy 2 

0z əz əz 

dp ob 00 


A versão correspondente da Equação 7 é 


fj "orama jj] neooaoe 
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G 
2 
eS a y 
u 
x=Uu+y 
y =2y 
z = 3w 
Zz 
| Plano de trás: 
2 x=} 0uy=2x 


Y, 


Je As 


Plano de frente: 


1=5 +louy=2x-—-2 


FIGURA 15.62 As equações x =u +v, 

y = 2v e z = 3w transformam G em D. 
Inverter as transformações pelas equações 
u = (2x — y)/2, v = y/2 e w=z/3 transforma 
D em G (Exemplo 5). 


Cubo com lados onstante 


paralelos aos eixos 
9 coordenados z 


0 = constant 


as 


(%, y, 2) 


E 


x = p sen ġ cos 6 
y = p sen q sen 0 


º z = p cos ġ + = constante 


P Espaço cartesiano p0 x Espaço cartesiano xyz 


FIGURA 15.61 As equações x = p sen ¢ cos 0, y = p sen ġ send0ez=pcos 
transformam o cubo G na cunha esférica D. 


Podemos ignorar os sinais de valor absoluto, porque sen & nunca é negativo para 
0 < ġ < 7. Observe que esse é o mesmo resultado obtido na Seção 15.7. 

Temos aqui um exemplo de outra substituição. Ainda que possamos calcular a 
integral no exemplo diretamente, nós a escolhemos para ilustrar o método de subs- 
tituição em um contexto simples (e razoavelmente intuitivo). 


EXEMPLO 5 Calcule 


dia oe 


aplicando a transformação 
u = (2x — y)/2, v = y/2, w=z/3 (8) 


e integrando sobre uma região apropriada no espaço uvw. 


Solução Esboçamos a região D de integração no espaço xyz e identificamos suas 
fronteiras (Figura 15.62). Nesse caso, as superficies limitantes são planas. 

Para aplicar a Equação 7, precisamos encontrar a região G correspondente no 
espaço uvw e o jacobiano da transformação. Para encontrá-los, primeiro resolva as 
Equações 8 para x, y e z em termos de u, v e w. Álgebra rotineira dá 


x=u+v, y= 2v, z=3w. (9) 


Então, encontramos as fronteiras de G substituindo essas expressões nas equações 
para as fronteiras de D: 


Equações nas Equações correspondentes Equações nas 
variáveis xyz paraa nas variáveis uvw para a variáveis uvw 
fronteira de D fronteira de G simplificadas 
x=y/2 u +v =2v/2=v u=0 
x=(y/2)+1 u+ v= (2v/2)+1=v+1 u= 
y=0 2v=0 v=0 
y=4 2v=4 v=2 
z=0 3w=0 w=0 
z=3 3w=3 w=1 
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O jacobiano da transformação, novamente a partir das Equações 9, é 


ox ox ox 

du dv ¿JW 

ay ay ay 110 
0.0 3 

oz əz dz 

du dv OW 


Agora, temos tudo de que precisamos para aplicar a Equação 7: 


x=(y/2)+1 
FIT (y E 3) aaye 

x=y/2 
1/2 /y1 

= f f | u+ WI u ovo] dado w 
o Jo Jo 
1/2/1 127,2 1 

- | | [u+ wo dudodu= 6 / | [E + uu dv dw 
o Jo Jo 0 Jo 0 
12/1 1 2 1 

= IN (3 + w)dvau=6/ + vw) du=6 (1 + 2w) dw 
o Jo 0 0 0 


= 6 w + wh = 62) = 


Exercícios 15.8 


Jacobianos e regiões transformadas no plano eixo y e a reta x + y = 1. Esboce a região transformada no 


: plano uv. 
1. a. Resolva o sistema ` 
4. a. Resolva o sistema 


u=x-y, v=2x+y 


u=2x-3y, v=-x+y 
para x e y em termos de u e v. Em seguida, encontre o valor 


do jacobiano (x, y)/ð(u, v). para x e y em termos de u e v. Em seguida, encontre o valor 


: do jacobiano 0(x, y)/0(u, v). 
b. Encontre a imagem pela transformação u = x — y, v = 2x + y ojacobiano dia Vota) 


da região triangular com vértices (0, 0), (1, 1) e (1, 2) no 
plano xy. Esboce a região transformada no plano uv. 


b. Encontre a imagem pela transformação u=2x—-3y,v=-x + y 
do paralelogramo R no plano xy com fronteiras x = —3, x = 0, 


. y=xey=x+ 1. Esboce a região transformada no plano uv. 
2. a. Resolva o sistema 


=D. sj Substituições em integrais duplas 


. 5. Calcule a integral 
para x e y em termos de u e v. Em seguida, encontre o valor 


do jacobiano 0(x, y)/0(u, v). / T WAP 2x — ay 
b. Encontre a imagem pela transformação u = x + 2y, v=x-—y x=y/2 
da região triangular no plano xy delimitada pelas retas y = 0, 
y=xex+2y=2. Esboce a região transformada no plano uv. do Exemplo 1 diretamente pela integração com relação a x e y 
3. a. Resolva o sistema para confirmar que seu valor é 2. 


6. Utilize a transformação no Exercício 1 para avaliar a integral 
u=3x+2y, v=x+4y 


x=(y2)+1 2x — y 
[Ts 
para x e y em termos de u e v. Em seguida, encontre o valor x=y/2 
do jacobiano 0(x, y)/0(u, v). 
b. Encontre a imagem pela transformação u = 3x + 2y, v =x + para a região R no primeiro quadrante delimitada pelas retas y 


4y da região triangular no plano xy delimitada pelo eixo x, 2x+4,y=2x+7,y=x-2ey=x+1. 
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7. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


Utilize a transformação no Exercício 3 para calcular a integral 


| (3x? + 14y + 8y?) dxdy 


R 


para a região R no primeiro quadrante delimitada pelas retas y 
— (3/2)x + 1, y =- (3/2)x + 3, y =- (1/4)x e y = — (1/4)x + 1. 


. Utilize a transformação e o paralelogramo R no Exercício 4 


para calcular a integral 


ES = y) dx dy. 


. Seja R a região no primeiro quadrante do plano xy delimitada 


pelas hipérboles xy = 1, xy = 9 e as retas y =x, y = 4x. Utilize a 
transformação x = u/v, y = uv com u > 0 e v > 0 para reescrever 


[Ev 


como uma integral sobre uma região apropriada G no plano uv. 

Em seguida, calcule a integral uv sobre G. 

a. Encontre o jacobiano da transformação x = u, y = uv e esbo- 
ce a região G: 1 < u <2, 1 < uv < 2, no plano uv. 

b. Em seguida, utilize a Equação 1 para transformar a integral 


flo 


em uma integral sobre G e calcule ambas as integrais. 


Momento de inércia polar de uma placa elíptica Uma pla- 
ca fina de densidade constante cobre a região delimitada pela 
elipse 1%/a? + y?/b? = 1, a > 0, b > 0, no plano xy. Encontre o 
primeiro momento da placa em relação à origem (Sugestão: 
utilize a transformação x = ar cos 0, y = br sen 0.) 


Área de uma elipse A área 7rab da elipse 1%/a? + y?/b? = 1 
pode ser encontrada integrando a função f(x, y) = 1 sobre a 
regiáo delimitada pela elipse no plano xy. Calcular a integral 
diretamente exige uma substituição trigonométrica. Uma ma- 
neira mais fácil de calcular a integral é utilizar a transformação 
x = au, y = bv e calcular a integral transformada sobre o disco 
G: u? +v? < 1 no plano uv. Encontre a área dessa forma. 


Utilize a transformacáo no Exercício 2 para calcular a integral 
2/3 ¡2-2 
À Í (x + 28% dx dy 
JO y 


escrevendo-a primeiro como uma integral sobre uma regiáo G 
no plano uv. 


Utilize a transformação x = u + (1/2)v, y = v para calcular a 


integral 

2 p(y+4)/2 , 

/ / y (2x — ye" ax dy 
0 Jy/2 


escrevendo-a primeiro como uma integral sobre uma regiáo G 
no plano uv. 


Utilize a transformação x = u/v, y = uv para calcular a soma 
integral 


2 py 4 [4/y 
Í | (x? + y?) dxdy + / / (2 + y?) dxdy. 
1 J1y 2 Jy4 


2 


16. Utilize a transformação x = 1? — v?, y = 2uv para calcular a 


integral 
1 p2v1-x 
/ Vx? + y? dy dx 
O Jo 


(Sugestáo: mostre que a imagem da regiáo triangular G com 
vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1) no plano uv é a região de integração 
R no plano xy definida pelos limites de integração.) 


Encontrando jacobianos 


17. Encontre o jacobiano 0(x, y)/0(u, v) da transformação: 
a. x=ucosv, y=usenv 

b. x=usenv, y=ucosv. 

18. Encontre o jacobiano 0(x, y, z)/0(u, v, w) da transformação: 
a. x= u Cos V, y=usenv, Z=w 
b. x=2u-1, y=3v-4, z=(1/2w-4). 

19. Calcule o determinante apropriado para mostrar que o jacobia- 
no da transformação do espaço cartesiano pô para o espaço 
cartesiano xyz é p° sen q. 


20. Substituições em integrais de uma variável Como as subs- 
tituições em integrais definidas de uma variável podem ser vis- 
tas como transformações de regiões? Qual é o jacobiano nesse 
caso? Ilustre com um exemplo. 


Substituições em integrais triplas 


21. Calcule uma integral no Exemplo 5 integrando com relação a 
x yez. 


22. Volume de um elipsoide Encontre o volume do elipsoide 


(Sugestáo: sejam x = au, y = bu e z = cw. Entáo encontre o 
volume de uma região apropriada no espaço uvw.) 


23. Calcule 
Joel ct e 


sobre o elipsoide sólido 


2 y? z2 
Pe g t 


g% 
A 


(Sugestão: sejam x = au, y = bv e z = cw. Então integre sobre 
uma região apropriada no espaço uvw.) 


24. Seja D a região no espaço xyz definida pelas desigualdades 


l<x<2, 0<xy<2, 0<z<l. 


f+ 3xy2) dy dz 
D 


aplicando a transformação 


Calcule 


U=x, U=X), w= 3z 


e integrando sobre uma região apropriada no espaço uvw. 


25. Centroide de um semielipsoide sólido Considerando o 
resultado de que o centroide de um hemisfério sólido está 
no eixo de simetria a três oitavos da distância da base ao 
topo, mostre, transformando as integrais apropriadas, que 
o centro de massa de um semielipsoide sólido (x2/a?) + 
(72/b2?) + (22/c?) < 1, z > 0, está no eixo z a três oitavos 
da distância da base ao topo. (Você pode fazer isso sem 
calcular nenhuma integral.) 
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26. Cascas cilíndricas Na Seção 6.2, aprendemos como encon- 
trar o volume de um sólido de revolugáo utilizando o método 
das cascas; a saber, se a regiáo entre a curva y = f(x) e o eixo x 
entre a e b (0 < a < b) for girada em torno do eixo y, o volu- 


me do sólido resultante é J. Š 27 Xf(X) dx. Prove que encontrar 
os volumes utilizando integrais triplas dá o mesmo resultado. 
(Sugestão: utilize coordenadas cilíndricas com os papéis de y 
e z trocados.) 


Capítulo 


1. Defina a integral dupla de uma função de duas variáveis sobre 
uma região limitada no plano coordenado. 


2. Como as integrais duplas são avaliadas como integrais itera- 
das? A ordem da integração importa? Como os limites de inte- 
gração são determinados? Dê exemplos. 


3. Como as integrais duplas são utilizadas para calcular áreas e 
valores médios? Dê exemplos. 


4. Como você pode alterar uma integral dupla em coordenadas 
retangulares para uma integral dupla em coordenadas polares? 
Por que pode valer a pena fazer isso? Dê um exemplo. 


5. Defina a integral tripla de uma função f(x, y, z) sobre uma 
região delimitada no espaço. 


6. Como são avaliadas integrais triplas em coordenadas retangu- 
lares? Como são determinados os limites de integração? Dê 
um exemplo. 


Questões para guiar sua revisão 


7. Como as integrais duplas e triplas em coordenadas retangulares 
são utilizadas para calcular volumes, valores médios, massas, 
momentos e centros de massa? Dê exemplos. 

8. Como as integrais triplas são definidas em coordenadas cilín- 
dricas e esféricas? Por que alguém poderia preferir trabalhar 
em um desses sistemas de coordenadas a trabalhar em coorde- 
nadas retangulares? 


9. Como são avaliadas integrais triplas em coordenadas cilíndri- 
cas e esféricas? Como são encontrados os limites de integra- 
ção? Dê exemplos. 

10. Como as substituições em integrais duplas são descritas como 
transformações de regiões bidimensionais? Dê um exemplo 
com cálculo. 


11. Como as substituições em integrais triplas são descritas como 
transformações de regiões tridimensionais? Dê um exemplo 
com cálculo. 


Capítulo Exercícios práticos 


Avaliando integrais iteradas duplas 


Nos Exercícios 1-4, esboce a região de integração e avalie a integral 


dupla. 
10 yYy 32 pv'9-4t 
1. : tdsdt 
/ l yeY dx 3 Í vz 


1 y 
j El ex dy de 
JO JO 


Nos Exercícios 5-8, esboce a região de integração e escreva uma in- 
tegral equivalente com a ordem de integração invertida. Em seguida, 
avalie ambas as integrais. 


Alo a Logos 
6. Pro O E e 


Avalie as integrais nos Exercícios 9-12. 


o. f | 40506) xy E Mi +1 


2r Sen rX? 
10. e dx 12. Fl -— dx 
NE ay 0 JNy x? gy 


Áreas e volumes utilizando integrais duplas 


13. Área entre reta e parábola Encontre a área da região 
delimitada pela reta y = 2x + 4 e a parábola y = 4 — x? no 
plano xy. 


14 


Área limitada pelas retas e parábola Encontre a área da 
regiáo buya no plano xy que é delimitada à direita pela 
parábola y = x°, à esquerda pela reta x + y = 2 e acima pela reta 
y=4. 

Volume da região sob um paraboloide Encontre o volume 
sob o paraboloide z = x? + y? acima do triângulo delimitado 
pelas retas y = x, x = 0 e x + y = 2 no plano xy. 


15 


16. Volume da região sob um cilindro parabólico Encon- 
tre o volume sob o cilindro parabólico z = x? acima da 
região delimitada pela parábola y = 6 — x? e a reta y = x 


no plano xy. 


Valores médios 


Encontre o valor médio de f(x, y) = xy sobre as regiões nos Exerci- 
cios 17 e 18. 


17. O quadrado delimitado pelas retas x = 1, y = 1 no primeiro 
quadrante 


18. O quarto de círculo x? + y? < 1 no primeiro quadrante 
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Coordenadas polares 


Avalie as integrais nos Exercícios 19 e 20 mudando para coordena- 
das polares. 


V1-x2 2 dy dx 
ca 
Ee + yî) 


a 


21. Integral sobre a lemniscata Integre a função f(x, y) = 1/01 
+x? + y?)? sobre a região delimitada por um laço da lemniscata 
ty- @-y)=0. 

22. Integre f(x, y) = 1/01 +x? + y?)? sobre 
a. Regiáo triangular O triángulo com vértices (0, 0), (1, 0) 

e (1, V3). 


b. Primeiro quadrante O primeiro quadrante do plano xy. 


noé + y? + 1) doxdy 


Avaliando integrais iteradas triplas 


Avalie as integrais nos Exercícios 23-26. 


23. IN y + z) dx dy dz 


In7 fin2 fIn5 
/ el*+Y+2 dz dy dx 


In6 In4 


a Lo re 
25 | [| yaa 


Volumes e valores médios utilizando integrais triplas 


27. Volume Encontre o volume da regiáo em formato de cunha 
delimitada na lateral pelo cilindro x =—cos y, —-77/2 < y < 7/2, 
no topo pelo plano z = —2x e abaixo pelo plano xy. 


z 
A z = -2x 


Á 


T y 
2 ? 


28. Volume Encontre o volume do sólido que está delimitado aci- 
ma pelo cilindro z = 4 — x?, nas laterais pelo cilindro x? + y? = 4 
e abaixo pelo plano xy. 


29. Valor médio Encontre o valor médio de f(x, y, z) = 


30x Vx? + Y sobre o sólido retangular no primeiro octante de- 
limitado pelos planos coordenados e os planos x=1,y=3,z=1. 


30. Valor médio Encontre o valor médio de p sobre a esfera só- 
lida p < a (coordenadas esféricas). 


Coordenadas cilíndricas e esféricas 


Converta 


2m pV2 4-1? 
/ | / 3 œr dr do, r=0 
0 0 r 


em (a) coordenadas retangulares com a ordem de integração 
dz dx dy e (b) coordenadas esféricas. Em seguida, (c) avalie 
uma das integrais. 


31. Coordenadas cilíndricas para retangulares 


32. Coordenadas retangulares para coordenadas cilíndricas 
(a) Converta em coordenadas cilíndricas. Em seguida, (b) ava- 
lie a nova paS 


AR 


33. Coordenadas retangulares para coordenadas esféricas 
(a) Converta em coordenadas esféricas. Em seguida, (b) 
avalie a nova integral. 


1 fV- fl 
-1)-V1-x? J VXL+y? 
34. Coordenadas retangulares, cilíndricas e esféricas Escre- 


va uma integral tripla iterada para a integral de f(x, y, z) = 
6 + 4y sobre a região no primeiro octante delimitada pelo cone 


+y?) 


21xy2 dz dy cx 


—00+y?) 


z= Vx? + y?, o cilindro x? + y? = 1 e os planos coordena- 
dos em (a) coordenadas retangulares, (b) coordenadas cilín- 
dricas e (c) coordenadas esféricas. Em seguida, (d) encontre a 
integral de f avaliando uma das integrais triplas. 


35. Coordenadas cilíndricas para coordenadas retangulares 
Monte uma integral em coordenadas retangulares equiva- 
lentes á integral 


7/2 (V3 ¡Var 
f I r?(sen0 cos 6)z? dz dr do. 
0 1 1 


Arranje a ordem de integração como sendo z primeiro, depois y 
e em seguida x. 


36. Coordenadas retangulares para coordenadas cilíndricas 
O volume de um sólido é 
Va-x-y? 


[Eo 


a. Descreva o sólido, fornecendo equações para as superfícies 
que formam sua fronteira. 

b. Converta a integral para coordenadas cilíndricas, mas não 
avalie a integral. 


37. Coordenadas esféricas versus coordenadas cilíndricas Inte- 
grais triplas envolvendo formatos esféricos nem sempre necessi- 
tam de coordenadas esféricas para avaliação conveniente. Alguns 
cálculos podem ser efetuados mais facilmente com coordenadas 
cilíndricas. Como exemplo disso, encontre o volume da região de- 
limitada acima pela esfera 12 + y? + 22 = 8 e abaixo pelo plano z= 2 
utilizando (a) coordenadas cilíndricas e (b) coordenadas esféricas. 


Massas e momentos 


38. Encontrando [_ em coordenadas esféricas Encontre o mo- 
mento de inércia sobre o eixo z de um sólido de densidade 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


constante ô = 1 que é delimitado acima pela esfera p = 2 e 
abaixo pelo cone $ = 7/3 (coordenadas esféricas). 


Momento de inércia de uma esfera espessa Encontre o 
momento de inércia de um sólido de densidade constante ô, 
delimitado por duas esferas concêntricas de raios a e b (a < b) 
em relação a um diámetro. 


Momento de inércia de uma maçã Encontre o momento 
de inércia em relação ao eixo z de um sólido de densidade 
ô = 1, delimitado pela superfície em coordenadas esféricas p 
= ] — cos e. O sólido é representado pela curva azul girada em 
torno do eixo z na figura a seguir. 


>N 


Centroide Encontre o centroide da região “triangular” deli- 
mitada pelas retas x = 2, y = 2 e a hipérbole xy = 2 no plano xy. 


Centroide Encontre o centroide da região entre a parábola 
x+y? —2y=0 ea reta x + 2y = 0 no plano xy. 

Momento polar Determine o momento de inércia polar em 
relação à origem de uma placa triangular fina de densidade 
constante ô = 3, delimitada pelo eixo y e as retas y = 2x e y = 4 
no plano xy. 

Momento polar Encontre o momento de inércia polar em 
relação ao centro de uma folha retangular fina de densidade 
constante ô= 1, delimitada pelas retas 


a. x=+2, y=+l no plano xy 


b. x=+a, y= +b no plano xy. 


(Sugestão: encontre 7, e, em seguida, utilize a fórmula para 7, 
para encontrar 7, e some os dois resultados para encontrar 1,). 
Momento de inércia Encontre o momento de inércia em re- 
lação ao eixo x de uma placa fina de densidade constante ô que 
cobre o triângulo com vértices (0, 0), (3, 0) e (3, 2) no plano xy. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52. 
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Placa com densidade variável Encontre o centro de massa 
e os momentos de inércia em relação aos eixos coordenados 
de uma placa fina delimitada pela reta y = x e a parábola y = x? 
no plano xy, se a densidade for ó(x, y) =x + 1. 


Placa com densidade variável Determine a massa e os pri- 
meiros momentos em relação aos eixos coordenados de uma 
placa quadrada fina delimitada pelas retas x = +1, y = +1 no 
plano xy, se a densidade for (x, y) =x? + y? + 1/3. 


Triângulos com o mesmo momento de inércia Encontre o 
momento de inércia em relação ao eixo x de uma placa triangu- 
lar fina de densidade constante ô, cuja base esteja ao longo do 
intervalo [0, b] no eixo x e cujo vértice esteja na reta y = h acima 
do eixo x. Conforme você verá, não importa em que ponto na 
reta esteja esse vértice. Todos esses triângulos têm o mesmo 
momento de inércia em relação ao eixo x. 


Centroide Encontre o centroide da região no plano de 
coordenadas polares definido pelas desigualdades O < r < 3, 
1/3 < 0 < TB. 


Centroide Encontre o centroide da região no primeiro qua- 
drante delimitado pelos raios 0 = 0 e 0 = 7/2 e as circunferên- 
ciasr=ler=3. 

a. Centroide Encontre o centroide da região no plano de 
coordenadas polares que está dentro da cardioide r = 1 + 
cos 0 e fora da circunferência r = 1. 

b. Esboce a região e mostre o centroide em seu esboço. 

a. Centroide Encontre o centroide da região plana defini- 
da pelas desigualdades em coordenadas polares 0 < r < a, 
—a < 0 < a (0 < a < 7). Como o centroide se move quando 
as m7? 

b. Esboce a região para a = 57/6 e mostre o centroide em seu 
esboço. 


Substituições 


53. 


Mostre que se u = x — y e v = y, então 


f ferta- y, y) dy dx = f | essa v) du dv. 
0 0 0 0 


54. 


Que relação deve existir entre as constantes a, b e c para fazer 
[0,0] oo 
J l e a+ 2by+ cy’) dxdy = 1? 
—00,) —oo 


(Sugestão: sejam s = ax + By e t = yx + ôy, onde (aô — By? = 
ac — b?. Então ax? + 2bxy + cy? = s% +.) 


Capítulo 


Volumes 


1. 


Monte de areia: integrais duplas e triplas A base de um mon- 
te de areia cobre a regiáo no plano xy que é delimitada pela pa- 
rábola x? + y = 6 e a reta y = x. A altura da areia acima do ponto 
(x, y) € 2. Expresse o volume de areia como (a) uma integral 
dupla, (b) uma integral tripla. Em seguida, (c) encontre o volume. 
Água em uma vasilha hemisférica Uma vasilha hemisfé- 
rica de raio 5 cm contém um volume de água cuja altura fica 
3 cm abaixo do topo. Encontre o volume de água na vasilha. 


Exercícios adicionais e avançados 


Região cilíndrica sólida entre dois planos Encontre o vo- 
lume da porção do cilindro sólido x? + y? < 1 que está entre os 
planosz=0ex+y+z=2. 


Esfera e paraboloide Encontre o volume da região delimi- 
tada superiormente pela esfera x? + y? + 2? = 2 e inferiormente 
pelo paraboloide z = x? + y2. 


Dois paraboloides Encontre o volume da região delimitada 
superiormente pelo paraboloide z = 3 — x? — y? e inferiormente 
pelo paraboloide z = 2x? + 2y2. 


6. Coordenadas esféricas 
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Encontre o volume da região deli- 
mitada pela superfície em coordenadas esféricas p = 2 sen & 
(veja a figura a seguir). 


7. Buraco em uma esfera Um buraco cilíndrico é feito através 
de uma esfera sólida, o eixo do buraco sendo um diâmetro da 
esfera. O volume do restante do sólido é 


27 v3 V4-z? 
V= f l / r dr dz db. 
o Jo Jı 


a. Encontre o raio do buraco e o raio da esfera. 
b. Calcule a integral. 


8. Esfera e cilindro Encontre o volume do material cortado da 
esfera sólida 7? + 2? < 9 pelo cilindro r = 3 sen 0. 


9. Dois paraboloides Calcule o volume da regiáo delimitada 
pelas superfícies z = x? + y? e z = (x? + y? + 1)2. 

10. Cilindro e superficie z=xy Encontre o volume da região no 
primeiro octante que está entre os cilindros r = 1 e r = 2 e que 
está delimitada inferiormente pelo plano xy e superiormente 
pela superficie z = xy. 


Mudando a ordem de integração 


11. Calcule a integral 
O ax —bx 
er =e 
= e 


(Sugestão: utilize a relação 
e-e bx 


X - - [eva 


para formar uma integral dupla e calcule a integral mudando a 
ordem de integração.) 


12. a. Coordenadas polares 
das polares, que 


asng pVa-y 1 
f / In (x? + y?) dx dy = a?p(na - 2) 
0 y cotg B 


onde a > 0 e 0 < B < 7/2. 


b. Reescreva a integral cartesiana com a ordem de integração 
invertida. 


Mostre, mudando para coordena- 


13. Reduzindo uma integral dupla a simples Mudando a or- 
dem de integração, mostre que a integral dupla a seguir pode 
ser reduzida para uma integral simples: 


[eso = fo — tent f(t) dt. 
0.JO 0 


De maneira semelhante, pode ser mostrado que 


x fv fu X — 
fJ | eM- f(t) dt du dv = / E Memo $) dt. 
0 JO JO 0 


14. Transformando uma integral dupla para obter limites 
constantes Algumas vezes, uma integral múltipla com limi- 
tes variáveis pode ser mudada para uma com limites constan- 
tes. Mudando a ordem de integração, mostre que 


[sol eva) sx 
= [fs yÍ 09) cx) dy 


1/1 
TM gx = yf Of (Y) dxdy. 


Massas e momentos 


15. Minimizando a inércia polar Uma placa fina de densidade 
constante deve ocupar a região triangular no primeiro qua- 
drante do plano xy que tem vértices (0, 0), (a, 0) e (a, 1/a). 
Qual valor de a irá minimizar o momento de inércia polar da 
placa em relação à origem? 


16. Inércia polar de uma placa triangular Encontre o momen- 
to de inércia polar em relação à origem de uma placa triangu- 
lar fina de densidade constante ô= 3 delimitada pelo eixo y e 
as retas y = 2x e y = 4 no plano xy. 


17. Massa e inércia polar de um contrapeso O contrapeso de 
um volante de densidade constante 1 tem a forma da parte 
menor cortada de um círculo de raio a por uma corda a uma 
distância b do centro (b < a). Encontre a massa do contrapeso e 
seu momento de inércia polar em relagáo ao centro do volante. 


18. Centroide de um bumerangue Encontre o centroide 
da região em forma de bumerangue entre as parábolas y? = 
4x — 1) e y? =-2(x — 2) no plano xy. 


Teoria e exemplos 


ayb 
TI Emax (tê, Ay) dy dx, 


onde a e b são números positivos e 


19. Calcule 


242 242 22 
max (b?x?, a?y?) = e E o = EA 
ay” se bx < aty‘. 


20. Mostre que 


aF (x, y) 
I ay YY 


sobre o retângulo x} <x<x, y, SY € y,, É 
Fey) Fey) FO Yo) + Fo Yo). 


21. Suponha que f(x, y) possa ser escrita como um produto 
f(x, y) = F(x)G(y) de uma função de x e uma função de y. 
Então a integral de f sobre o retângulo R: a < x < b, c < 
y < d pode ser calculada também como um produto, pela 
fórmula 


= (Loa) (coro) 


(1) 


/ f(x y) da 


O argumento é que 


22. 


23. 


[fono f FOSna)a O 
[sn "ro a) ay 
- (Pro K) dy 
. (fœ a) [ ayay 


a. Justifique as etapas de (i) a (iv). 


(ii) 
(iii) 


(iv) 


Quando for aplicável, a Equação 1 pode nos ajudar a reduzir o 
trabalho. Utilize-a para calcular as integrais a seguir. 


271 
x 

i 3 dx dy 

ef /, y? 


Suponha que D, f denote a derivada de f(x, y) = (x? + y?)/2 na 
direção do vetor unitário u = ui + uj. 


In2 
b. / e* cos y dy dx 
0 0 


a. Encontrando o valor médio Encontre o valor médio de 
D,f sobre a região triangular cortada do primeiro quadrante 
pela retax +y=1. 

b. Valor médio e centroide Mostre que, em geral, o valor 
médio de D, f sobre uma região no plano xy é o valor de D, f 
no centroide da região. 


O valor de T(1/2) 


TO) = | teta 
0 


A função gama, 


estende a função fatorial de inteiros não negativos para outros 
valores reais. De particular interesse na teoria das equações di- 
ferenciais é o número 


H= Pets PS 
0 0 


a. Se você ainda não fez o Exercício 41 na Seção 15.4, faça-o 
agora, para mostrar que 


(2) 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 
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| - | y= 


b. Substitua y = Vina Equação 2 para mostrar que 

(1/2) = 2 = vz. 
Carga elétrica total sobre uma placa circular A distribui- 
ção de carga elétrica sobre uma placa circular de raio R metros 
é a(r, 0) = kr(1 — sen 6) coulomb/m? (sendo k uma constante). 
Integre o sobre a placa para encontrar a carga total O. 


Vr 


Medidor parabólico de chuva Uma vasilha tem o formato 
do gráfico de z = x? + y? de z = 0 a z = 10 pol. Você planeja 
calibrar a vasilha para transformá-la em um medidor de chu- 
va. Que altura na vasilha corresponderia a 1 pol. de chuva? E 
3 pol. de chuva? 


Água em uma antena parabólica Uma antena parabólica 
tem 2 m de largura e 1/2 m de profundidade. Seu eixo de sime- 
tria está inclinado 30 graus na vertical. 


a. Monte, mas não calcule, uma integral tripla em coordenadas 
retangulares que dê a quantidade de água que a antena para- 
bólica comportará. (Sugestão: situe seu sistema de coorde- 
nadas de forma que a antena parabólica esteja na “posição 
padrão” e o plano do nível de água seja inclinado.) (Aten- 
ção: os limites de integração não são “fáceis”.) 

b. Qual seria a menor inclinação da antena parabólica para que 
ela não acumulasse água? 


Semicilindro infinito Seja D o interior de um semicilindro cir- 
cular reto infinito de raio 1, com sua extremidade suspensa a uma 
unidade acima da origem e seu eixo igual ao raio entre (0, 0, 1) e 
oo. Utilize coordenadas cilíndricas para calcular 


I zr? + z2 dV. 
JJ. 


Hipervolume Aprendemos que J? 1 dx é o comprimento 
do intervalo [a, b] na reta real (espaço unidimensional), J IM 

1 dA é a área da região R no plano xy (espaço bidimensional) e 
J f f p 1 dV é o volume da região D no espaço tridimensional 
(espaço xyz). Poderíamos continuar: Se Q fosse uma região 
no espaço quadridimensional (espaço xyzw), então J f f f Q! 
dV é o “hipervolume” de O. Utilize suas habilidades de gene- 
ralização e um sistema de coordenadas cartesianas do espaço 
quadridimensional para encontrar o E dentro da 
esfera tridimensional unitária x? + y? + 22 + w? = 
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Módulos Mathematica/Maple 


Arrisque: Tente aplicar o método de Monte Carlo para a integração numérica em três dimensões 


Projetos de aplicação de tecnologia 


Utilize a técnica de Monte Carlo para integrar numericamente em três dimensões. 


Médias e momentos e explorando novas técnicas de esboço, parte II 


Utilize o método de momentos, de forma a fazer uso tanto de simetria geométrica quanto de integração múltipla. 


16 


INTEGRAÇÃO EM CAMPOS VETORIAIS 


VISÃO GERAL Neste capítulo, estenderemos a teoria de integração para curvas e 
superfícies no espaço. A teoria resultante de integrais de linha e de superfície for- 
nece ferramentas matemáticas poderosas para a ciência e a engenharia. As integrais 
de linha são utilizadas para encontrar o trabalho realizado por uma força ao movi- 
mentar um objeto ao longo de uma trajetória e para encontrar a massa de um fio cur- 
vado com densidade variável. Integrais de superfície são utilizadas para encontrar a 
taxa de escoamento de um fluido através de uma superfície. Apresentaremos os teo- 
remas fundamentais de cálculo vetorial integral e discutiremos suas consequências 
matemáticas e aplicações físicas. Na análise final, os teoremas-chave são mostrados 
como interpretações generalizadas do Teorema Fundamental do Cálculo. 


16. 1 Integrais de linha 


(ks Yk Zk) 


FIGURA 16.1 Curva r(f) particionada 
em pequenos arcos det=aat=b. O 
comprimento de um subarco típico é As,. 


Para calcular a massa total de um fio ao longo de uma curva no espaço, ou para 
encontrar o trabalho realizado por uma força variável agindo ao longo dessa curva, 
precisamos de uma noção mais geral de integral do que a definição no Capítulo 5. Pre- 
cisamos integrar sobre uma curva C, e não sobre um intervalo [a, b]. Essas integrais 
mais gerais são denominadas integrais de linha (ainda que integrais de caminho talvez 
fosse mais descritiva). Fazemos nossas definições para curvas no espaço, com curvas 
no plano xy sendo o caso especial com coordenada z identicamente zero. 

Suponha que f(x, y, z) seja uma função de valores reais que desejamos integrar 
sobre a curva C que está dentro do domínio de f e parametrizada por r(t) = g(fi + 
h(0)j + k(t)k, a < t < b. Os valores de f ao longo da curva são fornecidos pela função 
composta f(g(t), A(t), k(t)). Vamos integrar essa composta com relação ao compri- 
mento de arco det=a a t = b. Para começar, primeiro particionamos a curva C em 
um número finito n de subarcos (Figura 16.1). O subarco típico tem comprimento 
As, Em cada subarco escolhemos um ponto (x,, y, Z,) e formamos a soma 


= 2 0% Ya Z) AS, 


que é semelhante a uma soma de Riemann. Dependendo de como particionamos 
a curva C e selecionamos (x,, Y, 2,) no k-ésimo subarco, podemos obter valores 
diferentes para S,. Se f é contínua e as funções g, h e k têm derivadas de primeira 
ordem, então essas somas se aproximam de um limite à medida que n cresce e os 
comprimentos As, se aproximam de zero. O limite fornece a definição a seguir, 
semelhante àquela para uma integral simples. Na definição, consideramos que a 
partição satisfaz As, — 0 quando n — oo. 


DEFINIÇÃO Se f é definida em uma curva C fornecida parametricamente por 
r(A = g(0i + A(t)j + K0k, a < t < b, então a integral de linha de f sobre C é 


[suyaó- im Ly Oo Ya 20) AS, (1) 


contanto que esse limite exista. 


(1,1,1) 


>) 


l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
l 
1, 


(1, 


0) 


FIGURA 16.2 Caminho de integração no 
Exemplo 1. 
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Se a curva C é lisa para a < t < b (portanto v = dr/dt é contínua e nunca 0) e a fun- 
ção f é contínua em C, então pode ser mostrado que o limite na Equação 1 existe. 
Podemos então aplicar o Teorema Fundamental do Cálculo para derivar a equação 
de comprimento de arco, 


Equação 3 da Seção 13.3 


t 
so = f |v(7)| dr, com b = a 


para expressar ds na Equação 1 como ds = |v(t)| dt e calcular a integral de f sobre 
C por 


b 
/ 10 y 2 d= / Fla, KÐ, KOJO | dt (2) 


Observe que a integral do lado direito da Equação 2 é somente uma integral definida 
(simples), conforme definido no Capítulo 5, onde estamos integrando com relação 
ao parâmetro t. A fórmula calcula a integral de linha do lado esquerdo corretamente, 
não importa qual a parametrização utilizada, contanto que a parametrização seja 
lisa. Observe que o parâmetro t define uma direção ao longo da trajetória. O ponto 
inicial em C é a posição r(a) e o movimento ao longo da trajetória é na direção de t 
crescente (veja a Figura 16.1). 


Como calcular uma integral de linha 


Para integrar uma função contínua f(x, y, z) sobre uma curva C: 
1. Encontre uma parametrização lisa de C, 


r(A = e(0i + A(O) +k(0k, ast<b. 
2. Calcule a integral como 


b 
[Sayad- / Fa, MO, KO) [VD] dt 


Se f tem o valor constante 1, então a integral de f sobre C fornece o compri- 
mento de C de t= a a t = b na Figura 16.1. 


EXEMPLO 1 Integre f(x, y, z) = x — 3y? + z sobre o segmento de reta C unindo a 
origem ao ponto (1, 1, 1) (Figura 16.2). 


Solução Escolhemos a parametrização mais simples que pudermos imaginar: 


r( = ti + tj + tk, O<t<l. 


Os componentes possuem derivadas de primeira ordem contínuas e |v(/)| = |i + j + k| = 


VE + P+ 2=NV3nunca é 0, portanto a parametrização é lisa. A integração 
de f sobre C é 


1 
[suyas- f fttO(V3)d  Equção? 
.1 
-f (t- 3? + Y V3 dt 


1 
= v3/ (2 - 38) d = V3|t? - 8]; = 0. 
0 


364 Cálculo 


(1,1,0) 


x 


FIGURA 16.3 Caminho de integração no 
Exemplo 2. 


Aditividade 


Integrais de linha têm a propriedade útil de que se uma curva lisa definida em 
trechos C for feita ligando-se um número finito de curvas lisas C}, C,,..., C, pelas 
extremidades (Seção 13.1), então a integral de uma função sobre C é a soma das 
integrais sobre as curvas que a compõem: 


fsa- [fa [fat [e (3) 


EXEMPLO 2 A Figura 16.3 mostra outra trajetória a partir da origem a (1, 1, 1), a 
união dos segmentos de reta C, e C,. Integre f(x, y, Z) =x — 3y? + z sobre C, UC). 


Solução Escolhemos as parametrizações mais simples para C, e C, que pudermos 
encontrar, calculando os comprimentos dos vetores velocidade à medida que pros- 
seguimos: 


CG: rb=ti+tj O<t<1 ¡v = VE + P= V2 
CG: rt)=i+j+tk O<t<1 |v = VO + 04+ 12=1 


Com essas parametrizações, descobrimos que 


E foyad= | 1yae+ | fyz ds Equação 3 
CUC, Cı C2 
1 1 
- sarovaa+ | FLODA Equação 2 
0 
1 1 
-f (t-32+0/v2a+ | (1- 3+ 901) dt 
0 0 


o E ar E 1 V2 3 
- 25 el +|5 2 o 


Observe três coisas sobre as integrações nos Exemplos 1 e 2. Primeiro, logo que 
os componentes da curva apropriada foram substituídos na fórmula para f, a in- 
tegração se tornou uma integração padrão com relação a t. Em segundo lugar, a 
integral de f sobre C, U C, foi obtida através da integração de f sobre cada seção 
do caminho e da soma desses resultados. Em terceiro lugar, as integrais de f sobre 
Ce C, U C, tinham valores diferentes. 


O valor da integral de linha ao longo de um caminho unindo dois pontos pode 
mudar se você mudar o caminho entre eles. 


Investigaremos essa terceira observação na Seção 16.3. 


Cálculos de massa e momento 


Nós tratamos molas e fios como massas distribuídas ao longo de curvas lisas 
no espaço. A distribuição é descrita por uma função de densidade contínua ô(x, y, 
z) representando massa por unidade de comprimento. Quando uma curva C é pa- 
rametrizada por r(t) = x()i + y(0)j + z()k, a < t < b, então x, y e z são funções do 
parâmetro £, a densidade é a função (x(t), (1), z(£)), e a diferencial de comprimento 
de arco é fornecida por 


«EU: 


Ly 
y? +z?=1,z=0 


FIGURA 16.4 O Exemplo 3 mostra como 
encontrar o centro de massa de um arco 
circular de densidade variável. 
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(Veja a Seção 13.3.) A massa, o centro de massa e os momentos da mola ou do fio 
são então calculados com as fórmulas na Tabela 16.1, com as integrações em termos 
do parâmetro t sobre o intervalo [a, b]. Por exemplo, a fórmula para massa torna-se 


M = EEEN $ (5) + (ce) a 


Essas fórmulas se aplicam também a hastes finas, e suas deduções são semelhan- 
tes àquelas da Seção 6.6. Observe como as fórmulas são semelhantes àquelas nas 
Tabelas 15.1 e 15.2 para integrais duplas e triplas. As integrais duplas para regiões 
planas e as integrais triplas para sólidos tornam-se integrais de linha para molas 
helicoidais, fios e hastes finas. 


TABELA 16.1 Fórmulas de massa e momento para molas helicoidais, fios e hastes 
finas distribuídos ao longo de uma curva lisa C no espaço 


Massa: M = / ô ds 8 = (x, y z) é a densidade em (x, y, 2) 
C 
Primeiros momentos em relação aos eixos coordenados: 


C € C 


Coordenadas do centro de massa: 
X= Mz/M,  Y=Mg/M, Z=My/M 


Momentos de inércia em relação aos eixos e outros caminhos: 


k= [0+ 3ds y= [02+ zd, L= | 0+ yda ds 
C C C 


Il = I r28 ds r(x, y, Z = distância entreo ponto (x, y, 7) earetaL 
€ 


Observe que o elemento de massa dm é igual a ô ds na tabela, e não ô dV como 
na Tabela 15.1, e que as integrais sáo tomadas sobre a curva C. 


EXEMPLO 3 Um arco metálico fino, mais denso na base que no topo, encontra-se 
ao longo do semicírculo y? + z? = 1, z > 0, no plano yz (Figura 16.4). Encontre o 
centro de massa do arco se a densidade no ponto (x, y, Z) no arco for (x, y, z) =2—z. 


Solucáo Sabemos que x=0 e y =0 porque o arco está no plano yz com sua massa 
distribuída simetricamente em relação ao eixo z. Para encontrar Z, parametrizamos 
a circunferéncia como 


r(t) = (cos £)j + (sen dk, 0O<t<rT. 


Para essa parametrizacáo, 
2 2 2 
Mb] = HE) + (5) + (E) = V(0? + (sent)? + (cost)? = 1, 


portanto ds = |v| dt = dt. 
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FIGURA 16.5 A integral de linha /(. f ds 
fornece a área da porção da superfície 
cilíndrica ou “parede” abaixo de z = 
f(x,y) >0. 


Exercícios 16.1 


As fórmulas na Tabela 16.1 então fornecem 


m= [50- [a nd - a sent) dt = 27 — 2 
e c 0 


My= [od- [42-06 [conse 
c C 0 


- [ Qst- ei t= 257 
0 


2 
_ My 8-52. 1 8- 7 
=M 2 E MM 


Com Z arredondado ao centésimo mais próximo, o centro de massa é (0, 0, 0,57). 


Integrais de linha no plano 


Existe uma interpretação geométrica interessante para as integrais de linha no 
plano. Se C for uma curva lisa no plano xy parametrizado por r(t) = x(fi + y(£)j, a 
< t < b, geramos uma superfície cilíndrica ao mover uma linha reta ao longo de C 
ortogonal ao plano, mantendo a reta paralela ao eixo z, como na Seção 12.6. Se z = 
f(x, y) for uma função contínua não negativa sobre uma região no plano contendo a 
curva C, então o gráfico de f é uma superfície que está acima do plano. O cilindro 
corta essa superfície, formando nela uma curva que está acima da curva C e segue 
sua natureza espiralada. A parte da superfície cilíndrica que está abaixo da curva na 
superfície e acima do plano xy é como uma parede ou cerca “sinuosa” ereta na curva 
C e ortogonal ao plano. Em qualquer ponto (x, y) ao longo da curva, a altura da pa- 
rede é f(x, y). Mostramos a parede na Figura 16.5, onde o “topo” da parede é a curva 
contida na superfície z = f(x, y). (Não exibimos a superfície formada pelo gráfico de 
f na figura, somente a curva nela que é cortada pelo cilindro.) A partir da definigáo 


fis- lim S $0% W AS 
€ n>% K=] 


onde As, — 0 conforme n — oo, vemos que a integral de linha J c f ds é a área da 
parede exibida na figura. 


Gráficos de equações vetoriais 


Associe as equações vetoriais nos Exercícios 1-8 utilizando os gráficos (a)-(h) fornecidos aqui. 


a. 


N 


b. 


c. d. 


Cal 


9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


RAN E EAS 


>N 
N 


>N 
N 


N 
2 


r(0)=t+(1-0j O<st<l. 
r()=i+j+1k -I<xt<l 
r(t) = (2 cos 1)i + (2 sen £)j, 
r(0)=f, -l<t<l. 
r()=ti+tj+tk, 0<tf<2, 
r(0)=1+(2-205k, 0O<tf<l. 
r(A = (4-1) j+21k, -1<1t<1l. 
r(t) = (2 cos fi + (2 sen k, 0O<t<r7. 


0O<t<2r7. 


culando integrais de linha sobre curvas espaciais 
Calcule J c (x + y) ds onde C é o segmento de reta x = t, 
y=(1-1),2=0, de (0, 1, 0) a (1, 0, 0). 

Calcule J c œŒ =y +z- 2) ds onde C é o segmento de reta 
x=ty=(1-8,2=1,de (0,1, 1) a (1, 0, 1). 

Calcule J c (xy + y + z) ds ao longo da curva r(t) = 2ti + tj + 
(-20k 011, 


Calcule Je Vx? + y? ds ao longo da curva r(t) = (4 cos £)i + 
(4 sen £)j + 3tk, Im < t < 2T. 


Encontre a integral de linha de f(x, y, z) =x + y +z sobre o 
segmento de reta de (1, 2, 3) a (0, —1, 1). 
Encontre a integral de linha de f(x, y, x) = V3 (X + y? + z?) 
sobre a curva r(t) = ti + tj + tk, 1 < t < œ. 

Integre f(x, y, z) =x + Vy — Z? sobre o caminho entre (0, 0, 0) 
a (1, 1, 1) (veja a figura a seguir) dado por: 


C: r()=4+éj, 0<t<l 


C: r()=i+j+1k, 0<t<l 
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> 


(0, 0, 0) 


(1,1,0) 


(b) 


(a) 


Caminhos de integração para os Exercícios 15 e 16. 


16. 


17. 


18. 


Integre f(x, y, z) =X + Vy- Z? sobre o caminho entre (0, 0, 0) 
e (1, 1, 1) (veja a figura acima) dado por 


C: r(A =tk, O<f<l 
CG: r(0)=f+k, 0<t<l 


G, r()=fi+j+k, 0<t<l 


Integre f(x, y, zZ) =(x+y+2)/(x? + y? + 22) sobre o caminho 
r(O=4++1k, 0<a<t<b. 


Integre f(x, y, z) = — V X? + Z? sobre a circunferência 


r(2) = (a cos f)j + (a sen fk, 0<t<27. 


Integrais de linha sobre curvas planas 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


Calcule Je x ds, onde C é 

a. o segmento de reta x = t, y = 1/2, entre (0, 0) e (4, 2). 

b. a curva parabólica x = t, y = E, entre (0, 0) e (2, 4). 

Calcule EE VX + 2y ds, onde C é 

a. o segmento de reta x = t, y = 4t, entre (0, 0) e (1, 4). 

b. C, U C,; C, é o segmento de reta entre (0, 0) e (1, 0) e C, é 
o segmento de reta entre (1, 0) e (1, 2). 

Encontre a integral de reta de f(x, y) = ye” ao longo da curva 

r( = 4ti- 3tj, -1 <t <2. 

Encontre a integral de linha de f(x, y) =x — y + 3 ao longo da 

curva r(?) = (cos £)i + (sen ^j, 0 < t < 27. 


2 
Calcule 43 $ onde Céacurvax=2,y=P,paral<i<2. 
€ 


Encontre a integral de linha de fix, y) = Vy Xao longo da 
curva r() = Pi + fj, 1/2<1<1. 


Calcule Je (x + Vy) ds, onde C é dado na figura a seguir. 


(0, 0) 
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1 
26. Calcule / 2,2» ds, onde C é dado na figura a seguir. 
cX+yi+1 


(0, 0) 


(1,0) 


Nos Exercícios 27-30, integre f sobre a curva dada. 
27. flx,y)=x/y, Ciy=12, 0<x<2. 

28. fe y)=(K+A)VI+X,  C:y=x2/2 entre (1, 1/2) e (0, 0). 
29. fíx,y)=x+y, C:x? +y? = 4 no primeiro quadrante entre 
(2,0) e (0, 2). 

30. fr, y) =p, 
(0,2) e (V2, V2). 


31. Encontre a área de um dos lados da “parede curva” de pé orto- 
gonalmente sobre a curva y = x°, 0 < x < 2, e abaixo da curva 


na superfície f(x, y) = X + Vy. 
32. Encontre a área de um lado da “parede” de pé ortogonalmente 


sobre a curva 2x + 3y = 6, 0 < x < 6, e abaixo da curva na su- 
perfície f(x, y) = 4 + 3x + 2y. 


C: x? + y? = 4 no primeiro quadrante entre 


Massas e momentos 


33. Massa de um fio Encontre a massa de um fio que se en- 
contra ao longo da curva r(f) = (2 — 1)j + 2fk, 0 < t < 1, se a 
densidade for ô = (3/2)t. 


34. Centro de massa de um fio curvo Um fio com densidade 
ô(x, y, z) = 15V y + 2 se encontra ao longo da curva r(t) = 
(Ê — 1)j + 2tk, —1 < t < 1. Encontre o centro de massa. Em 
seguida, esboce a curva indicando o centro de massa. 


35. Massa de um fio de densidade variável Encontre a mas- 
sa de um fio fino que se encontra ao longo da curva r(f) = 
VD + Vaj + (4— t?)k, 0 < £< 1, se a densidade for (a) 
ô=3te(b)ô=1. 

36. Centro de massa de um fio com densidade variável Encon- 
tre o centro de massa de um fio fino que se encontra ao longo 
da curva r(t) = ti + 2tj + (2/3)4k, 0 < t < 2, se a densidade for 


ô = 3V5 +t. 


37. Momento de inércia de uma argola de arame Uma argola 
de arame circular com densidade constante ô encontra-se ao 
longo da circunferência x? + y? = a? no plano xy. Encontre o 
momento de inércia da argola em relação ao eixo z. 


16.2 


38. Inércia de uma haste fina Uma haste fina com densida- 
de constante encontra-se ao longo do segmento de reta r(t) = 
tj + Q-21)k, 0 <1< 1, no plano yz. Encontre os momentos de 
inércia da haste em relação aos três eixos coordenados. 


39. Duas molas de densidade constante Uma mola de densida- 
de constante ô encontra-se ao longo da hélice 


r(t)=(cosfi+(sendj+tk, 0O<t<2r. 


a. Encontre Z. 


b. Suponha que você tenha outra mola de densidade constante 
ô com o dobro do comprimento da mola no item (a) e que 
esteja ao longo da hélice para O < t < 47. Você espera 
que Z, para a mola mais longa seja o mesmo que para a mola 
mais curta ou que ele seja diferente? Verifique sua previsão 
calculando 7, para a mola mais longa. 


40. Fio de densidade constante Um fio de densidade constante 
ô= 1 encontra-se ao longo da curva 


r(t) = (tcostji + (tsendj + (2V2/3)Pk, O=t=1 


Encontre Z e Z. 
41. Arco do Exemplo 3 Encontre 7, para o arco do Exemplo 3. 


42. Centro de massa e momentos de inércia para fios com den- 
sidade variável Encontre o centro de massa e os momentos 
de inércia em relação aos eixos coordenados de um fio fino que 
se encontra ao longo da curva 


a p 


r(t) = ti H 5k, 


= t=2, 


se a densidade for ô= 1/(t+ 1). 
USO DO COMPUTADOR 


Nos Exercícios 43-46, utilize um SAC e execute os passos a seguir 
para calcular as integrais de linha. 
a. Encontre ds = |v(t)| dt para o caminho r(t) = g(di + h(t)j + 
k(0k. 
b. Expresse o integrando f(g(t), AA, k(t)) |v(t) | como uma 
função do parámetro t. 


c. Calcule J c f ds utilizando a Equação 2 dada no texto. 

43. f(x% yz) = V1 + 30x? + 10y; r(t = ti + tj + 3t?°k, 
0=t=2 

44. f(xy, D = V1+xX+5y; r(t)=ti + 30 + vik, 
Ost=2 

45. f(x y, D = xVy — 322; r(t) = (cos2bi + (senZbj + 5tk, 
O=t=27 


ya 
46502 =(1+32) = rt = (cos20)i + (sen2bj + 


Pk O=<t< 2r 


Campos vetoriais e integrais de linha: trabalho, circulacáo e fluxo 


Forças gravitacionais e elétricas têm direção, sentido e magnitude. Elas são 
representadas por um vetor em cada ponto em seu domínio, produzindo um campo 
vetorial. Nesta seção, mostraremos como computar o trabalho realizado na movi- 
mentação de um objeto por esse campo, utilizando a integral de linha envolvendo 
o campo vetorial. Iremos também discutir campos de velocidade, como o campo 


FIGURA 16.6 Vetores velocidade de um 
escoamento ao redor de um aerofólio em 
um túnel de vento. 


| 
| 


FIGURA 16.7 Linhas de fluxo em um 
canal que se estreita. A água corre mais 
rápido à medida que o canal se estreita 
e os vetores velocidade crescem em 
comprimento. 


a o a 


A 


FIGURA 16.8 Vetores em um campo 
gravitacional apontam na direção do centro 
de massa que proporciona a fonte do 
campo. 


d Xx 
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vetorial representando a velocidade na qual um líquido escoa ao longo de seu domí- 
nio. Uma integral linha pode ser usada para calcular a taxa na qual o líquido escoa 
ao longo ou através de uma curva em seu domínio. 


Campos vetoriais 


Suponha que uma região no plano ou no espaço seja ocupada por um fluido em 
movimento, como ar ou água. O fluido é composto de um grande número de partí- 
culas, e em qualquer instante, uma partícula tem velocidade v. Em pontos diferentes 
da regiáo em um dado (mesmo) tempo, essas velocidades podem variar. Podemos 
imaginar um vetor velocidade sendo ligado a cada ponto do fluido representando 
a velocidade de uma partícula naquele ponto. O escoamento de um fluido é um 
exemplo de campo vetorial. A Figura 16.6 mostra um campo vetorial de velocidade 
obtido a partir do escoamento de ar em volta de um aerofólio em um túnel de vento. 
A Figura 16.7 mostra um campo vetorial de vetores velocidade ao longo do curso 
da água em movimento através de um canal que vai se estreitando. Os campos veto- 
riais estão ainda associados a forças como a atração gravitacional (Figura 16.8) e a 
campos magnéticos, campos elétricos e também a campos puramente matemáticos. 

Geralmente, um campo vetorial é uma função que designa um vetor a cada 
ponto em seu domínio. Um campo vetorial em um domínio tridimensional no espa- 
ço pode ter uma fórmula como 


E(x, y, z) = M(x, y, Di + N(x, y, 2)j + P(x, y, z)k. 


O campo é contínuo se as funções componentes M, N e P forem contínuas; dife- 
renciável se cada uma das funções componentes for diferenciável. Um campo de 
vetores bidimensionais pode ter uma fórmula como 


FQ, y) = M&, yji + NG, y)j. 


Encontramos um outro tipo de campo vetorial no Capítulo 13. Os vetores tan- 
gentes T e os vetores normais N para uma curva no espaço, ambos formam campos 
vetoriais ao longo da curva. Ao longo de uma curva r(t) eles podem ter uma fórmula 
de componente semelhante à expressão de campo de velocidade 


vÀ = f(0i + (Dj + A(0k. 


Se anexarmos o vetor gradiente Vf de uma função escalar f(x, y, z) a cada 
ponto de uma superfície de nível da função, teremos um campo tridimensional na 
superfície. Se anexarmos o vetor velocidade a cada ponto de um fluido em escoa- 
mento, teremos um campo tridimensional definido em uma região no espaço. Esses 
e outros campos são ilustrados nas Figuras 16.9-16.15. Para esboçar os campos, 
escolhemos uma seleção representativa de pontos do domínio e esboçamos os ve- 
tores anexados a eles. As setas são desenhadas com suas caudas, e não suas pontas, 
anexadas aos pontos onde as funções vetoriais são calculadas. 
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FIGURA 16.9 Superfície, como uma rede de malha ou paraquedas, em um campo 
vetorial representando vetores velocidade de escoamento de água ou ar. As setas 
demonstram a diregáo e seus comprimentos indicam o módulo da velocidade. 
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FIGURA 16.10 Campo de vetores 
gradientes V f em uma superfície f(x, y, z) 


=p, 


FIGURA 16.13 Escoamento de um fluido 
em uma tubulação cilindrica longa. Os 
vetores v = (a? — 12)k dentro do cilindro 
que têm suas bases no plano xy têm suas 
extremidades no paraboloide z = a? — 7°. 
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FIGURA 16.14 Os vetores velocidade v(t) 
do movimento de um projétil formam um 
campo vetorial ao longo da trajetória. 
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FIGURA 16.11 Campo radial 
F = xi + yj de vetores posição 
de pontos no plano. Observe 
a convencáo de que uma seta F = (Gi + xj)/(x2 + y 2 

é desenhada com sua cauda, e 

náo sua ponta, no ponto onde no plano. O campo náo é definido 


F é calculado. na origem. 


FIGURA 16.12 Campo de 
“rotação” de vetores unitários 


Campos gradientes 


O vetor gradiente de uma função a valores escalares diferenciável em um ponto 
fornece a direção e sentido de maior crescimento da função. Um tipo importante de 
campo vetorial é formado por todos os vetores gradientes da função (veja a Seção 14.5). 


E ENE 


a 
x 
7 
f 
£ 
+ 
+ 
J 
las 


- 


/ 
ri 


t7 


+ Em duda + 


SI VE = 1 ff 


| SER ttt 


Y 
as 
a RA 
A E, 78 


a o» » 


FT PRO 
4 
fi 


A A e vn 


PILA A MA ARA 
nd = 


dia p Pop a e 


/ dm 


/ 


Velocidade do vento, M/S 


0 2 4 6 8 10 12 1416+ 


FIGURA 16.15 O satélite Seasat da Nasa utilizou um radar para tomar 350.000 
medidas de vento sobre os oceanos do mundo. As setas indicam a direção do 
vento; seu comprimento e tons indicam o módulo da velocidade. Observe a 
tempestade ao sul da Groenlândia. 
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Definimos o campo gradiente de uma função derivável f(x, y, zZ) como o campo de 
vetores gradiente 


wola 


af. af 


ay) + 


az K. 


Em cada ponto (x, y, z), o campo gradiente fornece um vetor apontando na direção 
e sentido do maior crescimento de f, com a magnitude sendo o valor da derivada 
direcional naquela direção. O campo gradiente nem sempre é um campo de força 
ou um campo de velocidade. 


EXEMPLO 1 Suponha que a temperatura T em cada ponto (x, y, z) em uma região 
do espaço seja fornecida por 


T=100 -x -y — 2? 


e que F(x, y, z) seja definido pelo gradiente de T. Encontre o campo vetorial F. 


Solução O campo gradiente F é o campo F = VT = -2xi — 2yj — 2zk. Em cada ponto 
no espaço, o campo vetorial F fornece a direção para qual o crescimento na tempe- 
ratura é maior. 


Integrais de linha de campos vetoriais 


Na Seção 16.1, definimos a integral de linha de uma função escalar f(x, y, z) 
sobre um caminho C. Voltamos nossa atenção agora à ideia de uma integral de linha 
de um campo vetorial F ao longo da curva C. 

Suponha que o campo vetorial F = M(x, y, zji + N(x, y, z)j + P(x, y, z)k tenha 
componentes contínuas e que a curva C tenha uma parametrização lisa r(A = g(£) 
i + A()j + k(Ðk, a < t < b. Conforme discutido na Seção 16.1, a parametrização 
r(t) define uma direção (ou orientação) ao longo de C que chamamos de direção 
de avanço. Em cada ponto ao longo da trajetória C, o vetor tangente T = dr/ds = 
v/|v| é um vetor unitário tangente à trajetória e apontando nessa direção de avanço. 
(O vetor v = dr/dt é o vetor velocidade tangente a C no ponto, conforme discutido 
nas Seções 13.1 e 13.3). Intuitivamente, a integral de linha do campo vetorial é a 
integral de linha do componente escalar tangencial de F ao longo de C. Esse com- 
ponente escalar tangencial é fornecido pelo produto escalar 

dr 
F-T=F- de” 
de forma que temos a seguinte definição formal, onde f = F + T na Equação 1 da 
Seção 16.1. 


DEFINIÇÃO Seja F um campo vetorial com componentes contínuos defini- 
dos ao longo de uma curva lisa C parametrizada por r(t), a < t < b. Então, a 
integral de linha de F ao longo de C é 


[era- [(e-E)o- [rar 


Calculamos as integrais de linha de campos vetoriais de forma semelhante a 
como calculamos as integrais de linha de funções escalares (Seção 16.1). 
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Calculando a integral de linha de F = Mi + Nj + Pk ao longo de C: r(t) = g(t)i 
+ h(t)j+k(t)k 


1. Expresse o campo vetorial F em termos da curva parametrizada C como 
F(r(t)) substituindo as componentes x = g(t), y = A(t), z = k(t) de r nos 
componentes escalares M(x, y, z), N(x, y, Z), P(x, y, z) de F. 


2. Encontre o vetor derivada (velocidade) dr/dt. 
3. Calcule a integral de linha com relação ao parâmetro t, a < t < b, para obter 


e „dr 
f" r= F(r(t)) de E. 


EXEMPLO 2 Calcule de F - dr, onde F(x, y, Z) =zi+xyj-—y?k ao longo da curva 
C dada por r()=Pi+1+ Wtk0O=<t=< 1 


Solução Temos 


F(r(t)) = Vti + tj — tk 


Assim, 


a dr 
«dr = F a 
E al f (rt) at 


1 
= / 207 + tè — 302) d 
0 2 
Ï 


IE 


Integrais de linhas com relacáo ás coordenadas xyz 


Às vezes é útil escrever uma integral de linha de uma função escalar com rela- 
ção a uma das coordenadas, como J cM dx. Essa integral não é a mesma que a in- 
tegral de linha de comprimento de arco / cM ds que definimos na Seção 16.1. Para 
definir a nova integral para a função escalar M(x, y, z), especificamos um campo 
vetorial F = M(x, y, z)i sobre a curva C parametrizada por r(A = g()i + A(Ðj + k(0k, 
a < t < b. Com essa notação, temos x = g(t) e dx = g'(t) dt. Então, 


F- dr = F- Æ dt = MO y, Dg (Ù) dt = M(x y, 2) dx. 


Dessa forma, definimos a integral de linha de M sobre C com relação ao eixo coor- 
denado x como 


[Misya | F-a onde F = M(x,y, 2i. 
Cc Č 


Da mesma forma, definindo F = N(x, y, z)j ou F = P(x, y, z)k, obtemos as integrais 
Jf cNdye f cP dz. Expressando tudo em termos do parâmetro í, temos as seguintes 
fórmulas para essas integrais: 


F, * T; 


Pri 
FIGURA 16.16 O trabalho realizado 
ao longo do subarco mostrado aqui é 
aproximadamente F, - T, As,, onde 
F, = F&p Y 2) € T,= TO, Y po Zy). 
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b 

/ MO% y, 2) dx = / MD, MD, Kb) 9(D dt (1) 
b 

I N% y,2) dy = À N, KD, KD) hd dt (2) 
b 

Jl P(% y, 2) dz = / P(g, Hb), KD) Ke(t) dt (3) 


Acontece com frequência que essas integrais de linha ocorram em combinação, e 
abreviamos a notação escrevendo 


found [nayaay+ [Poyo [mac N dy + P az 
c c c 


EXEMPLO 3 Calcule a integral de linha / cy dx +z dy + 2x dz, onde C é a hélice 
r(t) = (cos fi + (sen bj + tk, 0 < t < 27. 


Solução Expressamos tudo em termos do parâmetro t, de forma que x = cos t, y = 
sent,z=tedx=-sen t dt, dy = cos t dt, dz = dt. Então, 


a 27 
/ y dx + zdy +4 de= | [(—sent)(—sent) + tcost + 2 cost] dt 
Cc 0 


27 
/ [2 cost + tcost + se? t] dt 
0 


=  (t  sen2t sl 
= 2 sent + (tsent + cost) + (5 4 HE 
= [0 + (0+ 1) + (m — 0)] —- [0 + (0 + 1) + (0 - O] 


T. 


Trabalho realizado por uma força sobre uma curva no espaço 


Suponha que o campo vetorial F = M(x, y, z)i + N(x, y, z)j + P(x, y, z)k repre- 
sente uma força em uma região no espaço (pode ser a força da gravidade ou uma 
força eletromagnética de algum tipo) e que 


r(0) = e(0i +A) +k(0k, a<t<b, 


seja uma curva lisa na região. A fórmula para o trabalho realizado por uma força 
na movimentação de um objeto ao longo da curva é motivada pelo mesmo tipo de 
raciocínio que utilizamos no Capítulo 6 para produzir a fórmula W = J 2 F(x) dx para 
o trabalho realizado por uma força contínua de magnitude F(x) dirigida ao longo de 
um intervalo do eixo x. Para uma curva C no espaço, definimos o trabalho realizado 
por um campo de força contínuo F para mover um objeto ao longo de C a partir de 
um ponto A para outro ponto B conforme segue. 

Dividimos C em n subarcos P, ¡P, com comprimentos As,, começando em 
A e terminando em B. Escolhemos qualquer ponto (x, Y, z,) no subarco P,P, 
e definimos T(x,, Y, Z,) como o vetor tangente unitário no ponto escolhido. O 
trabalho W, realizado para mover um objeto ao longo do subarco P, ‚P, é aproxi- 
mado pelo componente tangencial da força F(x,, Y; Z,) vezes o comprimento do 
arco Às, aproximando a distância que o objeto se move ao longo do subarco (veja 
a Figura 16.16). 
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Adt=a 


FIGURA 16.17 O trabalho realizado 
por uma força F é a integral de linha do 
componente escalar F - T sobre a curva 
lisa entre 4 e B. 
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FIGURA 16.18 Curva no Exemplo 4. 


Ma o 


O trabalho total realizado na movimentação do objeto do ponto 4 ao ponto B é, en- 
tão, aproximado pela soma do trabalho realizado ao longo de cada um dos subarcos, 
de modo que 


n n 
Wx y Mk = 24 FO%o Ye 29 * T(% Yo 2) Ask 


Para qualquer subdivisão de C em n subarcos, e para qualquer escolha dos pontos 
(X Yp Zy) em cada subarco, conforme n — 00 e Às, — 0, essas somas se aproximam 


da integral de linha 
/ F-Tos. 
C 


Essa é justamente a integral de linha de F ao longo de C, que é definida como sendo 
o trabalho total realizado. 


DEFINIÇÃO Seja C uma curva lisa parametrizada por r(t), a < t < b, e F 
um campo de força continuo sobre uma região contendo C. Então o trabalho 
realizado na movimentação de um objeto de um ponto 4 = r(a) ao ponto B = 
r(b) ao longo de C é 


b 
w= [eta | Frio) > t (4) 
C a 


O sinal do número que calculamos com essa integral depende da direção na qual 
a curva é atravessada. Se invertermos a direção do movimento, então invertemos o 
sentido de T na Figura 16.17 e mudamos o sinal de F - T e sua integral. 

Utilizando as notações que apresentamos, podemos expressar a integral do tra- 
balho em uma variedade de formas, dependendo do que parecer mais adequado 
ou conveniente para uma discussão em particular. A Tabela 16.2 apresenta cinco 
maneiras de escrever a integral do trabalho na Equação 4. 


TABELA 16.2 Maneiras diferentes de escrever a integral do trabalho para F = Mi 
+ Nj + Pk sobre a curva C: r(t) = g()i + A()j+ kk a < t < b 


W= /F-Tds A definição 


e 
= [For Forma diferencial vetorial 
e 
de dr ba e ; 
-f F- qd Avaliação paramétrica vetorial 
a 


b 
= / (m dx +N oy +P g) dt Avaliação paramétrica escalar 
Ja 


= / M dx + N dy + P dz Forma diferencial escalar 
Ç 


EXEMPLO 4 Encontre o trabalho realizado pelo campo de força F = (y — x?)i + 
(2 — y?)j + (x—2?)k ao longo da curva r() = ti + Pj + Pk, 0 < ż < 1, de (0, 0, O) a 
(1, 1, 1) (Figura 16.18). 
Solução Primeiro calculamos F na curva r(£): 
— (vo bi 2 
py xi + (z y9j + (x Z)k Substitua x = £, 
= (t? - ti + (t -— t®j + (t= tjk. 250050 


Nans 


0 
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Então, encontramos dr/dt, 


dr. d 


d qt + tã + Bk) = i + 2tj + ak 


Por fim, encontramos F + dr/dt e integramos det=0 a t=1: 


dr _ 
dt 


= (8 — (20 + (t- 9368) = 24 - 20 + 3? — 3t8 


F K — tj + (t- tôk] (i+ 2 + 3k) 


portanto, 


1 
Trabalho= / (24 — 24% + 3t? — 348) dt 
0 


2.5 1246 à Dedo. Du 
E Gt +at gt o 60 


EXEMPLO 5 Encontre o trabalho realizado pelo campo de força F = xi + yj + 
zk na movimentação de um objeto ao longo da curva C parametrizada por r(t) = 
cos (Tt) i + fj + sen (mA k,0<t<1. 
Solução Começamos escrevendo F ao longo de C como uma função de t, 

F(r(t)) = cos (mt) i + 2j + sen (7f) k. 
Em seguida, calculamos dr/dt, 


ao “a sen (rt) i + 25 + m cos (7t) k. 


E então, calculamos o produto escalar, 


Fr) E = —q sen (mt) cos (mt) + 2t? + m sen (rt) cos (rt) = 2t?. 


O trabalho realizado é a integral de linha 
b 1 471 
d t= dp =1 
/ F(r(t)) qe f 2t? dt = 5| = > 


Integrais de escoamento e circulacáo para campos de velocidade 


Suponha que F represente o campo de velocidade de um fluido escoando por 
uma regiáo no espago (um dique ou a cámara da turbina de um gerador hidroelé- 
trico, por exemplo). Sob essas circunstâncias, a integral de F - T ao longo de uma 
curva na região fornece o escoamento do fluido ao longo da curva. 


DEFINIÇÕES Se r(1) parametriza uma curva lisa C no domínio de um campo 
de velocidade contínuo F, o escoamento ao longo da curva entre 4 = r(a) e 
B=r(b) é 


Escoamento = [eros (5) 
C 


A integral nesse caso é denominada integral de escoamento. Se a curva co- 
meça e termina no mesmo ponto, de forma que 4 = B, o escoamento é deno- 
minado circulação ao redor da curva. 
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FIGURA 16.19 Campo vetorial F e a 
curva r(t) no Exemplo 7. 


Simples, Simples, 
não fechada fechada 
Não simples, Não simples, 
não fechada fechada 


FIGURA 16.20 Distinguindo curvas 
que são simples ou fechadas. As curvas 


fechadas também são chamadas de laços. 


A direção que percorremos ao longo de C importa. Se invertermos a direção, 
então T é substituído por -T e o sinal da integral muda. Calculamos integrais de 
escoamento da mesma forma que calculamos integrais de trabalho. 


EXEMPLO 6 O campo de velocidade de um fluido é F = xi + zj + yk. Encontre o 
escoamento ao longo da hélice r(t) = (cos fi+ (sen Aj + tk, 0 < t < 7/2. 


Solução Calculamos F na curva, 
F=xi+zj + yk = (cos fi + tj + (sen Dk Substitua x=cost,z=1,y=sent. 


e em seguida encontramos dr/dt: 


g = (-senti + (cosbj + k. 


Então, integramos F - (dr/dt) de t=0a t = 5 
F- q = (cost(=sent) + ((cost) + (senti(1) 


= —sentcost + tcost + sent 


assim, 


Cb dr 7/2 
Escoamento = / Fe. dt = (=sentcost + tcost + sent) dt 
2 1/2 
_ |cos*t T 1 T 
- [3 + tsent | = (0+7) (1+0)-3 > 


EXEMPLO 7 Encontre a circulação do campo F = (x — y)i + xj ao redor da circun- 
ferência r(t) = (cos i + (sen dj, 0 < t < 277 (Figura 16.19). 


ta 


Solução Na circunferência, F = (x — y)i + xj = (cos t — sen fi + (cos £)j e 


X = (senti + (cost) 


Então 
F. x = —sentcost + sef t + cost 
1 
dá 


27 dr 27 
Circulação = / F- Ga f (1 — sentcost) dt 
0 0 


sett]? 
a 


2r. 


Como sugere a Figura 16.19, um fluido com esse campo de velocidade está circu- 
lando em sentido anti-horário ao redor da circunferência. 


Fluxo através de uma curva plana simples 


Uma curva no plano xy é simples se ela não cruza a si mesma (Figura 16.20). 
Quando uma curva começa e termina no mesmo ponto, é uma curva fechada ou 
laço. Para encontrar a taxa na qual um fluido está entrando ou saindo de uma re- 
gião delimitada por uma curva lisa e fechada simples C no plano xy, calculamos a 


N 


Para o sentido horário, 
k x T aponta para fora. 


y 


Para o sentido anti-horário, 


T x k aponta para fora. 


y 


FIGURA 16.21 Para encontrar um 
vetor normal exterior unitário para uma 
curva lisa simples C no plano xy, que 

é percorrida em sentido anti-horário à 
medida que f cresce, tomamos n = T x k. 
Para o movimento em sentido horário, 
tomamos n =k x T. 
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integral de linha sobre C de F - n, o componente escalar do campo de velocidade do 
fluido na direção do vetor normal exterior da curva. O valor dessa integral é o fluxo 
de F através de C. “Fluxo” vem do latim flux, mas muitos cálculos de fluxo não 
envolvem movimento. Se F fosse um campo elétrico ou magnético, por exemplo, a 
integral de F + n ainda seria chamada de fluxo do campo através de C. 


DEFINIÇÃO Se C for uma curva lisa e fechada simples no domínio de um 
campo vetorial contínuo F = M(x, y)i + N(x, y)j no plano, e se n for o vetor 
normal unitário exterior de C, o fluxo de F através de C é 


Fluxo de Faravésdec = | F-nds (6) 
€ 


Observe a diferença entre fluxo e circulação. O fluxo de F através de C é a in- 
tegral de linha com relação ao comprimento de arco de F - n, o componente escalar 
de F na direção normal exterior. A circulação de F ao redor de C é a integral de 
linha com relação ao comprimento de arco de F - T, o componente escalar de F na 
diregáo do vetor tangente unitário. O fluxo é a integral do componente normal de F; 
a circulacáo é a integral do componente tangencial de F. 

Para calcular o integral para fluxo na Equação 6, começamos com uma para- 
metrização lisa 


x=g(, Y =H0, astsb, 


que traga a curva C exatamente uma vez, conforme t aumenta de a para b. Podemos en- 
contrar o vetor normal n exterior unitário fazendo o produto vetorial do vetor tangente 
unitário T da curva com o vetor k. Mas que ordem escolhemos, T x k ou k x T? Qual 
deles aponta para fora? Depende da maneira pela qual Cé percorrida, à medida que tau- 
menta. Se o movimento for em sentido horário, kx T aponta para fora; se o movimento 
for em sentido anti-horário, T x k aponta para fora (Figura 16.21). A escolha usual é 
n = T x k, a escolha que assume o movimento anti-horário. Assim, ainda que o valor 
da integral na Equação 6 não dependa da forma como C é percorrida, as fórmulas 
que deduziremos para calcular n e a integral assumiráo um movimento anti-horário. 
Em termos de componentes, 


A E . œŒ; 
n=Txk=(%i+ i) xk- Qi- j. 


Se F = M(x, y)i + N(x, y)j, então 


Consequentemente, 
dy dx 
[Fns [ (m2 N ds d= $ May- Nox 
C 


Colocamos uma circunferência orientada O na última integral, como um lem- 
brete de que a integração ao redor da curva fechada C tem sentido anti-horário. Para 
calcularmos essa integral, expressamos M, dy, N e dx em termos do parâmetro t e 
integramos de t = a a t = b. Não precisamos conhecer n ou ds explicitamente para 
encontrar o fluxo. 
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Exercícios 16.2 


Campos vetoriais 


Encontre os campos gradientes das funções nos Exercícios 1-4. 
1. fœ, y, z) = Q +y +2)12, 
. f(x% y, D = INV xX + y? + 2? 


. g(1, y, 2) = ? — In (e? ty). 


+ g(x, y, Z) = xy + yz + xz. 


n Aa U N 


Calculando o fluxo através de uma curva plana lisa e fechada 
(FlwodeF = Mi + Nj através deC) = $ M dy- Nox (7) 


C 
A integral pode ser calculada a partir de qualquer parametrização lisa x = g(t), 
y= h(t), a < t < b, que traça C em sentido anti-horário exatamente uma vez. 


EXEMPLO 8 Encontre o fluxo de F = (x — y)i + xj através da circunferência x? + 
y? = 1 no plano xy. (O campo vetorial e a curva foram exibidos anteriormente na 
Figura 16.19.) 


Solução A parametrização r(t) = (cos £)i + (sen fj, O < t < 27%, traça a circunfe- 
rência em sentido anti-horário exatamente uma vez. Dessa forma, podemos utilizar 
essa parametrização na Equação 7. Com 


M =x- y= cost — sent, dy = dísent) = costat 
N = x= cost, dx = d(cost) = -sent dt, 


encontramos 


27 
Furo = | Mg- Nox= f (cos?t — sentcost + cost sent) dt Equação 7 
c 0 


"Dm "Dm 27 
-f cota = | LEa 1, 2) =. 
0 0 


2 4 Jo 


O fluxo de F através da circunferéncia é 77. Uma vez que a resposta é positiva, o es- 
coamento líquido através da curva é para fora. Um escoamento líquido para dentro 
forneceria um fluxo negativo. 


c. O caminho C, U C, que consiste no segmento de reta de 
(0, 0, 0) até (1, 1, 0) seguido pelo segmento de (1, 1, 0) até 
(1, 1, 1). 


7. F =3yi+2xj + 4zk. 
8. F=[1/02+ D]j. 
9. F= Vá- 2x + Vyk 


. Dê uma fórmula F = M(x, y)i + N(x, y)j para o campo vetorial 10, F = xyi + yzj + xzk. 


no plano que tem a propriedade de F apontar na direção da ori- 


gem com magnitude inversamente proporcional ao quadrado 


11. F=(312-3x)i + 3zj + k. 


da distância de (x, y) à origem. (O campo não é definido em 12, F L+zdi+ (+0 j+ (+ pk 


(0, 0).) 


6. Dé uma fórmula F = M(x, y)i + N(x, y)j para o campo vetorial 
no plano que tem as seguintes propriedades: F = 0 em (0, 0) e 
em qualquer outro ponto (a, b), F é tangente à circunferência 
xX? + y? = a? + b? e aponta no sentido horário com magnitude 


|F] = Va? + b? 


Integrais de linha de campos vetoriais 

Nos Exercícios 7-12, encontre as integrais de linha de F entre (0, 0, 0) 

e (1, 1, 1) sobre cada um dos seguintes caminhos da figura a seguir. 
a. O caminho em linha reta C:r()=t+i+tk, 0O<t<l. 
b. O caminho curvo C;: r()=4+Pj+Pk, 0<t<l. 


Integrais de linha em relação a x, y e z 


Nos Exercícios 13-16, encontre as integrais de linha ao longo do 
caminho C dado. 


13. [0 y dx ore C:ix=ty= 2+1 para0=<t< 3 
c 
14. [or onde Cix=ty=t;paal=t=?2 
Cc 
15. 1 (x2 + y?) dy onde C é dado na figura a seguir. 
y 
A 


(3,3) 


(0, 0) (3,0) 


16. | Vx + y dx, onde C é dado na figura a seguir. 
C 
y 


(0, 0) 


17. Calcule cada uma das seguintes integrais ao longo da curva 
r() =ti-j+Pk,0<1<1. 


a. (x+ y- 2 dx 
c 
b ury-ad 
E 


C. fory-ad 
(el 


18. Calcule cada uma das seguintes integrais ao longo da curva 
r(t) = (cos fi + (sen j — (cos Ak, 0 < t < 7. 


a [xa TEZY e [mede 


Trabalho 


Nos Exercícios 19-22, encontre o trabalho realizado por F sobre a 
curva na direção de t crescente. 


19. F = xyi + yj — yzk 
r(ġ=ti+fj+tk, 0<tf<l. 
20. F= 2yi + 3xj — (x + y)k 
r(t) = (cos fi + (sen Aj + (t/6)k, 0<t<27. 
21. F=zi+xj+yk 
r(t) = (sen Ni + (cos Aj + tk, 0<t<27. 
22. F = 6zi + y?j — 12xk 
r(t) = (sen Hi + (cos Aj + (t/6)k, 0<t<27. 


Integrais de linha no plano 


23. Calcule J c xy dx + (x + y) dy ao longo da curva y = x? de 
El, 1) a Q, 4). 
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24. Calcule J c Œ- y) dx + (x + y) dy no sentido anti-horário ao 
redor do triângulo com vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 1). 

25. Calcule / cF-T ds para o campo vetorial F = x2i — yj ao longo 
da curva x = y? de (4,2) a (1, —1). 


26. Calcule / c E * dr para o campo vetorial F = yi — xj no sentido 
anti-horário ao longo da circunferência unitária x? + y? = 1 de 
(1,0) a (0, 1). 


Trabalho, circulação e fluxo no plano 
27. Trabalho Encontre o trabalho realizado pela força F = xyi + 
(y — x)j sobre o segmento de reta de (1, 1) a (2, 3). 


28. Trabalho Encontre o trabalho realizado pelo gradiente de 
f(x,y) = (x + yY no sentido anti-horário em torno da circunfe- 
rência x? + y? = 4 de (2, 0) a si próprio. 

29. Circulação e fluxo Encontre a circulação e o fluxo dos campos 

F =xi+ yj e F, => + xj 

ao redor e através de cada uma das curvas a seguir. 

a. A circunferência r(t) = (cos fi + (sen dj, 0<t<2r7. 

b. A elipse r(t) = (cos fji + (4 sen Aj, 0<t<27. 


30. Fluxo através de uma circunferéncia 
dos campos 


Encontre o fluxo 


F =2xi-3yj e F,=2xi+(x- y)j 


através da circunferência 


r(2) = (a cos ñi + (a sen Àj, O<t<27. 


Nos Exercícios 31-34, encontre a circulação e o fluxo do cam- 
po F em torno e através do caminho semicircular fechado que 
consiste no arco semicircular r;(t) = (a cos fi + (a sen Dj, 
0 <1< rr, seguido pelo segmento de reta r,(1) = fi, a<t<a. 

31. F=xi+ pj. 

32. F=x2+ y?j. 

33. F=->1+ xj. 

34. F=-yi+ xj. 

35. Integrais de escoamento Encontre o escoamento do campo 
de velocidade F = (x + y)i — (x? + y?)j ao longo de cada um dos 
caminhos a seguir de (1, 0) a (—1, 0) no plano xy. 

a. A metade superior da circunferência x? + y? = 1. 

b. O segmento de reta de (1, 0) a (—1, 0). 

e. O segmento de reta de (1, 0) a (0, —1) seguido pelo segmento 
de reta de (0, —1) a 1, 0). 

36. Fluxo através de um triángulo Encontre o fluxo exterior do 
campo F do Exercício 35 através do triángulo com vértices (1, 
0), (0, 1), EL, 0). 

37. Encontre o escoamento do campo de velocidade F = y2i + 2xyj ao 
longo de cada um dos caminhos a seguir de (0, 0) a (2, 4). 

a. b. 


(0, 0) 2 


(0, 0) 2 


c. Utilize qualquer caminho de (0, 0) a (2, 4) que seja diferente 
dos itens (a) e (b). 
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38. Encontre a circulação do campo F = yi + (x + 2y)j em torno de 
cada um dos caminhos fechados a seguir. 


a. 
y 


El 1) (1,1) 


>x 


El, -1) (1,-1) 


c. Utilize qualquer caminho fechado que seja diferente dos 
itens (a) e (b). 
Campos vetoriais no plano 


39. Campo de rotação Desenhe o campo de rotação 


y ` xX 


F= i- j 
V + y? Vx + Ti 


(veja a Figura 16.12) junto com suas componentes horizontais 
e verticais em um conjunto representativo de pontos da circun- 
ferência x? + y? = 4. 


40. Campo radial Desenhe o campo radial 


F = xi + yj 


(veja a Figura 16.11) junto com suas componentes horizontais 
e verticais em um conjunto representativo de pontos da circun- 
feréncia x? + y? =1. 
41. Campo de vetores tangentes 
a. Encontre o campo G = P(x, y)i + Q(x, y)j no plano xy com 
a propriedade de que, em qualquer ponto (a, b) (0, 0), G 
seja o vetor de magnitude Va? + b? tangente à circunfe- 
rência x? + y? = a? + b? e aponte no sentido anti-horário. (O 
campo é indefinido em (0, 0).) 
b. Como G se relaciona com o campo de rotacáo F na Figura 
16.122 
42. Campo de vetores tangentes 
a. Encontre o campo G = P(x, y)i + Q(x, y)j no plano xy com 
a propriedade de que, em qualquer ponto (a, b) £ (0, 0), G é 
um vetor tangente unitário à circunferência x? + y? = a? + b? 
e aponta no sentido horário. 


b. Como G se relaciona com o campo de rotação F na Figura 
16.122 


43. Vetores unitários apontando na direção da origem En- 
contre o campo F = M(x, y)i + N(x, y)j no plano xy com a 
propriedade de que, em cada ponto (x, y) % (0, 0), F é um 
vetor unitário apontando na direção da origem. (O campo é 
indefinido em (0, 0).) 

44. Dois campos “centrais” Encontre um campo F = M(x, y)i + 
N(x, y)j no plano xy com a propriedade de que, em cada ponto 
(x, y) * (0, 0), F aponte na direção da origem e |F| seja (a) a 
distância entre (x, y) e a origem, (b) inversamente proporcio- 
nal à distância entre (x, y) e a origem. (O campo é indefinido 
em (0, 0).) 

45. Trabalho e área Suponha que f(t) seja derivável e positiva 
para a < t< b. Seja C o caminho r(t) = ti + f(t)j, a < t < b, 
e F = yi. Existe alguma relação entre o valor da integral do 


trabalho 
/ F- dr 
€ 


e a área da região limitada pelo eixo £, o gráfico de f e as retas 
t=aet=b? Justifique sua resposta. 


46. Trabalho realizado por uma forca radial com magnitude 
constante Uma partícula se move ao longo de uma curva lisa 
y= f(x) de (a, f(a)) a (b, f(b)). A força que move a partícula 
tem magnitude constante k e aponta sempre para longe da ori- 
gem. Mostre que o trabalho realizado pela forga é 


I F-T& = K (b? + f(b) - (a? + (f(a),342). 
E 


Integrais de escoamento no espaço 


Nos Exercícios 47-50, F é o campo de velocidade de um fluido es- 
coando através de uma região no espaço. Encontre o escoamento ao 
longo da curva dada na direção de t crescente. 


47. F =-4xyi+ 8yj + 2k 
r(0)=4+éj+k, 0<tf<2, 
48. F=x%i+ yzj + y?k 
r(A =31+4tk, 0O<t<l. 
49. F=(x-z)i+xk 
r(t) = (cos fji + (sen fk, 0O<t<r. 
50. F=yi+xj+2k 
r(t) = (2 cos t)i + (2 sen 1)j + 2tk, 0<t<27. 
51. Circulação Encontre a circulação de F = 2xi + 2zj + 2yk 


em torno do caminho fechado que consiste nas trés curvas a 
seguir, percorridas na direção de t crescente. 


Ci: r(A = (cos ti + (sen )j+fk, O<t< 7/2 


O: r()=j+(m/2X1-0)k, 0<t<1 


O<t<l 


T 
(0.1.3) 


r(=ti+(1- pj, 


N 
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52. Circulação nula Seja Ca elipse na qual o plano 2x + 3y—z=0 a. Uma vez em torno da curva C do Exercício 52, no sentido 
encontra o cilindro x? + y? = 12. Mostre, sem calcular nenhu- horário quando visto de cima. 
ma integral de linha diretamente, que a circulação do campo b. Ao longo do segmento de reta de (1, 1, 1)a (2,1,-1). 


F = xi + yj + zk em torno de C em qualquer direção é nula. 


USO DO COMPUTADOR 


Nos Exercícios 55-60, utilize um SAC para executar as etapas a seguir, 
Encontre o escoamento de (0, 0, 0) até (1, 1, 1) ao longo da cur- encontrando o trabalho realizado pela forga F sobre o caminho dado: 
va de interseção do cilindro y = x? e do plano z = x. (Sugestão: a. Encontre dr para o caminho r(1) = g(Di + (Dj + k(0Kk. 
utilize t = x como parâmetro.) b. Calcule a força F ao longo do caminho. 


c Caaue | F- ar. 
E 


53. Escoamento ao longo de uma curva O campo F = xyi + yj 
— yzk é o campo de velocidade de um escoamento no espaço. 


z 
A 


55. F=xy%+3x(xy + 2)j; r(1) = (2 cos i + (sen Dj, 0 < t< 2r. 


3 Ze y ; 
ZE» ML 56. F = EE | 1+ y25 r(t) = (cos Ni + (sen Aj, 0< t< 7. 


57. F = (y + yz cos xpz)i + (x? + xz cos xpz)j + (z + xy cos xyz)k; 
r(A = (2 cos i + (3 sen Aj tk, 0<t<27. 

58. F=2xyi- y j+zek; r(A) =-ti + Vtj+3tk, 1<t<4. 

59. F = (2y + sen x)i + (22 + (1/3)cos y)j + xk; r(A = (sen fi + 
(cos bj + (sen 2k, —r/2 < t < 7/2. 


54. Escoamento de um campo gradiente Encontre o escoa- 60. F=(x2p)i +30 +xyk; r(A = (cos f)i+ (sen Dj + (2 sen? 1— Dk, 
mento do campo F = V(xy?2?): dera da 


1 6 3 Independência do caminho, campos conservativos e funções potenciais 
Oo 


Um campo gravitacional G é um campo vetorial que representa o efeito da 
gravidade em um ponto no espaço devido à presença de um objeto com massa. A 
força gravitacional em um corpo de massa m posicionado no campo é dada por 
F = mG. De forma semelhante, um campo elétrico E é um campo vetorial no es- 
paço que representa o efeito de forças elétricas em uma partícula carregada dentro 
dele. A força em um corpo de carga q posicionado no campo é dada por F = qE. 
Em campos gravitacionais e elétricos, a quantidade de trabalho exigida para mover 
uma massa ou carga de um ponto a outro depende das posições inicial e final do 
objeto — e não do caminho percorrido entre essas posições. Nesta seção, estuda- 
remos campos vetoriais com essa propriedade e o cálculo de integrais de trabalho 
associadas a eles. 


Independência do caminho 


Se 4 e B forem dois pontos em uma região aberta D no espaço, a integral de linha 
de F ao longo de C de 4 até B para um campo F definido em D geralmente depende do 
caminho percorrido C, conforme visto na Seção 16.1. Para alguns campos especiais, 
no entanto, o valor da integral é o mesmo para todos os caminhos entre 4 e B. 


DEFINIÇÕES Seja F um campo vetorial definido em uma região aberta D no 
espaço, e suponha que para quaisquer dois pontos 4 e B em D, a integral de 
linha J cE: dr ao longo de um caminho C entre 4 e B em D seja a mesma para 
todos os caminhos entre 4 e B. Então, a integral J cF dr é independente do 
caminho em D e o campo F é conservativo em D. 


A palavra conservativo vem da física, na qual ela se refere a campos nos quais o 
princípio de conservação de energia é válido. Quando uma integral de linha é in- 
dependente do caminho C entre os pontos A e B, às vezes representamos a integral 
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pelo símbolo /4, e não o símbolo usual de integral de linha Jf c Essa substituição 
nos ajuda a lembrar da propriedade de independência do caminho. 

Sob condições de diferenciabilidade normalmente satisfeitas na prática, mos- 
traremos que um campo F será conservativo se, e somente se, for o campo gradiente 
de uma função escalar f, ou seja, se, e somente se, F = Vf para alguma f. A função 
f, então, tem um nome especial. 


DEFINIÇÃO Se F é um campo vetorial definido em D e F = Vf para alguma 
função escalar f em D, então f é chamada de função potencial para F. 


Um potencial gravitacional é uma função escalar cujo campo gradiente é um campo 
gravitacional; um potencial elétrico é uma função escalar cujo campo gradiente 
é um campo elétrico, e assim por diante. Como veremos, uma vez que tenhamos 
encontrado uma função potencial f para um campo F, podemos calcular todas as 
integrais de linha no domínio de F sobre qualquer caminho entre 4 e B por 


B B 
/ F- dr = / vf -dr = f (B) — f(A). (1) 
A A 


Se você pensar em Vf para funções de várias variáveis como sendo algo como a de- 
rivada f' para funções de uma variável, então você verá que a Equação 1 é o análogo 
no cálculo vetorial do Teorema Fundamental do Cálculo 


b 
[50850 - f(a). 


Os campos conservativos possuem outras propriedades notáveis. Por exemplo, 
dizer que F é conservativo em D equivale a dizer que a integral de F ao redor 
de todo caminho fechado em D é zero. Certas condições nas curvas, campos e 
domínios devem ser satisfeitas para a Equação 1 ser válida. Discutiremos essas 
condições a seguir. 


Hipóteses sobre curvas, campos vetoriais e domínios 


Para que os cálculos e resultados que produziremos abaixo sejam válidos, deve- 
mos assumir certas propriedades para curvas, superficies, domínios e campos veto- 
riais que considerarmos. Forneceremos essas hipóteses nos enunciados dos teoremas, 
e elas também se aplicam aos exemplos e exercícios, a menos que de outra forma 
especificado. 

As curvas que consideramos são lisas por partes. Tais curvas são compos- 
tas por um número finito de partes lisas conectadas pelas extremidades, conforme 
discutido na Seção 13.1. Trataremos dos campos vetoriais F cujos componentes 
possuem derivadas parciais de primeira ordem contínuas. 

Os domínios D que consideramos são regiões abertas no espaço, de forma que 
todo ponto em D seja o centro de uma esfera aberta que está inteiramente em D 
(veja a Seção 13.1). Assumimos também que D é conexo. Para uma região aberta, 
isso significa que quaisquer dois pontos em D podem ser ligados por uma curva 
lisa que esteja na região. Por fim, assumimos que D é simplesmente conexo, o que 
significa que todo laço em D pode ser contraido a um ponto em D sem nunca deixar 
D. O plano com um disco removido é uma região bidimensional que não é simples- 
mente conexa; um laço no plano que passa ao redor do disco não pode ser contraído 
a um ponto sem passar por dentro do “buraco” deixado pelo disco removido (veja 
a Figura 16.22c). De maneira semelhante, se removermos uma reta do espaço, a re- 
gião remanescente D não é simplesmente conexa. Uma curva envolvendo a reta não 
poderia ser encolhida a um ponto enquanto permanecesse dentro de D. 


Simplesmente conexa 
>X 


(a) 


y 


> 
Simplesmente conexa 


(b) 


>= 


Náo é simplesmente conexa 


z 
A Y 
MM SS Y 
m SS 
j 5% 
\ A | 
N / 
S E y 2 
-aa 
y 
Não é simplesmente conexa 
x 


(d) 


FIGURA 16.22 Quatro regiões conexas. 
Em (a) e (b), as regiões são simplesmente 
conexas. Em (c) e (d), as regiões não são 
simplesmente conexas porque as curvas C} 
e C, não podem ser contraídas a um ponto 
dentro das regiões que as contêm. 
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Conexidade e conexidade simples náo sáo a mesma coisa, e uma propriedade 
não implica a outra. Pense em regiões conexas como se fossem “um único pedaço” 
e simplesmente conexas como aquelas que não possuem “furos que capturam laços 
fechados”. O espaço todo em si é tanto conexo quanto simplesmente conexo. A 
Figura 16.22 ilustra algumas dessas propriedades. 


Atenção Alguns dos resultados neste capítulo podem não ser válidos se aplicados 
a situações em que as condições impostas não são válidas. Em especial, o teste dos 
componentes para campos conservativos, fornecido adiante nesta seção, não é váli- 
do nos domínios que não são simplesmente conexos (veja o Exemplo 5). 


Integrais de linha em campos conservativos 


Os campos gradiente F são obtidos através da derivação de uma função escalar 
f. O teorema análogo ao Teorema Fundamental do Cálculo fornece uma maneira de 
calcular as integrais de linha de campos gradiente. 


TEOREMA 1 — Teorema fundamental das integrais de linha Seja C uma 
curva lisa unindo o ponto 4 ao ponto B no plano ou no espaço e parametrizada 
por r(?). Seja f uma função derivável com um vetor gradiente contínuo F = V f 
em um domínio D contendo C. Então 


fra = f (B) — f (A). 


Como o teorema fundamental, o Teorema 1 fornece uma maneira de calcular 
integrais de linha sem ter de tomar os limites das somas de Riemann ou encontrar a 
integral de linha através do procedimento utilizado na Seção 16.2. Antes de provar- 
mos o Teorema 1, fornecemos um exemplo. 


EXEMPLO 1 Suponha que o campo de força F = Vf seja o gradiente da função 


1 
XL + ytz 


f(x y, 2) 


Encontre o trabalho realizado por F na movimentação de um objeto ao longo de 
uma curva lisa C ligando (1, 0, 0) a (0, 0, 2), que não passa pela origem. 


Solução Uma aplicação do Teorema 1 mostra que o trabalho realizado por F ao 
longo de qualquer curva lisa C ligando os dois pontos e não passando pela origem é 


= a --l_ = 3 
| F-a = 002 f(10,0)=-3-(-D= 3 


A forca gravitacional devido a um planeta, e a forca elétrica associada com uma 
partícula carregada, podem ambas ser modeladas pelo campo F dado no Exemplo 1 
a menos de uma constante que dependa das unidades de medida. 


Prova do Teorema 1 Suponha que 4 e B sejam dois pontos na região D e que 
C: r(t) = g()i + h(0)j + ktk, a < t < b, seja uma curva lisa em D ligando 4 a B. 
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FIGURA 16.23 A função f(x, y, z) na 
prova do Teorema 2 é calculada por uma 
integral de linha J Co F - dr = f(B,) entre 
A e Bo, mais uma integral de linha 

J ¡E * dr ao longo de um segmento de 
reta L paralelo ao eixo x e ligando B, a B 
localizado em (x, y, z). O valor de f em 4 
é HA) =0. 


Utilizamos a forma abreviada r(t) = xi + yj + zk para a parametrização da curva. Ao 
longo da curva, f é uma função derivável de t e 


Y Ya əf dy of æ Regra da cadeia na Seção 14.4 
d oxd ` əy dt ` əz dt plato ab, y = Kb, 

= ES Spa Ek) =p E poyer- Y 
Portanto, 


t=b = dr P df 
[ra ra= [ de Ë r(a) = A, r(b) = B 
b 
= f (gÙ, h(t), ko) | = f (B) — f (A). 
Dessa forma, vemos a partir do Teorema 1 que a integral de linha de um cam- 
po gradiente F = Vf é calculada diretamente, uma vez que conheçamos a função 
f. Muitos campos vetoriais importantes que aparecem em aplicações, de fato, são 


campos gradientes. O próximo resultado, que se segue a partir do Teorema 1, mostra 
que qualquer campo conservativo é desse tipo. 


TEOREMA 2 — Campos conservativos são campos gradientes Seja F = 
Mi + Nj + Pk um campo vetorial cujos componentes são continuos sobre uma 
região conexa aberta D no espaço. Então F é conservativo se, e somente se, F 
for um campo gradiente V f para uma função derivável f. 


O Teorema 2 diz que F = Vf se, e somente se, para quaisquer dois pontos 4 e 
B na região D, o valor da integral de linha J c F - dr é independente do caminho C 
ligando 4 a B em D. 


Prova do Teorema 2 Se F for um campo gradiente, então F = Vf para uma função 
derivável f, e o Teorema 1 mostra que f cE dr = f(B) — f(4). O valor da integral 
de linha não depende de C, mas somente de suas extremidades 4 e B. Sendo assim, 
a integral de linha é independente do caminho e F satisfaz a definição de um campo 
conservativo. 

Por outro lado, suponha que F seja um campo vetorial conservativo. Desejamos 
encontrar uma função f em D satisfazendo V f = F. Primeiro, escolha um ponto 4 em 
De defina f(4) = 0. Para qualquer outro ponto B em D, defina f(B) igual a J: CY dr, 
onde C seja qualquer caminho em D entre 4 e B. O valor de f(B) não depende da 
escolha de C, uma vez que F é conservativo. Para mostrar que Vf = F, precisamos 
demonstrar que 0f/0x = M, 0f/0y = N e ð f/ðz =P. 

Suponha que B tenha coordenadas (x, y, z). Por definição, o valor da função f 
em um ponto próximo B, localizado em (xo, y, Z) é f c, Fº dr, onde C, é qualquer 
caminho entre 4 e B,. Escolhemos um caminho C = C} U L entre A e B formado pri- 
meiro pelo trajeto ao longo de C, para chegarmos a B,, e em seguida pelo trajeto ao 
longo do segmento de reta L entre B, e B (Figura 16.23). Quando B, é próximo de 
B, o segmento L está em D e, uma vez que o valor f(B) é independente do caminho 


entre 4 e B, 
f(x y 2 = / F- dr + J F- dr. 
Co ll 
Derivando, temos 


¿soya el | Fars f F-a) 


B B 
—C 
És 
Ĝi Ci 
A A 


FIGURA 16.24 Se tivermos dois 
caminhos entre A e B, um deles poderá ser 
invertido para formar um laço. 


Capítulo 16 Integração em campos vetoriais 385 


Somente o último termo à direita depende de x, portanto 
ð ð 
3x4 (XY 2) = E) F- dr. 


Agora parametrize L como r(1) = fi + yj + zk, x, < t < x. Então dr/dt =i, F - dr/dt= M 
ef LF'dr= J M(t, y, z) dt. Substituição nos dá 


ð ð S 
alta = de | My at = Mya 


pelo Teorema Fundamental do Cálculo. As derivadas parciais 0f/0y = N e 0f/0z = P 
seguem de maneira semelhante, mostrando que F = Vf. 
EXEMPLO 2 Encontre o trabalho realizado pelo campo conservativo 


F = yzi +xzj +xyk=Vf, onde f(x, y,z)=xyz, 


ao longo de qualquer curva lisa C ligando o ponto A(-1, 3, 9) ao ponto B(1, 6, —4). 


Solução Com f(x, y, z) = xyz, temos 


/ En F vi -dr Ada el 
= f (B) — f (A) Teorema 1 
= Xyz| (1,6, -4 — YZ| 1,3,9) 
= (11614) — (—1)(3)(9) 

24 + 27 =3, 


Uma propriedade muito útil de integrais de linhas em campos conservativos vem 

à tona quando o caminho de integração é uma curva fechada, ou laço. Geralmente 

utilizamos a notação + para integração ao redor de um caminho fechado (discutida 
¡a 


com mais detalhes na próxima seção). 


TEOREMA 3 — Propriedade do laço para campos conservativos As afir- 
mações a seguir são equivalentes. 


1. $ F - dr =0 ao redor de todo laço (isto é, curva fechada C) em D. 
(0 


2. O campo F é conservativo em D. 


Prova de que a Parte 1 = Parte 2 Desejamos mostrar que para quaisquer dois 
pontos 4 e B em D, a integral de F - dr tem o mesmo valor sobre quaisquer dois 
caminhos C} e C, de 4 a B. Invertemos a direção em C, para formar o caminho —C, 
de B a 4 (Figura 16.24). Juntos, C} e -C, formam um laço C e, por suposição, 


fra F- dr = Fa f Frdr= | Fedr = 0 
Cı C2 Cı -C2 C 


Assim, as integrais sobre C, e C, fornecem o mesmo valor. Observe que a defini- 
ção de F - dr mostra que mudar a direção ao longo de uma curva inverte o sinal da 
integral de linha. 
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B B 
C3 =E 
(en G 
A A 


FIGURA 16.25 SeA eB estiverem em um 
laço, podemos inverter parte do laço para 
formar dois caminhos entre A e B. 


Prova de que Parte 2 = Parte1 Desejamos mostrar que a integral de F - dr é zero 
sobre qualquer laço C. Escolhemos dois pontos 4 e B em C e os utilizamos para 
quebrar C em dois pedaços: C, de 4 a B, seguido por C, de volta de B a A (Figura 
16.25). Então 


B B 
proa Fas [Faro / Fa- / F-dr = 0. 
e Cı C2 A A 


O diagrama a seguir resume os resultados dos Teoremas 2 e 3. 
Teorema 3 


F conservativo > 
em D 


Teorema 2 


F-VísobreD <= pro 


e 
sobre qual quer 
laco em D 


Surgem duas questões: 
1. Como sabemos se um determinado campo vetorial F é conservativo? 


2. Se F é de fato conservativo, como encontramos uma função potencial f (de 
forma que F = V f)? 
Encontrando potenciais para campos conservativos 


O teste para um campo vetorial conservativo envolve a equivaléncia de deter- 
minadas derivadas parciais dos componentes do campo. 


Teste das componentes para campos conservativos 


Seja F = M(x, y, z)i + Nx, y, z)j + P(x, y, z)k um campo em um domínio conexo 
e simplesmente conexo, cujas funções componentes possuem derivadas parciais 
de primeira ordem contínuas. Então, F é conservativo se, e somente se, 


aP ôN  aM_ aP aN _ ðM (2) 
ay Oz IZ OX aX dy" 


Prova de que as Equações 2 são válidas se F for conservativo Existe uma função 
potencial f de forma que 
af. of 


of. 
ax! + ay) + oz 


F=Mi+Nj+Pk= 


Consequentemente, 
aP o (Í) % 
dy əy əz dy dz 
of Teorema das derivadas mistas, 
= 9Z0Y Seção 14.3 


a (of aN 
-~ əz\ðy) dz 


As outras nas Equações 2 são provadas de maneira semelhante. 


A segunda metade da prova, de que as Equações 2 implicam que F é conserva- 
tivo, é uma consequência do teorema de Stokes, estudado na Seção 16.7, e requer 
que consideremos que o domínio de F seja simplesmente conexo. 
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Uma vez que sabemos que F é conservativo, geralmente desejamos encontrar 
uma função potencial para F. Isso requer a solução da equação Vf = F ou 


of. of 


. óf . . 
ra ay) + ES Mi + Nj + Pk 


para f. Conseguimos isso integrando as três equações 


af $ _ af 


zx 7M ay N zP 


conforme ilustrado no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 3 Mostre que F = (e* cos y + yz)i + (xz — e sen y)j + (xy + z)k é conser- 
vativo sobre seu domínio natural e encontre uma função potencial para ele. 


Solução O domínio natural de F é todo o espaço, que é conexo e simplesmente 
conexo. Aplicamos o teste nas Equações 2 para 


M = e cos y + yz, N=xz- æ sen y, P=xy+z 
e calculamos 
0P___0N M_ _oP ðN _ _oM 
dy X= az az Ye 9X E'seny + z= dy ` 


As derivadas parciais sáo contínuas, portanto essas igualdades nos dizem que F é 
conservativo, de modo que existe uma função f com Vf = F (Teorema 2). 
Encontramos f integrando as equações 


fo fo fo 
ax — “sy + yz, ay Z Z T e'seny, 7 MY +z (3) 


Integramos a primeira equação com relação a x, mantendo y e z fixos, para obter 
fŒ, y, Z) = ecos y + xyz + g(y, 2). 


Escrevemos a constante de integração como uma função de y e z porque seu 
valor pode depender de y e z, embora não de x. Então, calculamos 0f/0y a partir 
dessa equação e comparamos com a expressão para 0f/0y nas Equações 3. Isso 
nos dá 


ð 
—e*seny + z + oy T Z — ESNY, 


assim 0g/0y = 0. Portanto, g é uma função somente de z, e 
fl, y, z) = e cos y + xyz + h(z). 


Agora calculamos 0 f/ðz a partir dessa equação e a comparamos com a fórmula para 
0f/0z nas Equações 3. Isso dá 


y+D=y+2 ou Dz 


assim, 
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Consequentemente, 

f(x,y, 2) = e cosy + xe + E + C 
Temos infinitas funções potenciais de F, uma para cada valor de C. 
EXEMPLO 4 Mostre que F = (2x — 3)i — zj + (cos z)k não é conservativo. 


Solução Aplicamos o teste das componentes nas Equações 2 e descobrimos ime- 
diatamente que 
PP ð 
dy əy 


aN ð o 
az = 9209) 1. 


(cosz) = 0, 


As duas são diferentes, portanto F não é conservativo. Nenhum teste adicional é 
necessário. 


EXEMPLO 5 Mostre que o campo vetorial 


=y E 
= + 
Aya XxX + y 


5) + Ok 


satisfaz as equações no teste dos componentes, mas não é conservativo sobre seu 
domínio natural. Explique por que isso é possível. 


Solução Temos M=-y/(? + y?), N=x/(xº + y?) e P = 0. Se aplicarmos o teste dos 
componentes, descobrimos que 


aP o-3N OP 9. 9M aM_ Y =X aN 
dy oz’ ðX oz Y (+ y)? 0X" 


Assim, pode parecer que o campo F passa no teste dos componentes. No entanto, 
o teste assume que o domínio de F seja simplesmente conexo, o que não é o caso. 
Uma vez que x? + y? não pode ser igual a zero, o domínio natural é o complemento 
do eixo z e contém laços que não podem ser contraídos a um ponto. Tal laço fechado 
é a circunferência unitária C no plano xy. A circunferência é parametrizada por r(t) 
= (cos fji + (sen £)j, O < 1 < 27%. Esse laço envolve o eixo z e não pode ser contraído 
a um ponto enquanto está no complemento do eixo z. 


Para mostrar que F não é conservativo, calculamos a integral de linha + F-d 
E 
ao redor do lago C. Primeiro escrevemos o campo em termos do parámetro t: 


Zy . -nt . cost 


X E a a A 
4 = + = + . 
x? + y x + y srt + cost" ” sert + cost) enii + sD 


Em seguida, encontramos dr/dt = (-sen f)i + (cos £)j e depois calculamos a integral 
de linha como 


27 

$ F-ar = pra f (se? t + cos?t) dt = 2r. 
0 

É É 


Uma vez que a integral de linha de F ao redor do laço C não é zero, o campo F não 
é conservativo, pelo Teorema 3. 


O Exemplo 5 mostra que o teste dos componentes não se aplica quando o domí- 
nio do campo não é simplesmente conexo. No entanto, se mudarmos o domínio no 
exemplo, de forma que ele seja restrito à esfera de raio 1 centrada no ponto (2, 2, 2), ou 
a qualquer região em formato esférico que não contenha um pedaço do eixo z, então 
esse novo domínio D é simplesmente conexo. Agora as Equações 2 de derivadas 
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parciais, bem como todas as hipóteses do teste dos componentes, sáo satisfeitas. 
Nessa nova situação, o campo F no Exemplo 5 é conservativo em D. 

Da mesma forma que devemos ser cuidadosos com uma função ao determinar 
se ela satisfaz uma propriedade em seu domínio (como a propriedade de continuida- 
de ou a propriedade do valor intermediário), também devemos ser cuidadosos com 
um campo vetorial ao determinar as propriedades que ele pode ou não ter sobre seu 
domínio designado. 


Formas diferenciais exatas 


Muitas vezes é conveniente expressar as integrais de trabalho e circulação na 
forma diferencial 


¡ES N dy + Paz 
C 


discutida na Seção 16.2. As integrais de linha são relativamente fáceis de calcular se 
M dx + N dy + P dz for a diferencial total de uma função f e C for qualquer caminho 
ligando os dois pontos entre A e B. Pois então 


fof of of 
[mac Nay + Pe [o a+ e 


B 
= f vf -dr Vf é conservativo. 
A 


= f (B) — f (A).  Teoremai 


Assim, 
B 
[aso 1, 


da mesma forma que as funções deriváveis de uma variável. 


DEFINIÇÕES Qualquer expressão M(x, y, z) dx + Nx, y, z) dy + P, y, 2) dz 
é uma forma diferencial. Uma forma diferencial é exata em um domínio D 
no espaço se 


of of of 
M dx + N dy + P œ= ¿Xx + yY + 77 2 = df 


para alguma funcáo escalar f em D. 


Observe que se M dx + N dy + P dz = df em D, entáo F = Mi + Nj + Pk é o 
campo gradiente de f em D. Reciprocamente, se F = Vf, então a forma M dx + N 
dy + P dz é exata. O teste de exatidáo da forma é, portanto, igual ao teste para saber 
se F é conservativo. 


Teste dos componentes para exatidão de M dx + N dy + P dz 


A forma diferencial M dx + N dy + P dz é exata em um domínio conexo e 
simplesmente conexo se, e somente se, 


aP aN OM aP aN _ ðM 


dy dz OZ OX 0X 0y' 


Isso é equivalente a dizer que o campo F = Mi + Nj + Pk é conservativo. 
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EXEMPLO 6 Mostre que y dx + x dy + 4 dz é exata e calcule a integral 


(23,-1) 
I ydx + xdy + 4dz 
( 


1,1,1) 


sobre qualquer caminho de (1, 1, 1) a (2,3,-1). 


Solução Fazemos M = y, N = x, P = 4 e aplicamos o teste para exatidão: 


aP _ 


_ aN M _ g= ôP ƏN 


_oM 


dy 


0 1 


oz’ oZ 0X” ðX 


Essas igualdades nos dizem que y dx + x dy + 4 dz é exata, assim 


ydx+xdy+4dz=df 


dy ` 


para alguma função f e o valor da integral é f(2, 3, -1)- f(1, 1, 1). 
Encontramos f a menos de uma constante integrando as equações 


of of af 


ox Y» ay% T 
A partir da primeira equação, obtemos 
fŒ, y, 2) = xy + gx, 2). 
A segunda equação nos diz que 
of 09 09 
ay Stay * ou y O 
Consequentemente, g é uma função apenas de z, e 
fŒ, y, 2) =xy + h(2). 
A terceira das Equações 4 nos diz que 
of dh _ Z 
z= br ou h2 =4&+C. 


Portanto, 


f(x, y, z) =xy + 4z + C. 


(4) 


O valor da integral de linha é independente do caminho tomado de (1, 1, 1) a 
(2, 3, —1) e é igual a 


Exercícios 16.3 


1Q,3,-D0-/0,1,1)=2+C-(5+C)=3. 


Teste para campos conservativos 

Quais campos nos Exercícios 1-6 são conservativos e quais não são? 
1. F= yzi + xzj + xyk 

- F = (y sen z)i + (x sen z)j + (xy cos z)k 

. F=yi+(@œ+z)j-yk 

F=-yi+xj 

F=(z+y)i+zj+(y+x)k 

. F=(e cos y)i — (e sen y)j + zk 


Encontrando funções potenciais 


Nos Exercícios 7-12, encontre uma função potencial f para o campo F. 
7. F= 2xi + 3yj + 4zk 


8 F=(y+ 2i + (x+ Dj + (x+ yk 
9. F= Xi + xj + 2xk) 

10. F = (ysenz)i + (xsenz)j + (xycosz)k 
1L F = (Inx + sex + y))i + 


(sx + y) 4 


y+2z 
12. j ( X] 2 j 
1+ xy 1+x y v1-y2z 

(+ 

v1- y?z? 


Formas diferenciais exatas 


Nos Exercícios 13-17, mostre que as formas diferenciais nas inte- 
grais são exatas. Em seguida, calcule as integrais. 


(2,3, -6) 
B. 2xdx + 2y dy + 2z dz 
(0,0,0) 
(3,5,0) 
14, yz Ox + xzdy + xy dz 
(1,1,2) 
(1,2,3) 
15. 2xy dx + (X? — z?) dy — 2yz dz 
(0,0,0) 
(3,3,1) 5 4 
16. 2x dx — = 
(0,0,0) y Y 1 + 2 
-(0,1,1) 
17. sen y cos x dx + cos ysenx dy + dz 
(1,0,0) 


Encontrando funções potenciais para calcular integrais de linha 


Ainda que eles não estejam definidos em todo o espaço R3, os cam- 
pos associados com os Exercícios 18-22 são simplesmente conexos 
e o teste dos componentes pode ser utilizado para mostrar que eles 
são conservativos. Encontre uma função potencial para cada campo 
e calcule as integrais no Exemplo 6. 


(Lm/2,2) 


18. 2005 y dx + (5 -2xseny) y + Tee 
J(0,2,1) y 
(1,23 2 
19. 3x? dx + $ dy + ZzIny dz 
(1,1,1) y 
(21,1) x2 
20. (2xIny — yz) dx + ( 2) y xy dz 
(1,2,1) y 
(2,2,2) 
1 1 x y 
2L dx 4 ( ) dz 
(1,1,1) y Z y? Y z? 
(222) 2xdx+ 2y dy + 2z œz 
22. I 2 2 2 
(-1,-1,-1) xX+y+2z 


Aplicações e exemplos 


23. Revendo o Exemplo 6 Calcule a integral 


(2,3, -1) 
Í ydx + xdy + 4dz 
( 


1,1,1) 


do Exemplo 6, encontrando equações paramétricas para o seg- 
mento de reta de (1, 1, 1) a (2, 3, —1) e calculando a integral 
de linha de F = yi + xj + 4k ao longo do segmento. Uma vez 
que F é conservativo, a integral é independente do caminho. 


24. Calcule 
fex yzdy + (y?/2) dz 
C 


ao longo do segmento de reta C ligando (0, 0, 0) a (0, 3, 4). 
Independência do caminho Mostre que os valores das integrais 
nos Exercícios 25 e 26 não dependem do caminho tomado de 4 a B. 


B 
25, / z? dx + 2y dy + DZ Œ 
A 
B xdx + y dy + zdz 
A Vx?+ y?+ 2 
Nos Exercícios 27 e 28, encontre uma função potencial para F. 


22 
z. F = Hi + (12), (Oy): y > 0) 


xX 


28. F = (e*In yji + (5 senz)) + (ycosz)k 


29. 


30. 
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Trabalho ao longo de caminhos diferentes Encontre o tra- 

balho realizado por F = (x? + y)i + (y? + x)j + zek sobre os 

caminhos de (1, 0, 0) a (1, 0, 1) a seguir. 

a. O segmento de reta x= 1,y=0,0<z<1. 

b. A hélice r(t) = (cos f)i + (sen Dj + (127)k, 0 < t < 27. 

c. O eixo x de (1, 0, 0) a (0, 0, 0) seguido pela parábola 
z= x°, y = 0 de (0, 0, 0) a (1,0, 1). 


Trabalho ao longo de caminhos diferentes Encontre o tra- 
balho realizado por F = «Zi + (xze”” + z cos y)j + (xye” + sen y)k 
sobre os caminhos de (1, 0, 1) a (1, 7/2, 0) a seguir. 
£0<t<1 


a. O segmento de reta x = 1, y =xrt/2,z=1 


T 
6.3.0 


b. O segmento de reta de (1, 0, 1) à origem seguido pelo seg- 
mento de reta da origem a (1, 7/2, 0) 


c. O segmento de reta de (1, 0, 1) a (1, 0, 0), seguido pelo eixo 
x de (1,0, 0) à origem, seguido pela parábola y = mx?/2, z = 0 
dali a (1, 77/2, 0) 
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31. Calculando uma integral de trabalho de duas maneiras 


32. 


33. 


Seja F = V(*y?) e seja C o caminho no plano xy de El, 1) 

a (1, 1) que consiste do segmento de reta de (1, 1) a 

(0, 0) seguido pelo segmento de reta de (0, 0) a (1, 1). Calcule 

J c F * dr de duas maneiras. 

a. Encontre parametrizações para os segmentos que formam 
Ce calcule a integral. 


b. Utilize f(x, y) = x)y? como uma função potencial para F. 
Integral ao longo de caminhos diferentes Calcule a inte- 


gral de linha J c 2x cos y dx — x? sen y dy ao longo dos seguin- 
tes caminhos C no plano xy. 


a. A parábola y = (x — 1)? de (1, 0) a (0, 1). 

b. O segmento de reta de (—1, 7) a (0, 1). 

c. O eixo x de (1,0) a (1,0). 

d. O astroide r(t) = (cos? f)i + (sen? Dj, 0 < t < 27, em sentido 
anti-horário de (1, 0) de volta a (1, 0). 


y 


a. Forma diferencial exata Como as constantes a, b, e c 
estão relacionadas se a seguinte forma diferencial for exata? 


(ay? + 2czx) dx + y(bx + cz) dy + (ay? + cx?) dz 
b. Campo gradiente Para quais valores de be c 
F = (y? + 2ezx)i + y(bx + cz)j + Q? + cx?)k 


será um campo gradiente? 


Teorema de Green no plano 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


Gradiente de uma integral de linha Suponha que F = Vf 
seja um caminho conservativo e 


(xyz) 
g(x, y, 2) -f F- dr. 


0,0,0) 


Mostre que Vg =F. 


Caminho de menor trabalho Foi solicitado encontrar o ca- 
minho ao longo do qual um campo de força F irá realizar o 
menor trabalho para mover uma partícula entre dois locais. 
Um cálculo rápido de sua parte mostra que F é conservativo. 
Como você deve responder? Justifique sua resposta. 


Uma experiência reveladora Por meio de experimentos, 
você descobre que, para mover um objeto ao longo do cami- 
nho C, de 4 a B, um campo de força F realiza apenas metade 
do trabalho que realiza para mover o objeto ao longo do cami- 
nho C, de A a B. O que você pode concluir sobre F? Justifique 
a sua resposta. 


Trabalho realizado por uma força constante Mostre que o 
trabalho realizado por um campo de força constante F = ai + 
bj + ck ao mover uma partícula ao longo de qualquer caminho 
entre A e B é W=F - AB. 

Campo gravitacional 

a. Encontre uma função potencial para o campo gravitacional 


xi + yj + zk 


F = -—GmM 
(x2 + y2? + 239 


(G, m e M são constantes). 


b. Sejam P, e P, pontos distantes s, e s, da origem, respectiva- 
mente. Mostre que o trabalho realizado pelo campo gravita- 
cional no item (a) ao mover uma partícula entre P, e P, é 


1 1 
GmM € = 2) 


Se F é um campo conservativo, então sabemos que F = Vf para uma função 


derivável f, e podemos calcular a integral de linha de F sobre qualquer caminho C 
ligando o ponto 4 ao ponto B por J cE: dr = f(B) — f(4). Nesta seção, produzimos 
um método para calcular uma integral de trabalho ou de fluxo sobre uma curva 
fechada C no plano quando o campo F não é conservativo. Esse método, conhecido 
como o teorema de Green, nos permite converter a integral de linha em uma integral 
dupla sobre a região delimitada por C. 

Essa discussão é apresentada em termos de campos de velocidade de escoa- 
mentos de fluido (um fluido é um líquido ou um gás), porque são fáceis de visuali- 
zar. No entanto, o teorema de Green se aplica a qualquer campo vetorial, indepen- 
dente de qualquer interpretação particular do campo, contanto que as hipóteses do 
teorema sejam satisfeitas. Introduzimos duas novas ideias para o teorema de Green: 
divergência e densidade de circulação ao redor de um eixo perpendicular ao plano. 


Divergência 
Suponha que F(x, y) = M(x, y)i + N(x, y)j seja o campo de velocidade de um 
fluido escoando no plano e que as derivadas parciais de primeira ordem de Me N 


sejam contínuas em cada ponto de uma região R. Seja (x, y) um ponto em R e seja 4 
um pequeno retângulo com um vértice em (x, y) que, juntamente com seu interior, está 
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(x, y + Ay) + (x + Ax, y + Ay) 


|F. (-i)<0 


FG, y) 


F-(j)<0 


(x, y) Y (x + Ax,y) 
pa Ax >| 


FIGURA 16.26 A taxa na qual o fluido deixa a região retangular 4 através da 
aresta inferior na direção da normal exterior — é aproximadamente F(x, y) : (Ej) Ax, 
que é negativa para o campo vetorial F mostrado aqui. Para aproximar a taxa 

de escoamento no ponto (x, y), calculamos a taxa de escoamento (aproximada) 
através de cada aresta na direção das setas azuis, somamos essas taxas e, em 
seguida, dividimos a soma pela área de 4. Tomar o limite quando Ax — 0 e 

Ay — 0 nos dá a taxa de escoamento por unidade de área. 


inteiramente contido em R. Os lados do retângulo, paralelos aos eixos coordenados, 
possuem comprimentos de Ax e Ay. Assuma que os componentes M e N não mudam 
de sinal em uma pequena região contendo o retângulo 4. A taxa na qual o fluido deixa 
o retângulo através da aresta inferior é aproximadamente (Figura 16.26) 


F(x, y) + Cj) Ax = NG, y) Ax. 


Essa é a componente escalar da velocidade em (x, y) na diregáo do vetor normal 
exterior vezes o comprimento do segmento. Se a velocidade estiver em metros por 
segundo, por exemplo, a taxa de escoamento será em metros por segundo vezes me- 
tros ou metros quadrados por segundo. As taxas nas quais o fluido cruza os outros 
três lados nas direções de suas normais exteriores podem ser calculadas de forma 
semelhante. As taxas de escoamento podem ser positivas ou negativas, dependendo 
dos sinais dos componentes de F. Aproximamos a taxa de escoamento líquido atra- 
vés da fronteira retangular de 4 somando as taxas de escoamento através das quatro 
arestas, conforme definido pelos produtos escalares a seguir. 


Taxas de escoamento Topo: F(x y + Ay)"j Ax= N(x, y + AyAx 
defluido: Fundo: F(x y) + (-j) Ax = -N(x y)Ax 
Direta: F(x + Ax y)+i Ay = M(x + Ax y)Ay 
Esquerda F(x, y): (~i) Ay = —M(x y)Ay. 
Somando pares opostos, temos 
Topo efundo: (N(x y + Ay) — N(x, y))Ax = e ay)ax 
Dirata eesquerda: (M(x + Ax y) — M(x y) Ay = E ax)ay, 


Somar essas duas últimas equações nos dá o efeito líquido das taxas de escoamento, ou o 


Fluxo através de uma fronteira retangular = (= + AN )axay, 
Agora dividimos por AxAy, para calcular o fluxo total por unidade de área ou den- 
sidade de fluxo para o retângulo: 


Fluxo através de uma fronteira retangular (x aN) 


+ 


Á rea retangular ôx Oy 
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Fonte: div F (xp, yo) > 0 


Gás em expansáo 
no ponto (xp, Yo). 


Sumidouro: div F (xp, yy) < 0 


Gás em compressão 
no ponto (Xp, Yo). 


FIGURA 16.27 Se um gás estiver em 
expansão em um ponto (x,, Yọ), as linhas 

de escoamento têm divergência positiva; se 
o gás estiver em compressão, a divergência 


é negativa. 


Por fim, fazemos Ax e Ay se aproximarem de zero para definir a densidade de fluxo de 
F no ponto (x, y). Na matemática, chamamos a densidade de fluxo de divergência 


de F, cujo símbolo é “div F”. 


DEFINIÇÃO A divergência (densidade de fluxo) de um campo vetorial 


F = Mi + Nj no ponto (x, y) é 
e 9M N 
divF = x + ay" (1) 


Um gás é compressível, diferente de um líquido, e a divergência de seu campo 
de velocidade mede em qual extensão está se expandindo ou sendo comprimido 
em cada ponto. Intuitivamente, se um gás está se expandindo no ponto (x,, Y), as 
linhas de escoamento iriam divergir ali (daí o nome) e, como o gás estaria escoando 
para fora de um retângulo pequeno em torno de (x,, Yọ), a divergência de F em (xy, Yo) 
seria positiva. Se o gás estivesse sendo comprimido em vez de estar se expandindo, 


a divergência seria negativa (Figura 16.27). 


EXEMPLO 1 Os campos vetoriais da Figura 16.28 representam a velocidade de 
um gás escoando no plano xy. Encontre a divergência de cada campo vetorial e 


interprete seu significado físico. 


ONIL Dis 
DN | | 57 SA, 17 ASS 
Nas AA LES 


(a) (b) 
y y 
A A 
+ y “ = $ = 
> > > > + x “ =- x A 
= = = E 
' é | y e Ru 
Cao. 
<- pa - pa >x y A 7% 
- + N 
b : E > FEO 
> ea » o 
< e - = =" A 4 
4 fd + > ” y 
(d) 


(c) 
FIGURA 16.28 Campos de velocidade de um gás escoando no plano 
(Exemplo 1). 


(a) Expansão ou compressão uniforme: F(x, y) = cxi + cyj 


(b) Rotação uniforme: F(x, y) = —cyi + cxj 
(c) Escoamento em cisalhamento: F(x, y) = yi 
= . X 
d) Efeito redi inho: F(x, i+ 
(d) Efeito redemoinho: F(x, y) Cry E ya 
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Solução 
(a) div F = = (cx) + Em (cy) = 2c: Sec > 0, o gás está submetido a expansão 


uniforme; se c < 0, está sendo submetido a compressão uniforme. 


(b) div F = 2i cy) + z (cx) = 0: O gás não está em expansão ou compressão. 


(c) divF = = (y) = 0: O gás não está em expansão ou compressão. 
w ave = LA) + (2) - o EE 
0X xt + y dy x + y (x + y?) (x + y?) 
Novamente, a divergéncia é zero em todos os pontos no domínio do campo de 
velocidade. 


Os casos (b), (c) e (d) da Figura 16.28 são modelos plausíveis para o escoamen- 
to bidimensional de um líquido. Em dinámica de fluidos, quando o campo de ve- 
locidade de um líquido em escoamento sempre tem divergência igual a zero, como 
nesses casos, o líquido é denominado incompressível. 


Giro em torno de um eixo: a componente k do rotacional 


A segunda ideia de que precisamos para o teorema de Green está relacionada a 
medirmos como uma roda de pás flutuando, com eixo perpendicular ao plano, gira 
em um ponto em um fluido escoando em uma região plana. Essa ideia nos dá uma 
noção de como o fluido está circulando ao redor dos eixos localizados em diferentes 
pontos e perpendiculares à região. Os físicos costumam chamar essa movimentação 
de densidade de circulação de um campo vetorial F em um ponto. Para obtê-la, 
voltamos ao campo de velocidade 


FQ, y) = M&, yji + Nos, y)j 


e consideramos o retângulo A na Figura 16.29 (onde consideramos ambos os com- 
ponentes de F positivos). 


(x, y + Ay) (x + Ax,y + Ay) 
Es 
F.(-i)<o0 
Ay 
F.j>0 
(x, y) (x + Ax, y) 


Ax | 


FIGURA 16.29 A taxa na qual um fluido escoa ao longo 

da aresta inferior de uma região retangular 4 na direção i 

é aproximadamente F(x, y) * i Ax, que é positiva para o 

campo vetorial F mostrado aqui. Para aproximar a taxa de 
circulação no ponto (x, y), calculamos as taxas de escoamento 
(aproximadas) ao longo de cada aresta na direção das setas 
azuis, somamos essas taxas e, em seguida, dividimos a soma 
pela área de 4. Tomar o limite quando Ax — 0 e Ay — 0 nos dá 
a taxa de escoamento por unidade de área. 


A taxa de circulação de F ao redor da fronteira de 4 é a soma das taxas de escoa- 
mento ao longo dos lados na direção tangencial. Para a aresta inferior, a taxa de 
escoamento é aproximadamente 


F(x, y) ¡Ax = M(x, y) Ax. 
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Eixo vertical 


t A 


rot F (xo, yp)+k> 0 
Circulagáo em sentido anti-horário 


Eixo vertical 


4 CID 


rot F (xp, yp)*k<0 
Circulação em sentido horário 


FIGURA 16.30 No escoamento de um 
fluido incompressível sobre uma região 
plana, o componente k do rotacional mede 
a taxa de rotação do fluido em um ponto. 
O componente k do rotacional é positivo 
em pontos onde a rotação tem sentido 
anti-horário e negativo onde a rotação tem 
sentido horário. 


Esse é o componente escalar da velocidade F(x, y) na direção tangente i vezes o 
comprimento do segmento. As taxas de escoamento podem ser positivas ou negati- 
vas, dependendo dos componentes de F. Aproximamos a taxa de circulação líquida 
ao redor da fronteira retangular de 4 somando as taxas de escoamento ao longo das 
quatro extremidades, conforme definido pelos produtos escalares a seguir. 


Topo: F(x, y + Ay) + (A) Ax=—M(x, y + Ay) Ax 
Fundo: F(x, y) ¡Ax = M(x, y) Ax 

Direita: F(x + Ax, y)" Ay = N(x + A x, y) Ay 
Esquerda: F(x, y) + (EF) Ay = N(x, y) Ay. 


Somamos os pares opostos para obter 


Topo e fundo: =(M(x y + Ay) — M(x y))Ax = (2 ay)ax 
Dirata e esquerda: (N(x + Ax y) — N(x y))Ay = (a ax)ay, 


Somar essas duas últimas equações nos dá a circulação líquida relativa à orientação 
anti-horária, e dividir por AxAy nos dá uma estimativa da densidade de circulação 
para o retângulo: 
Circulação ao redor do retângulo əN  ¿M 
Área retangular ðX 0y' 


Fazemos Ax e Ay tenderem a zero para definir a densidade de circulação de F no 
ponto (x, y). 

Se observarmos uma rotação em sentido anti-horário olhando para baixo sobre 
o plano xy a partir da ponta do vetor unitário k, então a densidade de circulação é 
positiva (Figura 16.30). O valor da densidade de circulação é a componente k de 
um campo vetorial de circulação mais geral que definimos na Seção 16.7, chamado 
rotacional do campo vetorial F. Para o teorema de Green, precisamos apenas desse 
componente k. 


DEFINIÇÃO A densidade de circulação de um campo vetorial F = Mi + Nj 
no ponto (x, y) é a expressão escalar 


əN _ oM (2) 
ax dy” 


Essa expressão também é chamada de componente k do rotacional, denota- 
da por (rot F) : k. 


Se houver água se movimentando sobre uma região no plano xy em uma cama- 
da fina, então o componente k do rotacional em um ponto (x,, Yọ) fornece uma ma- 
neira de medir a que velocidade e em qual direção uma pequena roda de pás girará 
se for colocada na água em (x, Yọ) com seu eixo perpendicular ao plano, paralelo 
a k (Figura 16.30). 


EXEMPLO 2 Encontre a densidade de circulação e interprete o seu significado, 
para cada campo vetorial no Exemplo 1. 


Solução 


(a) Expansão uniforme: (rot F) - k = o 


lando em escalas muito pequenas. 


(cy) = (cx) = 0. O gás não está circu- 


FIGURA 16.31 Um escoamento em 
cisalhamento empurra o fluido em sentido 


horário ao redor de cada ponto (Exemplo 2c). 


(b) Rotação: (rot F) + k = + (cx) 
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g cy) = 2c. A densidade de circulação 


0 
dy ( 
constante indica a rotação em todos os pontos. Se c > 0, a rotação tem sentido 
anti-horário; se c < 0, a rotação tem sentido horário. 


(c) Cisalhamento: (rot F) - k = E (y) = —1. A densidade de circulação é cons- 


tante e negativa, de forma que uma roda de pás flutuando na água submetida a 
um escoamento em cisalhamento gira em sentido horário. A taxa de rotação é a 
mesma em todos os pontos. O efeito médio do escoamento do fluido é empurrar 
o fluido em sentido horário ao redor de cada uma das pequenas circunferências 


mostradas na Figura 16.31. 
(d) Redemoinho: 


2 2 
ð X ð -y y -xX 
(RE ( K 3) dy x? + 2) Ec: 
y? = x2 
“+ YY = 


A densidade de circulação é 0 em todos os pontos distantes da origem (onde 
o campo vetorial é indefinido e o efeito redemoinho está ocorrendo), e o gás 
não está circulando em nenhum ponto para o qual o campo vetorial é definido. 


Duas formas do teorema de Green 


Em uma forma, o teorema de Green afirma que, sob condições adequadas, o 
fluxo externo de um campo vetorial através de uma curva fechada simples no plano 
é igual à integral dupla da divergência do campo sobre a região delimitada pela cur- 
va. Lembre-se das fórmulas para fluxo nas Equações 3 e 4 na Seção 16.2 e de que a 


curva é simples se ela não cruza a si mesma. 


TEOREMA 4 — Teorema de Green (forma fluxo-divergência ou normal) 
Seja C uma curva fechada simples lisa por partes delimitando uma região R 
no plano. Seja F = Mi + Nj um campo vetorial com M e N tendo derivadas 
parciais de primeira ordem contínuas em uma região aberta contendo R. En- 
tão, o fluxo exterior de F através de C é igual à integral dupla de div F sobre 


a região R delimitada por C. 
= ðM , ðN 
$ Fonos $ may no ff (a + N) gy (3) 
E E R 


Integral da divergéncia 


Fluxo exterior 


Introduzimos a notação $ na Seção 16.3 para integração ao redor de uma curva 
C 


fechada. Faremos outra elaboração na notação aqui. Uma curva fechada simples C 
pode ser percorrida em duas direções possiveis. A curva pode ser percorrida em 
sentido anti-horário, e denominada orientada positivamente, se a região que ela 
delimita está sempre à esquerda de um objeto à medida que ele se move ao longo do 
caminho. Caso contrário, ela é atravessada em sentido horário e orientada negativa- 
mente. A integral de linha de um campo vetorial F ao longo de C inverte o sinal se 


mudarmos a orientação. Utilizamos a notação 


$ F(x% y)- dr 


€ 
para a integral de linha quando a curva fechada simples C é percorrida em sentido 
anti-horário, com sua orientação positiva. 

Uma segunda forma do teorema de Green diz que a circulação em sentido anti- 
-horário de um campo vetorial ao redor de uma curva fechada simples é a integral 
dupla do componente k do rotacional do campo sobre a região delimitada pela cur- 
va. Lembre-se da Equação 2 que define a circulação na Seção 16.2. 
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TEOREMA 5 — Teorema de Green (forma circulação-rotacional ou tangen- 
cial) Seja C uma curva fechada simples lisa por partes delimitando uma 
região R no plano. Seja F = Mi + Nj um campo vetorial com M e N tendo de- 
rivadas parciais de primeira ordem contínuas em uma região aberta contendo 
R. Então, a circulação em sentido anti-horário de F ao redor de C é igual à 
integral dupla de (rot F) - k sobre R. 


id ta no- f| (5; M) oy (4) 


Circulação em sentido anti-horário Integral do rotacional 


As duas formas do teorema de Green são equivalentes. Aplicando a Equação 3 ao 
campo G, = Ni — Mj, temos a Equação 4 e, aplicando a Equação 4 a G, = Mi + Mj, 
temos a Equação 3. 

Ambas as formas do teorema de Green podem ser visualizadas como gene- 
ralizações bidimensionais do teorema da variação líquida na Seção 5.4. O fluxo 
exterior de F através de C, definido pela integral de linha do lado esquerdo da 
Equação 3, é a integral de sua taxa de variação (densidade de fluxo) sobre a região 
R delimitada por C, que é a integral dupla do lado direito da Equação 3. Da mesma 
forma, a circulação em sentido anti-horário de F ao redor de C, definida pela inte- 
gral de linha do lado esquerdo da Equação 4, é a integral de sua taxa de variação 
(densidade de circulação) sobre a região R delimitada por C, que é a integral dupla 
do lado direito da Equação 4. 


EXEMPLO 3 Verifique ambas as formas do teorema de Green para o campo vetorial 


F(x, y) = (x — y)i + xj 
e a região R limitada pela circunferência unitária 


C: r(f)=(cosfi+(sendj, 0<t<27. 


Solução Calculando F(r(£)) e diferenciando os componentes, temos 


M = cost — sent, dx = d(cost) = -sent at, 


N = cost, dy = d(sent) = costat, 
ðM aM aN aN 
ox T b dy 1, ax T b dy O. 
Os dois lados da Equação 3 são 
t=27 
$ M dy — Nox = (cost — sent)(costat) — (cost)(—sent dt) 
¿ t=0 
27 
= I cos tdt = r 
0 


J aew ff aroa 


= ES = área dentro da circunferência unitária = 7. 
R 


FIGURA 16.32 O campo vetorial no 
Exemplo 3 tem circulação anti-horária de 
27 ao redor da circunferência unitária. 
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Os dois lados da Equação 4 são 
t=27 


$ Mos N dy = o (cost — senti(—sentat) + (cost)(cost at) 
t= 
É 


27 
- | (—sentcost + 1) dt = 27 


fl (x a) mar is 1)) day = f car 2r. 


A Figura 16.32 mostra o campo vetorial e circulação ao redor de C. 


Utilizando o teorema de Green para calcular integrais de linha 


Se construirmos uma curva fechada C emendando um número de curvas dife- 
rentes pelas extremidades, o processo de cálculo de uma integral de linha sobre C 
poderá ser extenso, porque há muitas integrais diferentes para calcular. No entanto, 
se C limitar uma região R para a qual o teorema de Green se aplica, podemos utilizar 
o teorema de Green para trocar a integral de linha ao redor de C por uma integral 
dupla sobre R. 


EXEMPLO 4 Calcule a integral de linha 
P yy- o 
C 


onde C é o quadrado cortado do primeiro quadrante pelas retas x= l1 e y= 1. 


Solução Podemos utilizar qualquer das formas do teorema de Green para trocar a 
integral de linha por uma integral dupla sobre o quadrado. 


1. Com a forma normal dada pela Equação 3: Definindo M = xy, N=y?e Ce R 
como a fronteira do quadrado e seu interior, temos 


fam yax = f o+ maa- [ra 
- (sy. y= [y-3e] 3. 


2. Coma forma tangencial dada pela Equação 4: Definindo M=-y? e N = xy temos 
o mesmo resultado: 


prá wy= Jv- (-29) dy = 3 
C R 


EXEMPLO 5 Calcule o fluxo exterior do campo vetorial F(x, y) = xi + y?j através 
do quadrado delimitado pelas retas x = +1 e y = 1. 
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>= 


Pax, hœ) 


> X 


FIGURA 16.33 A curva de fronteira C é 
formada por C}, o gráfico de y = f (x), e 
C,, o gráfico de y = f(x). 


y 
Ci: x= 80) 
isso > 
EF 202820), y) 
Qile), y) d 
R 
¿sas Co: x= gy) 
> X 
0 


FIGURA 16.34 A curva de fronteira C é 
formada por C}, o gráfico de x = g,(y), e 
C}, o gráfico de x= g,(»). 


Solucáo O cálculo do fluxo com uma integral de linha precisaria de quatro integra- 
ções, uma para cada lado do quadrado. Com o teorema de Green, podemos trocar a 
integral de linha por uma integral dupla. Com M = x, N = y?, sendo C o quadrado e 
R seu interior, temos 


Fluxo = f Fna- Pra N dx 


A ff (a + N) ay e 
IT (1 + 2y) dxdy = fe y) ay 


e E + ay dy= foye a) = 4, 
-1 -1 


Prova do teorema de Green para regiões especiais 


Seja C uma curva fechada simples e lisa no plano xy com a propriedade de que 
as retas paralelas aos eixos não a cortam em mais que dois pontos. Seja R a região 
delimitada por C e suponha que M, N e suas derivadas parciais de primeira ordem 
sejam continuas em todos os pontos de alguma região aberta contendo C e R. Dese- 
jamos provar a forma circulação-rotacional do teorema de Green, 


pus ny- ff (5 aM) ay (5) 


A Figura 16.33 mostra C formada por duas partes orientadas: 


Ci y=f0) asxsb, Cr y=f.(0) bz2x>a. 


Para qualquer x entre a e b, podemos integrar 0M/0y com relação a y entre y = f(x) 
e y = f (x) e obter 


1% 3M y=f 4% 
K ay Y = M(x Ji = M(x $209) — M(x, f 1%). 
Í y=f 19 


1%) 


Podemos então integrar esta última com relação a x entre a e b: 


f2% 3M 
LES ay Y dx = Ji [M(x $209) — M(x, f 1(%))] dx 


10%) 


4 Matoa- [o M(x, f 109) dx 


=- ma- | Ma 
C2 Cı 


| 
| 
= 
zZ 
x 


Portanto, 


fra w 


A Equação 6 é a metade do resultado de que precisamos para a Equação 5. Dedu- 
zimos a outra metade integrando 0N/0x primeiro com relação a x e em seguida com 


(a) 


0 a b 


FIGURA 16.35 Outras regiões às quais o 
teorema de Green se aplica. 


Exercícios 16.4 
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relação a y, conforme sugerido pela Figura 16.34. Isso mostra a curva C da Figura 
16.33 decomposta em duas partes orientadas Cj:x = g (9), dz2y2c e C):x=8,0), 
c < y < d. O resultado dessa integração dupla é 


pu [exo 0) 
E R 


Somando as Equações 6 e 7 temos a Equação 5. Isso conclui a prova. 


O teorema de Green é válido também para regiões mais gerais, como aquelas 
demonstradas nas Figuras 16.35 e 16.36, mas não iremos provar esse resultado aqui. 
Observe que a região na Figura 16.36 não é simplesmente conexa. As curvas C} e C, 
em sua fronteira são orientadas de forma que a região R esteja sempre do lado esquer- 
do, à medida que as curvas são percorridas nas direções mostradas. Com essa conven- 
ção, o teorema de Green é válido para as regiões que não são simplesmente conexas. 

Enunciamos o teorema no plano xy, mas o teorema de Green se aplica a qualquer 
região R contida em um plano limitado por uma curva C no espaço. Veremos como 
expressar a integral dupla sobre R para essa forma mais geral do teorema de Green 
na Seção 16.7. 


> X 


FIGURA 16.36 O teorema de Green pode 
ser aplicado à região anular R somando-se 

as integrais de linha ao longo das fronteiras 
C, e C, nas direções mostradas. 


Verificando o teorema de Green 


9. F= +y i+ (y) 1. F=xYi+ ij 


Nos Exercícios 1-4, verifique a conclusão do teorema de Green cal- 
culando ambos os lados das Equações 3 e 4 para o campo F = Mi 
+ Nj. Tome os domínios de integração em cada caso como sendo o 
disco R: x? + y? < a? e sua circunferência de fronteira C: r = (a cos fi + 
(a sen fj, 0 < t < 27. 


1. F=i+xj 3. F=2xi—3yj 
2. F=yi 4. F=-x2i+ xj (0,0) 
Circulação e fluxo 


Nos Exercícios 5-14, utilize o teorema de Green para encontrar a circula- 
ção em sentido anti-horário e o fluxo exterior para o campo F e a curva C. 


5. F=(x-yi+ (y -x)j 

C: O quadrado limitado porx=0,x=1,y=0,y=1. 
6. F = (22 +4p)1+(x+y)j 

C: O quadrado limitado porx=0,x=1,y=0,y=1. 
7. F= (9-1) + (2 + y) 

C: O triángulo limitado por y=0,x=3 e y=x 
8. F=(x+ y)i- (+ y?)j 

C: O triángulo limitado por y=0,x=1ley=x 


10. F=(++3y)i+(2x-yj 12. F= i + (tg y)j 

y y 
A A 

€ W x2+y?=1 

C 1 x + 2y =2 
>x 
>x -1 l 
E) 2 

=] -1 
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13. F = (x + æ sen y)i + (x + e* cos y)j 
C: O laço direito da lemniscata 7? = cos 28. 


14. F= (ts yji + Ine + y?)j 


C: A fronteira da região definida pelas desigualdades em coor- 
denadas polares 1 <r<2,0<0<r. 


15. Encontre a circulação em sentido anti-horário e o fluxo ex- 
terior do campo F = xyi + y?j ao redor e sobre a fronteira da 
região delimitada pelas curvas y = x? e y = x no primeiro qua- 
drante. 

16. Encontre a circulação em sentido anti-horário e o fluxo ex- 
terior do campo F = (-sen y)i + (x cos y)j ao redor e sobre o 
quadrado cortado do primeiro quadrante pelas retas x = 77/2 e 
y=7m/2. 


17. Encontre o fluxo exterior do campo 


F- E ad E (& + tg lyj 


através da cardioide r = a(l + cos 0), a > 0. 


18. Encontre a circulação em sentido anti-horário de F = (y + e In yji 
+ (e*/y)j ao redor da fronteira da região que está delimitada supe- 
riormente pela curva y = 3 — x? e inferiormente pela curva 
y=4+1. 


Trabalho 


Nos Exercícios 19 e 20, encontre o trabalho realizado por F para 
mover uma partícula uma vez em sentido anti-horário ao redor da 
curva dada. 


19. F=2xy + 4x%y?j 
C: A fronteira da regiáo “triangular” no primeiro quadrante de- 
limitada superiormente pelo eixo x, a reta x = 1 e a curva y = x°. 


20. F = (4x — 2y)i + (2x — 4y)j 
C: A circunferência (x — 2) + (y — 2} = 4. 


Utilizando o teorema de Green 


Aplique o teorema de Green para calcular as integrais nos Exercí- 
cios 21-24. 


21. pa x? dy) 

C 

C: O triángulo limitado por x = 0, x +y=1,y=0. 
22. $ (3y dx + 2x dy) 

C 

C: A fronteira de 0 < x < 7, 0 < y < sen x. 
23. $: x) dx + (y + 2x) dy 

C 

C: A circunferência (x — 2} + (p-3) = 4. 


24. $ Arya a+ Y y 
€ 


C: Qualquer curva fechada simples no plano para o qual o 
teorema de Green é válido. 


Calculando a área com o teorema de Green Se uma curva fe- 
chada simples C no plano e a regiáo R que ela engloba satisfaz as 
hipóteses do teorema de Green, a área de R é dada por 


Fórmula da área do teorema de Green 


ÁreadeR = A xdy — y dx 
é 


O motivo é que, pela Equação 3, lida ao contrário, 


ÁreadeR = f| ya- i G di 3) dy dx 


- dl 1 
E + xa fi 


G 


Utilize a fórmula da área do teorema de Green fornecida acima para 
encontrar as áreas das regiões delimitadas pelas curvas nos Exercí- 
cios 25-28. 

25. A circunferência r(t)= (a cos t)i + (a sen Àj, 0<t<2r. 

26. A elipse r(1) = (a cos fi + (b sen fj, 0<t<27 

27. A astroide r(t) = (cos? £)i + (sen? Dj, 0 <t<2r 

28. Um arco do cicloide x = t— sent, y= 1- cos t 


29. Seja C a fronteira de uma região na qual o teorema de Green é 
válido. Utilize o teorema de Green para calcular 


a Proa g(y) dy 
E 

b. f ya hxdy (keh constantes). 
€ 


30. Integral dependente somente da área Mostre que o valor de 


Pra (Xy + 2x) dy 

€ 
ao redor de qualquer quadrado depende somente da área do 
quadrado e não de sua localização no plano. 


31. O que há de especial na integral 


$ Ay dx + x’ dy? 


C 


Justifique sua resposta. 
32. O que há de especial na integral 


$ = y? dy + x3 dx? 
C 
Justifique sua resposta. 


33. Área como uma integral de linha Mostre que se R é uma re- 
gião no plano delimitada por uma curva lisa por partes C, então 


Área deR = f x= -fya 
č č 


34. Integral definida como uma integral de linha Suponha 
que uma função não negativa y = f(x) tenha uma derivada de 
primeira ordem contínua em [a, b]. Seja C a fronteira da região 
no plano xy limitada abaixo pelo eixo x, acima pelo gráfico de 
f e dos lados pelas retas x = a e x = b. Mostre que 


Prosa -f ya 


C 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


Área eo centroide Sejam 4 a área e X a coordenada x do cen- 
troide de uma região R que é delimitada por uma curva fechada 
simples e lisa por partes C no plano xy. Mostre que 


pea oa ZA Y ya a 
É ë E 


Momento de inércia Seja 7, o momento de inércia em torno 
do eixo y da região no Exercício 35. Mostre que 


ER Pra 4 pea ipa ly. 


C C 

Teorema de Green e equação de Laplace Considerando 
que todas as derivadas necessárias existam e sejam contínuas, 
mostre que, se f(x, y) satisfizer a equação de Laplace 


af a? 
a + 2i =0, 
axt əy 
então 
of of 
Pd ax Y = 0 


para todas as curvas fechadas C às quais o teorema de Green se 
aplica. (A recíproca também é verdadeira: se a integral de linha 
é sempre zero, então f satisfaz a equação de Laplace.) 


Maximizando o trabalho Dentre todas as curvas fechadas 
simples e lisas no plano, orientadas em sentido anti-horário, 
encontre aquela ao longo da qual o trabalho realizado por 


A Loro so sá 
F (pa + 3) 


é maior. (Sugestão: onde (rot F) * k é positivo?) 

Regiões com muitos furos O teorema de Green é válido para 
uma região R com qualquer número finito de furos, desde que 
as curvas limitantes sejam lisas, simples e fechadas e que in- 
tegremos sobre cada componente da fronteira na direção que 
mantém R à nossa esquerda imediata, à medida que a percorre- 
mos (veja a figura a seguir). 


40. 


41. 


42. 
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a. Seja f(x, y) = In (2 + y?) e seja C a circunferência x? + y? = a?. 
Calcule a integral de fluxo 


$ VS -nás 


G 


b. Seja K uma curva fechada simples e lisa arbitrária no plano 
que não passa por (0, 0). Utilize o teorema de Green para 


mostrar que 
$ Vf -nds 


K 


tem dois valores possíveis, dependendo de (0, 0) estar den- 
tro ou fora de K. 


Critério de Bendixson As linhas de fluxo de um escoamento 
de fluido no plano são as curvas lisas traçadas pelas partículas 
individuais do fluido. Os vetores F = M(x, y)i + N(x, y)j do 
campo de velocidade do fluxo são os vetores tangentes das li- 
nhas de fluxo. Mostre que se o fluxo ocorre sobre uma região 
simplesmente conexa R (sem furos ou pontos faltantes) e que 
se M, + N, * 0 em R, então nenhuma das linhas de fluxo em 
R é fechada. Em outras palavras, nenhuma partícula de fluido 
terá uma trajetória fechada em R. O critério M, + N, # 0 é 
denominado critério de Bendixson para a não existência de 
trajetórias fechadas. 

Estabeleça a Equação 7 para finalizar a prova do caso especial 
do teorema de Green. 

Componente rotacional de campos conservativos Pode-se 


dizer algo sobre o componente rotacional de um campo vetorial 
bidimensional conservativo? Justifique sua resposta. 


USO DO COMPUTADOR 


Nos Exercícios 43-46, utilize um SAC e o teorema de Green para 
encontrar a circulação em sentido anti-horário do campo F ao redor 
de uma curva fechada simples C. Execute os passos a seguir no SAC. 


43. 


44. 
45. 


46. 


a. Trace C no plano xy. 


b. Determine o integrando (0N/0x) — (0M/0y) para a forma ro- 
tacional do teorema de Green. 


c. Determine os limites de integração (da integral dupla) a par- 
tir de seu gráfico no item (a) e calcule a integral rotacional 
para a circulação. 


F = (2x-— y)i + (x+3 y)j, CiAelipsex? + 4y? = 4 


F = (2x3 — y) + (+ y9)j, C: A elipse x? + y? =1 

F=x i+ (8 lnx+2x)j, a 3 

C: A fronteira da região definida por y = 1 + x* (abaixo) e 
y =2 (acima). 

F = xe” i+ (4x2 In y)j, 

C: O triángulo com vértices (0, 0), (2, 0) e (0, 4). 
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16.5 


v u = constante 


v = constante 


(u, v) 


N 


Curva u = constante 


r(u, v) = f(u, v)i + g(u, v)j + h(u, v)k, 
Vetor posição ao ponto da superfície 


Ss 


FIGURA 16.37 Superficie parametrizada S 
expressa como uma função vetorial de duas 
variáveis definidas em uma região R. 


r(r, 0) = (r cos 0)i 
+ (r sen 0)j + rk 


y 


FIGURA 16.38 O cone no Exemplo 1 
pode ser parametrizado utilizando 
coordenadas cilíndricas. 


Superfícies e área 


Definimos curvas no plano de três formas diferentes: 
v=f0) 
F(x,y)=0 

r = f(0i+ gj, 
Temos definições análogas de superfícies no espaço: 


z= f(x, y) 
F(x, y, z)=0. 


Forma explícita: 
Forma implícita: 


Forma vetorial paramétrica as<t<b. 


Forma explicita: 
Forma implícita: 


Existe ainda uma forma paramétrica para superfícies que fornece a posição de um 
ponto na superfície como uma função vetorial de duas variáveis. Discutiremos essa 
nova forma nesta seção e aplicaremos a forma para obter a área de uma superfície 
como uma integral dupla. Fórmulas de integral dupla para áreas e superfícies dadas 
em formas implícita e explícita são então obtidas como casos especiais da fórmula 
paramétrica mais geral. 


Parametrizações de superfícies 


Suponha que 
r(u, v) = f(u, v)i + g(u, v)j + h(u, v)k (1) 


seja uma função vetorial contínua que é definida em uma região R no plano uv e 
injetora no interior de R (Figura 16.37). Chamamos a imagem de r de superfície 
S definida ou traçada por r. A Equação 1 juntamente com o domínio R constitui 
uma parametrização da superfície. As variáveis u e v são os parâmetros, e Ré o 
domínio dos parâmetros. Para simplificar nossa discussão, consideramos R como 
um retângulo definido por desigualdades da forma a < u < b, c < v < d. A exigência 
para que r seja injetora no interior de R assegura que S não cruza a si mesma. Observe 
que a Equação 1 é o equivalente vetorial de três equações paramétricas: 


x= f(u, v), z= h(u, v). 


y= glu, v), 


EXEMPLO 1 Encontre uma parametrização do cone 


z= VX + y? 0=z=1 

Solução Aqui, coordenadas cilíndricas fornecem uma parametrização. Um ponto tí- 
pico (x, y, Z) no cone (Figura 16.38) temx=r cos 0, y=rsenĝe Z= V x? + y? =r, 
com 0 <r < 1 e0 <0 < 27. Tomando u =r e v = 0 na Equação 1, temos a parame- 
trização 


r(r, 0) = (r cos 0)i + (r sen 0)j + rk, 0O<r<l, 0<06<27. 


A parametrizagáo é injetora no interior do domínio R, embora náo na extremidade 


da fronteira de seu cone onde r = 0. 


EXEMPLO 2 Encontre uma parametrização da esfera x? + y? + 2? = q?, 


Solução Coordenadas esféricas proporcionam o que necessitamos. Um ponto típico 
(x, y, Z) na esfera (Figura 16.39) tem x = a sen cos 0, y =a sen ġ sen 0 e z =a cos À, 


Dd —> a 


(x, y, z) = (a sen y cos 0, a sen psen 0, a cos 4) 


a 
— 


l 
| 
| 
l 
l 


FIGURA 16.39 A esfera no Exemplo 2 
pode ser parametrizada utilizando 
coordenadas esféricas. 


Cilindro: x? + (y — 3)? = 9 
ou 
r= 6 sen 


Z 


T CA 
0 Si E 
A oO sen 20, 6 sen?0, z) 


| E 
N <= 
Vi = 
Y Ss y 
+ + 


r=6sen6 


FIGURA 16.40 O cilindro no Exemplo 3 
pode ser parametrizado utilizando 
coordenadas cilíndricas. 
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0< <7,0<0< 27. Definindo u = ġ e v=0 na Equação 1, temos a parametri- 
zação 


r(ġ, 0) = (a sen q cos O)i + (a sen & sen 0)j + (a cos p)k, 
0O<p<rT, 0<0<27. 


Novamente, a parametrização é injetora no interior do domínio R, embora não em 
seus “polos” de fronteira onde & = 0 ou & = 7. 


EXEMPLO 3 Encontre uma parametrização do cilindro 
xX2+(y-32=9, 0<z<5. 


Solução Em coordenadas cilíndricas, um ponto (x, y, z) tem x =r cos 0, y =r sen 0 e 
z =z. Para pontos no cilindro x? + (y — 3)? = 9 (Figura 16.40), a equação é a mesma 
que a equação polar para a base do cilindro no plano xy: 


Xx + (y?-6y+9=9 
e+y =p? 


2 = 
ré — 6rseng = O y=rseng 


ou 
r=6sen0, 0O<0<T. 
Sendo assim, um ponto típico no cilindro tem 
x= rcos0 = 6seng coso = 3sen20 
y = rseng = 6sef 0 
Z= Z 
Tomando u = 6 e v = z na Equação 1, temos a parametrização injetora 


r(0, z) = (3 sen 20)i + (6 sen? 0)j + zk, 0<0<rT, 0<z<S5. 


Área de superfície 


Nosso objetivo é encontrar uma integral dupla para o cálculo da área de uma 
superfície curva S com base na parametrização 


r(u, v) = f(u, vJi + g(u, v)j + h(u, v)k, a<us<b, c<u<d. 


Precisamos que S seja lisa para a construção que iremos realizar. A definição de 
superfície lisa envolve as derivadas parciais de r com relação au e v: 


_or_%, 09. gh 


"u = Ju ~ au! + ou) t ou K 
“ar Ff. 09. gh 
Fo ðv Ju. wl + gy K 


DEFINIÇÃO Uma superfície parametrizada r(u, v) = f(u, v)i + g(u, v)j + 
h(u, v)k é lisa se r, er, forem contínuas e r, x r nunca for nulo no interior 
do domínio dos parâmetros. 


A condição de que r, X r, nunca é o vetor nulo na definição de superfície lisa 
significa que os dois vetores r, e r, são não nulos e nunca estão ao longo da mesma 
reta, de forma que eles sempre determinam um plano tangente à superfície. Relaxa- 
mos nessa condição na fronteira do domínio, mas isso não afeta os cálculos de área. 
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FIGURA 16.42 Vista ampliada de um 
elemento de área de superfície Ao „„. 


FIGURA 16.43 A área do paralelogramo 
determinado pelos vetores Aur, e Avr, é 
definida como a área do elemento de área 


de superfície Ac. 
uv 


Cz: u = ug 


Agora, considere um pequeno retângulo A4, em R com lados nas retas u = up 
u = ug + Au, v = vy € v = v + Av (Figura 16.41). Cada lado de A4, é mapeado para 
uma curva na superficie S, e juntas essas quatro curvas delimitam um “elemento de 
área curvo” Ao. Na notação da figura, o lado v = v, é mapeado para a curva C}, 
o lado u = u é mapeado para C,, e seu vértice comum (uo, v,) é mapeado para P,. 


>N 


Parametrização 
1 A 
A 
S > a 
d+ A 
A Da Cuy v = v + Av 
vo + Avt - B 
[Ma] u = ug + Au 
“o jo il 
Ro! Ed 
j o x 
I | | Lyu 
of a u / 
q uy + Au 


y 


FIGURA 16.41 Elemento de área retangular AA no plano uv é mapeado sobre um 
elemento de área curvo Ao, em S. 


A Figura 16.42 mostra uma vista aumentada de Ac. O vetor de derivada par- 
cial r „(uo Vo) é tangente a C, em P,. Da mesma forma, r (ug, Vo) é tangente a C, em 
P,. O produto vetorial r, x r, é normal à superfície em P,. (Aqui é onde começamos 
a utilizar a suposição de que S seja lisa. Desejamos nos certificar de que r, xr, £ 0.) 

Em seguida, aproximamos o elemento de área de superfície Ag „ pelo parale- 
logramo no plano tangente cujos lados são determinados pelos vetores Aur e Avr, 
(Figura 16.43). A área desse paralelogramo é 


Aur, X Avr,| = |ru x r| Au Av. (2) 


Uma partição da região R no plano uv por regiões retangulares AA „ induz uma 
partição da superfície S em elementos de área de superfície Ao. Definimos a área 
de cada elemento de área de superfície Ag „ como sendo a área do paralelogramo 
na Equação 2 e somamos essas áreas para obter uma aproximação da área da super- 
fície de S: 


2 [ru X r,| Au Av. (3) 


À medida que Au e Av se aproximam de zero de forma independente, o número dos 
elementos de área n tende a oo e a continuidade de r, e r, garante que a soma na 
Equação 3 tende à integral dupla f e f Ir, x r,| du dv. Essa integral dupla sobre a 
região R define a área da superficie S. 


DEFINIÇÃO A área da superficie lisa 
r(u, V) = f(u, v)i + g(u, v)j + h(u, v)k, 


d rb 
a= [fnxrdda= f Iru X r,| dudv. (4) 
E a 
R 


a<usb, c<u<d 
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Podemos abreviar a integral na Equação 4 escrevendo do para | r, x r, | du dv. 
A diferencial de área de superfície do é análoga à diferencial de comprimento de 
arco ds na Seção 13.3. 


Diferencial de área de superfície para uma superfície parametrizada 


do = |ru X r,| dudo Jo (5) 
S 
Diferencial Fórmula diferencial 
de área de superfície para área de superfície 


EXEMPLO 4 Encontre a área da superfície do cone no Exemplo 1 (Figura 16.38). 


Solução No Exemplo 1, encontramos a parametrização 
r(r, 0) = (r cos 0)i + (r sen 0)j + rk, O<r<l, 0<0<2r7. 

Para aplicar a Equação 4, primeiro encontramos r, X r4: 
i j k 
r, X ry = | cos6 seno 1 
—rsen6 rcosg 0 

—(rcos6)i — (rsen0)j + (r cos?0 + rse? 0)k. 
AO US 


r 


Assim, |r, x r,|= Vr?cos*9 + r2sero + r2= V2r?= Var. A área do cone é 


2m yl 
a= f lr x r9| dr do Equação4com u=r,v=0 
0 0 


27 fl 27 
-f / Vara = | Y? dy - No) = 12 unidades 
0 0 0 


quadradas. 


EXEMPLO 5 Encontre a área da superfície de uma esfera de raio a. 


Solução Utilizamos a parametrização do Exemplo 2: 
r(d, 0) = (a sen & cos 0)i + (a sen & sen 0)j + (a cos b)k, 
0O<b<m, 0<0<27. 


Para r $ X ry, temos 


i j k 
r¿ X rọ = | acospcosg acospsend —aseng 
—asend seno aseng coso 0 


(a?se? & cos6)i + (a?se? q send)j + (a? seng cos )k. 


Assim, 
Ir, X r| = Va!sef go cos 9 + atsef p sato + atse p cos p 
= Vatsef g + afsat p cos g = Vatsa q (ser p + cos? op) 
a2Vser & = sno, 
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x=cosz,y=0 


r = cos z é o raio de 
uma circunferência 
na altura z 


FIGURA 16.44 A superficie da bola 

de futebol americano no Exemplo 6 é 
obtida girando a curva x = cos z em torno 
do eixo z. 


uma vez que sen > 0 para 0 < $ < 7. Portanto, a área da esfera é 


27 fr 
a= f a? seng dp de 
0 0 


27 T 27 
-f [a coso a-f 2a? do = 4ra? unidades quadradas. 
0 0 0 


Isso está de acordo com a fórmula bem conhecida para a área da superfície de uma 
esfera. 


EXEMPLO 6 Seja Sa superfície de uma bola de futebol americano formada giran- 
do a curvax=cosz,y=0,-7/2 < z < 7/2 ao redor do eixo z (veja a Figura 16.44). 
Encontre uma parametrizacáo para S e calcule a área de sua superfície. 


Solução O Exemplo 2 sugere que encontremos uma parametrização de S com base 
em sua rotação ao redor do eixo z. Se giramos um ponto (x, 0, z) na curva x = cos 
z, y = 0 em relação ao eixo z, obtemos uma circunferência na altura z acima do pla- 
no xy que é centrada no eixo z e tem raio r = cos z (veja a Figura 16.44). O ponto 
varre a circunferência através de um ângulo de rotação 0, O < 0 < 27%. Definimos 
(x, y, z) um ponto arbitrário nessa circunferência, e definimos os parâmetros 
u =z e v =l. Então temos x =r cos 0 = cos u cos v, y =r sen 0 = cos u sen v,ez=u 
fornecendo uma parametrização para S como 


r(u, v) = cosucosvi + cosusenvj + uk, — suso O=v= 2r. 


T 
2 


Em seguida, utilizamos a Equação 5 para encontrar a área da superfície de S. A 
derivação da parametrização nos dá 


r= 


u 


sen u cos v i — sen u sen vj +k 


r,=-cosu sen vi + cos u cos vj 


Calculando o produto vetorial, temos 


i j k 
ru X r, = |-senucosv -senusenv 1 
—cosusenv cosucosv O 


= —cosucosvi — cosusenvj — (senucosucos?v + cos u snuser v)k. 


Tomando a magnitude do produto vetorial, temos 


Iru X r,| = Vos u (cos? v + sef v) + sefucosu 
= Vcos?u(1 + sef u) 
= cosuVl+sefu  csu=0pra-5=<u=5 


Da Equação 4, a área da superficie é dada pela integral 


2m fp7/2 
a= f f cosu V1 + ser? u du dv. 
o Jn 


Superfície F(x, y, z) = c 


E 


Projegáo vertical ou 
“sombra” de S sobre 
um plano coordenado 


FIGURA 16.45 Conforme logo veremos, 
a área de uma superfície S no espaço pode 
ser calculada avaliando uma integral dupla 
relacionada sobre a projeção vertical ou 
“sombra” de S em um plano coordenado. O 
vetor unitário p é normal ao plano. 
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Para calcular a integral, substituímos w = sen u e dw = cos u du, -1 < w < 1. Como 
a superfície S é simétrica através do plano xy, só precisamos integrar com relação a 
w entre 0 e 1 e multiplicar o resultado por 2. Em resumo, temos 


27 1 
A=2 f | VIEW duda 
0 0 


27 i 
-2[ E 1+wW+5In (w+ 1+w)| dv Fórmula 35 da 
0 0 tabela de integrais 


É [ov Sin (1 + V3) | du 
= 2 V2 + In (1 + v2)). 


Superfícies implícitas 


As superfícies são geralmente apresentadas como conjuntos de nível de uma 
função, descritas por uma equação como 


F(x, y,z)=C, 


para alguma constante c. Tal superfície de nível não vem com uma parametrização 
explícita e é denominada superfície implicitamente definida. Superfícies implíci- 
tas surgem, por exemplo, como superfícies equipotenciais em campos elétricos ou 
gravitacionais. A Figura 16.45 mostra um pedaço dessa superfície. Pode ser difícil 
encontrar fórmulas explícitas para as funções f, g e h que descrevem a superfície na 
forma r(u, v) = f(u, v)i + g(u, v)j + A(u, v)k. Agora mostraremos como calcular o 
diferencial da área de superfície do para superfícies implícitas. 

A Figura 16.45 mostra um pedaço de uma superfície implícita S, que está aci- 
ma de sua regiáo “sombreada” R no plano abaixo dela. A superfície é definida pela 
equação F(x, y, z) =c e p é um vetor unitário normal à região plana R. Assumimos 
que a superfície é lisa (F é diferenciável e VF é diferente de zero e contínuo em S) e que 
VF - p % 0, de forma que a superfície nunca se dobra sobre si mesma. 

Assuma que o vetor normal p seja o vetor unitário k, de modo que a regiáo R 
na Figura 16.45 está no plano xy. Por suposição, temos então VF : p=VF:k=F, #0 
em S. Um teorema de cálculo avançado, denominado teorema da função implícita, 
implica que S está então no gráfico de uma função diferenciável z = h(x, y), ainda 
que a função h(x, y) não seja conhecida explicitamente. Defina os parámetros u e v 
por u =x e = =y. Então z = h(u, v) e 


r(u, v) = ui + vj + h(u, v)k (6) 


fornece uma parametrização da superficie S. Utilizamos a Equação 4 para encontrar 
a área de S. 
Calculando as derivadas parciais de r, encontramos 


¿0h E 
ru=1+ z¡K e r =j+ 


oh 


ay K 


Aplicando a regra da cadeia para diferenciação implícita (veja a Equação 2 na Seção 
14.4) para F(x, y, z) = c, onde x = u, y = v e z = h(u, v), obtemos as derivadas parciais 


oh _Fx Jh 


aa F, + du EF; 


A substituição dessas derivadas pelas derivadas de r fornece 


E E 
n=i- pk e r=j-- 
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FIGURA 16.46 A área dessa superfície 
parabólica é calculada no Exemplo 7. 


A partir de um cálculo de rotina do produto vetorial, descobrimos que 


Fy 
nxr=pi+pj+k F,z0 


E ME 
F> VF-k 
VF 

sE, =k 
VE -p p 


Sendo assim, a diferencial da área de superfície é dada por 


de = |ru x Fo) dudo = Er ayy, u=xev=y 


Obteremos cálculos semelhantes se, em vez disso, o vetor p = j for normal ao 
plano xz quando F, * 0 em $, ou se p =i for normal ao plano yz quando F, + 0 em S. 
Combinar esses resultados com a Equação 4 então fornece a fórmula geral a seguir. 


Fórmula para a área de superfície de uma superfície implícita 


A área da superfície F(x, y, z) = c sobre uma região plana fechada e limitada R é 


Área da superfície = fra pis 7 
Ive pj ^ Ni 


onde p =i, j ou k é normala Re VF:px0. 


Assim, a área é a integral dupla sobre R da magnitude de VF dividida pela 
magnitude do componente escalar de VF normal a R. 

Alcançamos a Equação 7 sob a hipótese de que VF - p * 0 em R e de que VF seja 
contínuo. Sempre que a integral existir, no entanto, definimos seu valor como sendo 
a área da porção da superficie F(x, y, z) = c que está sobre R. (Lembre-se de que a 
projeção é presumida como injetora.) 


EXEMPLO 7 Encontre a área da superfície cortada a partir do fundo do paraboloi- 
de x? + y? — z = 0 pelo plano z = 4. 


Solução Esbogamos a superfície S e a região R abaixo dela no plano xy (Figura 
16.46). A superfície S é parte da superfície de nível F(x, y, 7) =x? +y? -z =0,e R 
é o disco x? + y? < 4 no plano xy. Para obter um vetor unitário normal ao plano de 
R, podemos tomar p = k. 

Em qualquer ponto (x, y, z) na superfície, temos 


F(x% y, D) = X + y? -z 
VF = 2xi+ 2yj — k 
[VE] = V(29? + (29? + (1? 
Vara 


IVF-k| = |-1| = 1 


| VF - p| 
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Na região R, dA = dx dy. Portanto, 


; o. | VF | 
Area da superfície = la Equação 7 
[YES pj A 


Wax + 4y? + 1oxdy 


X+y=4 


27 [2 
f V4r2 + 1r dr æ Coordenadas 
o Jo polares 
2r 1 a 32 2 
= / E (4r + 1) a 


277 
- 1 4332 T 2 
1 pU- Da = Sis). 


O Exemplo 7 mostra como encontrar a área da superfície para uma função 
z= f(x, y) sobre uma região R no plano xy. Na verdade, a diferencial da área de su- 
perfície pode ser obtida de duas maneiras, e mostraremos isso no próximo exemplo. 


EXEMPLO 8  Deduza a diferencial da área de superfície do da superfície z = 
f(x, y) sobre uma região R no plano xy (a) parametricamente utilizando a Equa- 
ção 5 e (b) implicitamente, como na Equação 7. 


Solucáo 
(a) Parametrizamos a superfície tomando x = u, y = vez = f(x, y) sobre R. Isso 
fornece a parametrização 
r(u, v) = ui + vj + f(u, v)k 


Calculando as derivadas parciais, temos r, +i+fk,r,=jtfke 


k 
rnxr=-ful-fj+k 


u 


f 
is 


i 
1 
0 


Então |r, x r,| du dv = Vfu? + fs? + 1 du dv. Substituindo u e v então for- 
nece a diferencial da área de superfície 


= VI? + fy? + day 


(b) Definimos a função implícita F(x, y, z) = f(x, y) — z. Como (x, y) pertence à 
região R, a normal unitária ao plano de R é p = k. Então VF = f i + fd j- k, de 
forma que |VF + p| = |1| = 1, |VF|= Vfx? + fy? + le |VF]|/ |VF - p| = |VF]. 
A diferencial da área de superficie é novamente fornecida por 


= Vfx? + fy + day 


A diferencial da área de superficie deduzida no Exemplo 8 fornece a seguinte fór- 
mula para calcular a área da superficie do gráfico de uma função definida explici- 
tamente como z = f(x, y). 


Fórmula para a área da superfície de um gráfico z = f(x, y) 


Para um gráfico z = f(x, y) sobre uma região R no plano xy, a fórmula da área 
de superfície é 


- | VÍx + fy + 10xdy. (8) 
R 
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Exercícios 16.5 


Encontrando parametrizações 


Nos Exercícios 1-16, encontre uma parametrização da superfície. 
(Existem várias maneiras corretas de fazer isso, de forma que suas 
respostas podem não ser as mesmas que constam no final do livro.) 


1. O paraboloide z = x? + y?, z < 4. 

2. O paraboloide z = 9 - x? - y?, z > 0. 

3. Tronco de cone A porção no primeiro octante do cone 
z= V + y?/2 entre os planos z = 0 e z=3. 


4. Tronco de cone A porção do cone z = 2V X? + y? entre os 
planosz=2ez=4. 


5. Calota esférica A calota cortada da esfera x? + y? +22 = 9 
pelo cone z = Vx? + y? 


6. Calota esférica A porção da esfera x? + y? + 2? = 4 no pri- 
meiro octante entre o plano xy e o cone Z = V X? + y? 


7. Faixa esférica A porção da esfera x? + y? + 2? = 3 entre os 
planos z = V3/2 e z= -V3/2. 
8. Calota esférica A porção superior cortada da esfera x? + y? 
+ 2? = 8 pelo plano z=-2. 
9. Cilindro parabólico entre planos A superfície cortada do 
cilindro parabólico z = 4 — y? pelos planos x=0,x=2ez=0. 
10. Cilindro parabólico entre planos A superfície cortada do 
cilindro parabólico y = x? pelos planos z = 0,z =3 e y=2. 
11. Faixa cilíndrica circular A porção do cilindro y? + 2? = 9 
entre os planos x=0ex=3. 


12. Faixa cilíndrica circular A porção do cilindro x? + 2? = 4 
acima do plano xy entre os planos y=-2 e y=2. 


13. Plano inclinado dentro de um cilindro A porção do plano 
x+ty+z=1. 
a. Dentro do cilindro x? + y? =9 
b. Dentro do cilindro y? + 2? = 9 

14. Plano inclinado dentro de um cilindro A porcáo do plano 
x-y+2z2=2. 
a. Dentro do cilindro x? + 2?= 3 


b. Dentro do cilindro y? + 2? = 2 


15. Faixa cilíndrica circular A porção do cilindro (x — 2)? + z2? = 
4 entre os planos y=0e y=3. 


16. Faixa cilíndrica circular A porção do cilindro y? + (z — 5} = 
25 entre os planos x = 0 ex = 10. 


Áreas de superfícies parametrizadas 


Nos Exercícios 17-26, utilize uma parametrização para expressar 
a área da superfície como uma integral dupla. Em seguida, calcule a 
integral. (Existem muitas maneiras corretas de montar as integrais, 
de forma que suas integrais podem não ser as mesmas do final do 
livro. Contudo, elas devem ter os mesmos valores.) 


17. Plano inclinado dentro de um cilindro A porção do plano 
y+2z=2 dentro do cilindro x? + y? = 1. 


18. Plano dentro de um cilindro A porção do plano z = —x den- 
tro do cilindro x? + y?=4, 


19. Tronco de cone A porção do cone Z = 2V x? + y? entre os 
planosz=2ez=6. 


20. Tronco de cone A porção do cone Z = Vx? + y?/3 entre 
os planos z = 1 e z = 4/3. 


21. Faixa cilíndrica circular A porção do cilindro x? + y? = 1 
entre os planos z = l e z= 4. 

22. Faixa cilíndrica circular A porção do cilindro x? + 2? = 10 
entre os planos y=-1ey=1. 

23. Calota parabólica A calota cortada do paraboloide z = 2 — 

x? — y? pelo cone Z = VX? + y? 

24. Faixa parabólica A porção do paraboloide z = x? + y? entre 
os planos z= l ez = 4. 


25. Esfera serrada A porção inferior cortada da esfera x? + y? + 
z? =2 pelo cone Z = Vx? + y? 


26. Faixa esférica A porção da esfera x? + y? + 2? = 4 entre os 
planos z = -1 e Z = v3. 


Planos tangentes a superfícies parametrizadas 


O plano tangente em um ponto P(f (tto, Vo), Z(Uy, Vo), HU, Vo)) em 
uma superfície parametrizada r(u, v) = f(u, v)i + g(u, v)j + h(u, v)k 
é o plano que passa por P normal ao vetor r (ug, Vo) X F, (Uy, Vo), 
o produto vetorial dos vetores tangentes r (tig, Vo) € r (to Vo) em 
P, Nos Exercícios 27-30, encontre uma equação para o plano 
tangente à superfície em P,. Em seguida, encontre uma equação 
cartesiana para a superfície e esboce a superfície juntamente com 
o plano tangente. 


27. Cone O cone r(r, 0) = (r cos 0)i + (r sen 0)j + rk, r > 0, 


0 < 0 < 27 no ponto Pol V2, V2, 2) que corresponde a 
(r, 0) = (2, 7/4). 


28. Hemisfério A superfície hemisférica r(&, 0) = (4 sen & cos 0)i 
+ (4 sen $ sen 0)j + (4 cos ọ)k, 0 < pd < 7/2, 0 < 0 < 2T 


no ponto Pol V2, v2, 23) que corresponde a (db, 0) = 
(7/6, 7/4). 
29. Cilindro circular O cilindro circular r(0, z) = (3 sen 20)i + 


(6 sen? 9)j + zk, 0 < 0 < 7, no ponto Po( 3V3/2, 9/2, 0) que 
corresponde a (0, z) = (7/3, 0). (Veja o Exemplo 3.) 


30. Cilindro parabólico A superfície cilíndrica parabólica 
r(x, y) = xi + yj — x?k, 00 < x < v, —œ < y < oo, no ponto 
P (l, 2, —1) que corresponde a (x, y) = (1, 2). 


Mais parametrizações de superfícies 


31. a. Um toro de revolução (rosquinha) é obtido por meio da 
rotação de uma circunferência C no plano xz em torno do 
eixo z no espaço. (Veja a figura a seguir.) Se C tem raio 
r > 0 e centro (R, 0, 0), mostre que uma parametrização 
do toro é 

r(u, v) = ((R +r cos u)cos vi 
+ ((R + r cos u)sen v) sen v)j + (r sen u)k, 


onde 0 < u < 27 e 0 < v < 27 são os ângulos na figura. 


32. 


33. 


b. Mostre que a área da superfície do toro é 4 = 47?Rr. 


€ 


> X 


—R 


Parametrização de uma superficie de revolução Suponha 
que a curva parametrizada C: (f(u), g(u)) seja girada em torno 
do eixo x, onde g(u) > 0 paraa < u < b. 


a. Mostre que 
r(u, v) = f(u)i + (g(u) cos v)j + (g(u) sen v)k 


é uma parametrização da superfície resultante de revolu- 
ção, onde O < v < 27 é o ângulo entre o plano xy e o ponto 
r(u, v) na superfície. (Veja a figura a seguir.) Observe que 
f(u) mede a distância ao longo do eixo de revolução e g(u) 
mede a distância a partir do eixo de revolução. 

y 


(fu), gu), 0) 


b. Encontre uma parametrização para a superficie obtida gi- 
rando a curva x = y?, y > 0, em torno do eixo x. 

a. Parametrização de um elipsoide A parametrização x = 
a cos 0, y = b sen 0, 0 < 0 < 27 fornece a elipse (x?/a?) + 
(?/b?) = 1. Utilizando os ângulos 0 e & em coordenadas 
esféricas, mostre que 


r(0, $) = (a cos 0 cos Ji + (b sen 6 cos &)j + (c sen P)k 
é uma parametrização do elipsoide (x?/a?) + (y?/b?) + 
(2/0)=1. 

b. Escreva uma integral para a área da superfície do elipsoide, 
mas não calcule a integral. 


34. 


35. 


36. 
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Hiperboloide de uma folha 


a. Encontre uma parametrização para o hiperboloide de uma 
folha x? + y? — z? = 1 em termos do ángulo O associado com 
a circunferência x? + y? = 1? e o parâmetro hiperbólico u 
associado com a função hiperbólica 7? — z? = 1. (Sugestão: 
cosh? y — senh? u = 1.) 

b. Generalize o resultado no item (a) para o hiperboloide 


(a?) + b3) - (2/0?) = 1. 


(Continuação do Exercicio 34.) Encontre uma equação carte- 
siana para o plano tangente ao hiperboloide x? + y? — 22 = 25 
no ponto (xy, Yp 0), onde x}? + yy? = 25. 

Hiperboloide de duas folhas Encontre uma parametrização 
do hiperboloide de duas folhas (2?/c?) — (?/a?) — (yY/b?) = 1. 


Área de superfície para formas implícitas e explícitas 


37 


38 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


48. 


. Encontre a área da superfície cortada do paraboloide x? + y? — 
z=0 pelo plano z =2. 

. Encontre a área da faixa cortada do paraboloide x? + y? -z = 0 

pelos planos z=2 e z= 6. 

Encontre a área da região cortada do plano x + 2y + 2z = 5 pelo 

cilindro cujas paredes sejam x = y? e x=2-y?. 

Encontre a área da porção da superfície x? — 2z = 0 que está 

acima do triángulo delimitado pelas retas x = V3, y=Cey 

=x no plano xy. 

Encontre a área da superfície x? — 2y — 2z = 0 que está acima do 

triângulo delimitado pelas retas x=2, y = 0 e y = 3x no plano xy. 


Encontre a área da calota cortada da esfera x? + y? + 2? = 2 pelo 
cone z= Vx? + y? 

Encontre a área da elipse cortada do plano z = cx (c uma cons- 
tante) pelo cilindro x? + y? = 1. 


Encontre a área da porção superior do cilindro x? + z? = 1 que 
está entre os planos x = +1/2 e y = +1/2. 


Encontre a área da porção do paraboloide x = 4 — y? — 2? que 
está acima do anel 1 < y? +2? < 4 no plano yz. 

Encontre a área da superfície cortada do paraboloide x? + y + 
z? =2 pelo plano y = 0. 

Encontre a área da superfície x? — 2 In x + Vl5y — 2=0 
acima do quadrado R: 1 < x < 2, 0 < y < 1, no plano xy. 


Encontre a área da superfície 2x32 + 2y? — 3z = 0 acima do 
quadrado R: 0 < x < 1,0 < y < 1, no plano xy. 


Encontre a área das superfícies nos Exercicios 49-54. 


49 


50. 


51. 


52. 


53. 


. A superfície cortada a partir do paraboloide z = x? + y? pelo 
plano z =3. 


A superfície cortada a partir do “nariz” do paraboloide x = 
1 — y? — 2? pelo plano yz. 


A porção do cone Z = V xX? + y? que está sobre a região en- 
tre a circunferência x? +y? = 1 e a elipse 9x? + 4y? = 36 no pla- 
no xy. (Sugestão: utilize fórmulas da geometria para encontrar 
a área da regiáo.) 

O triángulo cortado a partir do plano 2x + 6y + 3z = 6 pelos 
planos limitantes do primeiro octante. Calcule a área de trés 
formas, utilizando fórmulas explícitas diferentes. 


A superfície no primeiro octante cortada do cilindro y = (2/3)222 


pelos planos x = 1 e y = 16/3. 
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54. A porção do plano y + z = 4 que está acima da região cortada 
do primeiro quadrante do plano xz pela parábola x = 4 — z?. 


55. Utilize a parametrização 
r(x, z) = xi + f(x, z)j + zk 
e a Equação 5 para deduzir uma fórmula para dø associada à 
forma explicita y = f(x, z). 


56. Seja S a superficie obtida pela rotação da curva lisa y = f(x), 
a < x < b, ao redor do eixo x, onde f(x) > 0. 


a. Mostre que a função vetorial 


r(x, 0) = xi + f(x) cos 8j + f(x) sen O k b. Utilize a Equação 4 para mostrar que a área dessa superfi- 


, ed o N cie de revolução é dada por 
é uma parametrização de S, onde 0 é o ângulo de rotação ao 


redor do eixo x (veja a figura a seguir). Á= Pas bIVI+ If "3 P dx. 
a 


16.6 Integrais de superfície 


Para calcular quantidades como o escoamento de um líquido através de uma mem- 
brana curva ou a força ascendente em um paraquedas no ar, precisamos integrar uma 
função sobre uma superfície curva no espaço. Esse conceito de uma integral de superfi- 
cie é uma extensão da ideia de uma integral de linha para a integração sobre uma curva. 


Integrais de superfície 


Suponha que tenhamos uma carga elétrica distribuída sobre uma superfície S 
e que a função G(x, y, z) forneça a densidade da carga (carga por unidade de área) 
em cada ponto em S. Então, podemos calcular a carga total em S como uma integral 
Pk Avr da forma a seguir. 
Considere, como na Seção 16.5, que a superfície S seja definida parametrica- 
mente sobre uma região R no plano uv, 


/ o W r(u, v) = f(u, v)i + e(u, v)j + h(u, v)k, (u, v)eR. 
| A = Ne 


Na Figura 16.47, vemos como uma subdivisão de R (considerada como um retângu- 
x y lo para simplificar) divide a superfície S nos elementos de superfície curvos corres- 
pondentes, ou pedaços, de área 
FIGURA 16.47 A área do pedaço Ac, 
é a área do paralelogramo tangente 
determinado pelos vetores Au r e Avr, 
O ponto (x,, yy, Z,) está sobre o pedaço 
da superfície, abaixo do paralelogramo 
mostrado aqui. 


Ao „ ~ |r, X r,| du dv. 


Conforme fizemos para subdivisões ao definirmos integrais duplas na Seção 
15.2, enumeramos os elementos de área de superfície em alguma ordem com suas 
áreas dadas por Ac", Ao,,..., Ao. Para formar uma soma de Riemann sobre $, es- 
colhemos um ponto (x, y, Z,) no k-ésimo pedaço, multiplicamos o valor da função 
G naquele ponto pela área Ac, e somamos os produtos: 


n 
È G(X Yo Z) Aok 


Dependendo de como escolhemos (x,, y, Z,) no k-ésimo fragmento, podemos obter 
valores diferentes para essa soma de Riemann. Então, definimos o limite à medida 
que o número de pedaços da superfície cresce, suas áreas encolhem para zero e 
Au => 0 e Av — 0. Esse limite, sempre que existir, independente de todas as esco- 
lhas feitas, define a integral de superfície de G sobre a superfície $ como 


J| ste yo = ¿lim $ Gi ye 29 Aow a) 
E >" k=1 
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Observe a analogia com a definição da integral dupla (Seção 15.2) e com a integral 
de linha (Seção 16.1). Se S é uma superfície lisa por partes, e G é contínua sobre S, 
então pode-se mostrar que a integral de superfície definida pela Equação 1 existe. 

A fórmula para calcular a integral de superfície depende da forma na qual 
S é descrita — paramétrica, implícita ou explicitamente, conforme discutido na 
Seção 16.5. 


Fórmulas para uma integral de superfície 


1. Para uma superfície lisa S definida parametricamente como r(u, v) = 
f(u, v)i + g(u, v)j + h(u, v)k, (u, v) e R, e uma função contínua G(x, y, z) 
definida em S, a integral de superfície de G sobre S é fornecida pela inte- 
gral dupla sobre R, 


J| so: y, Z) do = J| su v), glu, v), hlu, v)) |ru x r,| dudv. (2) 
5 R 


2. Para uma superfície S fornecida implicitamente por F(x, y, z) = c, onde F 
é uma função continuamente derivável, com S acima de sua região fechada 
e limitada R no plano coordenado abaixo dela, a integral de superfície da 
função contínua G sobre S é fornecida pela integral dupla sobre R, 


VF 
fl Sosa ) do = || cosa E A da, (3) 


onde p é um vetor unitário normal a Re VF» p £ 0. 

3. Para uma superfície S fornecida explicitamente como o gráfico de z = f(x, y), 
onde f é uma função continuamente derivável sobre uma região R no plano 
xy, a integral de superfície da função contínua G sobre S é dada pela inte- 
gral dupla sobre R, 


Jfa y ado = Jf o: y 5009) VEZ 1 fy? T Ldxdy. (4) 
S R 


A integral de superfície na Equação 1 assume diferentes significados em dife- 
rentes aplicações. Se G tem o valor constante 1, a integral fornece a área de S. Se 
G fornece a densidade de massa de uma casca fina de material modelado por S, a 
integral fornece a massa da casca. Se G fornece a densidade de carga de uma casca 
fina, entáo a integral fornece a carga total. 


EXEMPLO 1 Integre G(x, y, z) = x? sobre o cone Z = Vx? + y? 0=<z=< 1. 


Solução Utilizando a Equação 2 e os cálculos do Exemplo 4 na Seção 16.5, temos 
Ir, x r| = V2re 


x do = e r?co20)(V2r) drdd  x=rcos0 
[pro [| (rarol(va) 
5 

- vaf" f rasero 


YY cosa a = N2 5 + lana) TY? 
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x 


FIGURA 16.48 Cubo no Exemplo 2. 


As integrais de superfície comportam-se como as outras integrais duplas, a 
integral da soma de duas funções sendo a soma de suas integrais e assim por diante. 
A propriedade de aditividade do domínio assume a forma 


65 0. tn 8 


Quando S é particionada por curvas lisas em um número finito de pedaços lisos com 
interiores náo sobrepostos (isto é, se S for lisa por partes), entáo a integral sobre S 
é a soma das integrais sobre os pedaços. Assim, a integral de uma função sobre a 
superfície de um cubo é a soma das integrais sobre as faces do cubo. Integramos 
sobre o casco de uma tartaruga formada por placas unidas integrando sobre uma 
placa de cada vez e somando os resultados. 


EXEMPLO 2 Integre G(x, y, z) = xyz sobre a superfície do cubo cortado a partir do 
primeiro octante pelos planos x = 1, y = 1 e z = 1 (Figura 16.48). 


Solução Integramos xyz sobre cada um dos seis lados e somamos os resultados. 
Como xyz = 0 nos lados que estão nos planos coordenados, a integral sobre a super- 
ficie do cubo é reduzida para 


I eS | sea + ff xyz do + I xyz do. 


Superfície Lado C 
do cubo 
O lado 4 é a superfície f(x, y, z) = z = 1 sobre a região quadrada R_:0<x<l, 
0 < y < 1, no plano xy. Para essa superfície e região, l 


p=k vf=k  |VÍ|=1  |Vf-p|=|k:k] =1 


o ha jaca 
xyz = x1) = xy 
e 
4 | (Ei 


A simetria nos diz que as integrais de xyz sobre os lados B e C são também 1/4. 


Consequentemente, 
ls Ditos 
If xyz do atata a 


Superfície 
do cubo 


EXEMPLO 3 Integre G(x,y,7)=V1 — X? — y? sobre a superfície de uma “bola 
de futebol americano” S formada girando a curva x = cos z, y = 0, 7/2 < z < 1/2, 
ao redor do eixo z. 


Solução A superfície é exibida na Figura 16.44, e no Exemplo 6 da Seção 16.5 
encontramos a parametrização 


TT TT 
x=Ccosucosv, y=cosusenv, Z=U, "q SUS e 0<v< 27, 


onde v representa o ângulo de rotação a partir do plano xz em torno do eixo z. Subs- 
tituindo G por essa parametrizacáo na expressáo, temos 


V1- x?- y? = V1 - (œ ulicos? v + se? v) = V1 -— cost u = |senul. 


A diferencial da área de superficie para a parametrização foi encontrada como 
(Exemplo 6, Seção 16.5) 


do = cosu V1 + sef udu dv. 


n 7 Direção 
positiva 


FIGURA 16.49 As superfícies fechadas 
lisas no espaço são orientáveis. O vetor 
normal unitário exterior define a direção 
positiva em cada ponto. 


E 
a 


Início 
3 D 
— Fim y 
/ b d 


FIGURA 16.50 Para fazer uma faixa de 
Möbius, pegue uma tira retangular de 
papel abcd, torça uma vez a extremidade 
bc e cole as extremidades, fazendo 
coincidir a com c e b com d. A faixa de 
Möbius é uma superfície não orientável ou 
unilateral. 


417 


Capítulo 16 Integração em campos vetoriais 


Esses cálculos fornecem a integral de superficie 


2m pm/2 
|v e-r- f f |senu| cosu V1 + ser? u du dv 
¿ o Jp 
27 pT/2 
= 2 / / senu cos u V1 + sen? u du du 
o Jo a 5 
IA o w=1-+senéu, 
-f f Vw dw du Quando u = 0, w= 1. 
q 1 Quando u = 7/2,w = 2. 


dw = 2 s&n u cos u du 
2 32| _ 4r 
= wwe = 3 (22 1). 


Orientação 


Chamamos uma superfície lisa S de orientável ou bilateral se for possível de- 
finir um campo n de vetores normais unitários em S que varie continuamente com 
a posição. Cada pedaço ou subporção de uma superfície orientável é orientável. Es- 
feras e outras superfícies lisas fechadas no espaço (superfícies lisas que delimitam 
sólidos) são orientáveis. Por convenção, escolhemos n em uma superfície fechada 
apontando para fora. 

Uma vez escolhido n, dizemos que orientamos a superfície, e chamamos esta, 
juntamente com seu campo normal, de superfície orientada. O vetor n em qual- 
quer ponto é denominado direção positiva naquele ponto (Figura 16.49). 

A faixa de Môbius na Figura 16.50 não é orientável. Não importa onde você 
comece a construir um campo normal unitário contínuo (mostrado como a haste de 
uma tacha na figura), mover o vetor de forma contínua ao redor da superfície na 
maneira mostrada vai levá-lo de volta ao ponto de partida com uma direção oposta 
àquela que tinha quando começou. O vetor naquele ponto não pode apontar para 
ambos os lados, mas é o que deveria acontecer, para que o campo fosse contínuo. 
Concluímos que tal campo não existe. 


Integral de superfície para fluxo 


Suponha que F seja um campo vetorial contínuo sobre uma superfície orienta- 
da S e que n seja o campo de vetores unitários normais escolhido sobre a superfície. 
Chamamos a integral de F - n sobre S de fluxo de F através de S na direção positiva. 
Então, o fluxo é a integral sobre S do componente escalar de F na direção de n. 


DEFINIÇÃO O fluxo de um campo vetorial tridimensional F através de uma 
superfície orientada S na direção de n é 


Fumo = [/F-ndr (5) 
5 


A definição é análoga ao fluxo de um campo bidimensional F através de uma 
curva plana C. No plano (Seção 16.2), o fluxo é 


/ F-nds 
C 


a integral do componente escalar de F normal à curva. 

Se F é o campo de velocidade de um escoamento de fluido tridimensional, 
o fluxo de F através de S é a taxa líquida na qual o fluido está cruzando S na 
direção positiva escolhida. Discutiremos esses escoamentos com mais detalhes 
na Seção 16.7. 
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EXEMPLO 4 Encontre o fluxo de F = yzi + xj — 2?k através do cilindro parabólico 
y=x,0<x< 1,0 <z < 4, na direção n indicada na Figura 16.51. 


Solução Na superfície, temos x = x, y =x? ez = z, portanto temos automaticamente 


a parametrização r(x, z) = xi + x?j + zk, 0 < x < 1, 0 < z < 4. O produto vetorial dos 
vetores tangentes é 


i j k 
rxr=|1 2x O0ļ|= 2xi-j. 
0 01 


Os vetores normais unitários apontando para fora da superficie, conforme indicado 
na Figura 16.51, são 


FIGURA 16.51 Encontrando o fluxo ne KXr o 2xi-j 
através da superfície de um cilindro r.xr AVDA 
parabólico (Exemplo 4). |rx d Axé + 1 


Na superfície, y = x?, portanto o campo vetorial ali é 


F=yi+xj-z2k=x2i+xj-2zk. 


Assim, 
F-n- e 2)(2x) + (OD + (-2)(0)) 
DÉZ — x 


VAR 1 


O fluxo exterior de F através da superfície é 


fne- SE 
- [| 222 Sa VP+ ko 


- El (2xz — x) dx dz = a nef a 
x=0 
flo va po] 


1 1 
= 79 q = 2, 


Se S é parte de uma superfície de nível g(x, y, z) = c, então n pode ser definido como 
um dos dois campos 


Ng 
|Vgl' 


dependendo de qual deles fornece a direção preferida. O fluxo correspondente é 


dade a 
a | Vgl 
-fe [Vg] ) Ivg- pj A 5056.3 
O da 
If [Vg pj A o) 


n= + 


(6) 


< 
N 
+ 
N 
N 
I 
m 
a AN 


>. 


(1,1,0) 


FIGURA 16.52 Calculando o fluxo 
exterior de um campo vetorial através da 
superfície S. A área da região sombreada 
R „é 2 (Exemplo 5). 


y 
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EXEMPLO 5 Encontre o fluxo exterior de F = yzj + 2?k através da superfície S 
cortada do cilindro y? + z2? = 1, z > 0, pelos planosx = 0ex=1. 


Solução O campo normal exterior em S (Figura 16.52) pode ser calculado a partir 
do gradiente de g(x, y, zZ) = y? + z? sendo 


s: Vg 2yj + 2zk 2yj + 2zk jek 
[Vo] Vay + 422 2V1 


Com p = k, também temos 


do = 


[Vg] 2 1 
dA = dA = 5 dA 
| Vg; k| | 2z]| E 
Podemos descartar os símbolos de valor absoluto porque z > 0 em S. 
O valor de F - n na superfície é 


F-n= (yj + 2k)-(yj + zk) 
= yz + Z = y? + z?) 
=Z y+2=1ems 


A superfície projeta-se sobre a região sombreada R, , que é o retângulo no plano xy 


mostrado na Figura 16.52. Portanto, o fluxo exterior de F através de S é 
Jena - fola) z ES área(Ry) = 2. 
5 5 Ry 


Momentos e massas de cascas finas 


Cascas finas de materiais como tigelas, tambores de metal e cúpulas sáo mo- 
deladas com superfícies. Seus momentos e massas sáo calculados com as fórmulas 
na Tabela 16.3. As deduções são semelhantes âquelas na Seção 6.6. As fórmulas são 
como aquelas para integrais de linha na Tabela 16.1, da Seção 16.1. 


TABELA 16.3 Fórmulas para massa e momento de cascas muito finas 


como massa por unidade de área 


Massa: M = If ô do 8 = 8(x y, z) = densidade em (x, y, 2) 
S 


Primeiros momentos em relacáo aos planos coordenados: 


mo || xôdr Me= || yôdr My= [f zòo 
5 5 5 


Coordenadas do centro de massa: 


X= M/M,  y=Mz¿/M, z= My/M 


Momentos de inércia em relação aos eixos coordenados: 


k= [+ 25d, y= || =+ 2505 e= [[ 08 + y)5do, 
5 5 "5 


lL = I r28 do r(x y, Z) = distância entre o ponto (x, y, zZ) earetaL 
5 
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Pla 


bro) | e 


FIGURA 16.53 O centro de massa de 
uma casca hemisférica fina de densidade 
constante está no eixo de simetria, na 
metade do caminho entre a base e o topo 
(Exemplo 6). 


Z 
A 


x y 


FIGURA 16.54 O tronco de cone formado 
quando o cone Z = x? + y? é cortado 
pelos planos z = 1 e z = 2 (Exemplo 7). 


EXEMPLO 6 Encontre o centro de massa de uma casca hemisférica fina de raio a 
e densidade constante ô. 


Solução Modelamos a casca com o hemisfério 
foyzD=+y+2=0g, z>0 


(Figura 16.53). A simetria da superfície em relação ao eixo z nos diz que x = y = 0. 
Resta apenas encontrarmos Z a partir da fórmula Z = M/M. 
A massa da casca é f 


M = Jè% = è |f = (8)(áræa deS) = 2rra%. 3 = constante 
5 5 


Para calcularmos a integral para My, fazemos p = k e calculamos 


Vf] = [Di + 24 + 2zk| = 2V + y? + Z = 2a 
|Vf -p| = |Vf -k| = [227] = 2z 
[Vf | a 
do = da = 2 AA. 
[VÍ -pl Z 


Então 


My= | 2560 = ff 230 = aa dA = da(ma?) = ôma? 
S R R 


My _ mao a 
M 2ra? 2º 


O centro de massa da casca é o ponto (0, 0, a/2). 


EXEMPLO 7 Encontre o centro de massa de uma casca fina de densidade $ = 1/2? 


cortada do cone Z = V X? + y? pelos planos z = 1 e z = 2 (Figura 16.54). 


Solução A simetria da superfície em relação ao eixo z nos diz que x = = 0. Encon- 
traremos Z = M /M. Trabalhando como no Exemplo 4 da Seção 16.5, temos 


r(r, 0) = (r cos 0)i + (r sen 0)j + rk, l<r<2, 0<0<2rT, 


[rx ro] = Var. 


27 21 
m= fsa- [ = V2r dr do 
é o Jd Fr 


27 27 

= vaf [nre = v2/ In 2 do 
0 0 

= 27 V2In2, 


Portanto, 


My 
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27 24 
ff oca = [ f = rV2r dr de 
2 o Ji r 


27 [2 
V2 / dr do 
0 1 
27 
V2] dð = 2r V32, 
0 
27N2 1 


M 27V2In2 |n2' 


O centro de massa da casca é o ponto (0, 0, 1/In 2). 


Exercícios 16.6 


Integrais de superfície 


Nos Exercícios 1-8, integre a função determinada sobre a superfície 
fornecida. 


1. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


. Cilindro circular 


. Hemisfério G(x, y, z) = z?, sobre o hemisfério x? + y? + 
> y, y 


. Porção do plano F(x, y, z) = z, sobre a porção do plano x + 


. Calota esférica H(x, y, z) = yz, sobre a parte da esfera x? + y 


Cilindro parabólico G(x, y, z) =x sobre o cilindro parabóli- 
coy=x%,0<x<2,0<z<3. 

G(x, y, Z) = z sobre a superfície cilíndrica 
y+2=4,z2>0, 1<x<4, 


. Esfera G(x, y,z)=x?, sobre a esfera unitária x? +y2+22=1. 
de Bá 


2 =q2,7>0. 


y+z=4 que está acima do quadrado 0 < x < 1,0 < y < 1, no 
plano xy. 


. Cone F(x, y, zZ) = z — x, sobre o cone Z = Vx? + y”, 


O<z<l. 


. Cúpula parabólica H(x,y,2)=x?V/5 — 4z, sobre a cúpula 


parabólicaz=1-x2-)2,2>0. 
2 


+22=4 que está acima do cone z = Vx? + y? 


. Integre G(x, y, 2) =x + y + z sobre a superfície do cubo cortado 


do primeiro octante pelos planos x =a, y=4,z=4. 


Integre G(x, y, zZ) =y + z sobre a superfície da cunha no primei- 
ro octante delimitada pelos planos coordenados e pelos planos 
x=2ey+z=1. 

Integre G(x, y, z) = xyz sobre a superfície do sólido retangular 
cortado do primeiro octante pelos planos x=a,y=bez=c. 


Integre G(x, y, z) = xyz sobre a superfície do sólido retangular 
limitado pelos planos x = a, y = +b e z = c. 


Integre G(x, y, z) =x + y + z sobre a porção do plano 2x + 2y + 
z =2 que está no primeiro octante. 

Integre G(x, y, z) = XV y? + 4 sobre a superfície cortada do 
cilindro parabólico y? + 4z = 16 pelos planos x = 0, x= 1 e 
z=0. 

Integre G(x, y, z) = z — x sobre a porção do gráfico de z = 
x? + y? acima do triângulo no plano xy tendo vértices (0, 0, 0), 
(1, 1,0) e (0, 1, 0). (Veja a figura a seguir.) 


>N 


(1,1,0) 


16. Integre G(x, y, z) = x sobre a superfície dada por 


z=x+y para 0<x<l, I<xy<l 


17. Integre G(x, y, z) = xyz sobre a superfície triangular com vérti- 


ces (1, 0, 0), (0, 2, 0) e (0, 1, 1). 


a” (1,0,0) 


18. Integre G(x, y, zZ) =x — y — z sobre a porção do plano x + 


y= 1 no primeiro octante entre z = 0 ez = (veja a figura 
a seguir). 
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Encontrando fluxo através de uma superfície 


Nos Exercícios 19-28, utilize uma parametrização para encontrar 


o fluxo 
19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


J If, sF:n do através da superfície na direção determinada. 


Cilindro parabólico F = 2?%i + xj — 3zk para fora (normal 
para longe do eixo x) através da superfície cortada do cilindro 
parabólico z = 4 — y? pelos planos x=0,x=1ez=0. 
Cilindro parabólico F = x?j — xzk para fora (normal para 
longe do plano yz) através da superfície cortada do cilindro 
parabólico y = x?, —1 < x < 1, pelos planos z= 0 ez =2. 


Esfera F =zk através da porção da esfera x? + y? +2? = a? no 


primeiro octante no sentido oposto à origem. 


Esfera F= xi + yj + zk através da esfera x? + y? + 2? = a? 


sentido oposto à origem. 


no 


Plano F = 2xyi + 2yzj + 2xzk para cima através da porção 
do plano x + y + z = 2a que está acima do quadrado 0 < x < a, 
0 < y < a, no plano xy. 

Cilindro F = xi + yj + zk para fora através da porção do 
cilindro x? + y? = 1 cortado pelos planos z = 0 e z =a. 


Cone 
eixo z) através do cone z = 


F = xyi — zk para fora (normal no sentido oposto ao 
VX + y? 0<z<1. 

Cone F= yi + xzj — k para fora (normal no sentido oposto 
ao eixo z) através do cone Z = 2V X? + y;0=2=2 
Tronco de cone F=-xi— yj +z°k para fora (normal no senti- 
do oposto ao eixo z) através da porção do cone Z = V x + y? 
entre os planosz=1ez=2. 


Paraboloide F = 4xi + 4yj + 2k para fora (normal no sentido 
oposto ao eixo z) através da superfície cortada a partir do fun- 
do do paraboloide z = x? + y? pelo plano z = 1. 


Nos Exercícios 29 e 30, encontre o fluxo do campo F através da 
porção da superfície determinada na direção especificada. 


29. 


30. 


F(x, y, z) =-1 + 2j + 3k 


S: superfície retangular z = 0, 0<x<2, 0<y<3, 
direção k. 

F(x,y,27)=yxi—2j + xzk 

S: superfície retangular y = 0, -1<x<2, 2272357, 


direção —j. 


Nos Exercícios 31-36, encontre o fluxo do campo F através da por- 
ção da esfera x? + y? + 2? = a? no primeiro octante, no sentido oposto 


à origem. 
31. F(x, y, z) =zk. 
32. F(x, y, z) = —yi+ xj. 


39. 


40. 


41. 


42. 


F(x, y, 2) = yi— xj + k 
F(x y, 2) = 2d + zyj + zk 
F(x,y, Z = xi + yj + zk 
xi + yj + zk 
F(x y, 2) = 2 E I 52 
Vx+yl+2z 
. Encontre o fluxo exterior do campo F(x, y, z) = 22i + xj — 3zk 


através da superfície cortada do cilindro parabólico z = 4 — y? 
pelos planos x=0,x=1ez=0. 


. Encontre o fluxo do campo F(x, y, z) = 4xi + 4yj + 2k para fora 


(no sentido oposto ao eixo z) através da superfície cortada do 
fundo do paraboloide z = x? + y? pelo plano z = 1. 


Seja S a porção do cilindro y = e” no primeiro octante que se 
projeta paralelo ao eixo x sobre o retângulo R : 1 < y < 2, 
0 <z< 1 no plano yz (veja a figura a seguir). Seja n o vetor 
unitário normal a § que aponta no sentido oposto ao plano yz. 
Encontre o fluxo do campo F(x, y, z) = —2i + 2yj + zk através 
de S na direção de n. 


Seja S a porção do cilindro y = In x no primeiro octante, cuja 
projeção paralela ao eixo y sobre o plano xz é o retângulo R: 
l<x<e,0<z<l. Seja n o vetor unitário normal a S que 
aponta no sentido oposto ao plano xz. Encontre o fluxo de F = 
2yj + zk através de S na direção de n. 


Encontre o fluxo exterior do campo F = 2xyi + 2yzj + 2xzk 
através da superfície do cubo cortado do primeiro octante pe- 
los planos x= a, y =a,z=4. 

Encontre o fluxo exterior do campo F = xzi + yzj + k atra- 
vés da superfície da calota superior cortada da esfera sólida 
x? +y? +22 < 25 pelo plano z =3. 


Momentos e massas 


43. 


44. 


45. 


46. 


Centroide Encontre o centroide da porção da esfera x? + y? 


+ 2? = a? que está no primeiro octante. 


Centroide Encontre o centroide da superfície cortada do ci- 
lindro y? + 2? =9, z > 0, pelos planos x = 0 e x = 3 (lembre-se 
da superfície no Exemplo 5). 


Casca fina de densidade constante Encontre o cen- 
tro de massa e o momento de inércia em relação ao eixo z 
de uma casca fina de densidade constante ô cortada do cone 
x? +y? —-22= 0 pelos planos z = 1ez=2. 

Superfície cônica de densidade constante Encontre o 
momento de inércia em relação ao eixo z de uma casca fina 
de densidade constante ô cortada do cone 4x? + 4y? — 2? = 0, 
z > 0, pelo cilindro circular x? + y? = 2x (veja a figura a seguir). 
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47. Cascas esféricas 


a. Encontre o momento de inércia em relação ao diâmetro de 
uma casca esférica fina de raio a e densidade constante ô. 
(Trabalhe com uma casca hemisférica e multiplique o re- 
sultado por dois.) 

b. Utilize o teorema dos eixos paralelos (Exercícios 15.6) e o 
resultado no item (a) para encontrar o momento de inércia 
em relação a uma reta tangente à casca. 

48. Superfície cônica Encontre o centroide da superfície lateral 
de um cone sólido de base com raio a e altura A (superfície do 
cone menos a base). 


16.7 Teorema de Stokes 


rot F 


(x, y, 2) 


FIGURA 16.55 Vetor circulação em 

um ponto (x, y, z) em um plano em 
escoamento fluido tridimensional. Observe 
a regra da mão direita com relação às 
partículas girando no fluido. 


Conforme vimos na Seção 16.4, a densidade de circulação ou componente ro- 
tacional de um campo bidimensional F = Mi + Nj em um ponto (x, y) é descrito pela 
quantidade escalar (0N/0x — 0M/0y). Em três dimensões, a circulação é descrita com 
um vetor. 

Suponha que F seja o campo de velocidade de um fluido escoando no espaço. 
As partículas próximas ao ponto (x, y, z) no fluido tendem a girar ao redor de um 
eixo através de (x, y, z) paralelo a um determinado vetor que definiremos a seguir. 
Esse vetor aponta na direção para a qual a rotação ocorre em sentido anti-horário, 
quando visualizada ao olharmos para baixo sobre o plano de circulação a partir da 
ponta da seta representando o vetor. Essa é a direção na qual seu polegar da mão 
direita aponta quando seus dedos se dobram ao redor do eixo de rotação, de forma 
consistente com o movimento de rotação das partículas no fluido (veja a Figura 
16.55). O comprimento do vetor mede a taxa de rotação. O vetor é denominado 
vetor rotacional e para o campo vetorial F = Mi + Nj + Pk é definido como sendo 


aP oN). aM oP). aN aM 
rot F = (E + (H-2) (A) (1) 
Obtemos essa informação do teorema de Stokes, que é a generalização para o es- 
paço da forma circulação-rotacional do teorema de Green e o assunto desta seção. 
Observe que (rot F) - k = (9N/0x — 0M/0x) é consistente com nossa definição na 
Seção 16.4 quando F = M(x, y)i + N(x, y)j. A fórmula para o rot F na Equação 1 é 
frequentemente escrita utilizando o operador simbólico 


ð 
ðX 


V=i ltz (2) 


(O símbolo V é pronunciado como “nabla”.) O rotacional de Fé V x F: 


i j k 

-I2 3 A 
A ey dy OZ 
M N P 


_ (3P ONDE, (aM OPA (aN _ aM 
- (2 N) a (2 Ep + (A Mk 


rotF. 
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FIGURA 16.56 A orientação da curva da 
borda C é compatível, em relação à regra 
da mão direita, com o campo normal n. Se 
o polegar da mão direita aponta ao longo 
de n, os dedos se dobram na direção de C. 


rotF=VxF (3) 


EXEMPLO 1 Encontre o rotacional de F = (x? — z)i + xej + xyk. 


Solução Utilizamos a Equação 3 e a forma determinante, de modo que 


rotF = Vx F 
i j k 

| ð ð 

X 0Y əz 

xX-z X y 


(2,09) - Sos (kow 00 2) 


+ (Los 9 (72 2))k 


dy 
(x— xi- (y + Dj + (e — Ok 


= x1- €i-(y+ Dj + ek 


Conforme veremos, o operador V tem várias outras aplicações. Por exemplo, 
quando aplicado a uma função escalar f(x, y, z), ele dá o gradiente de f: 


ð 
vf = axi t ay) + az K 
Às vezes ele pode ser lido como “nabla f”, assim como “grad f”. 


Teorema de Stokes 


O teorema de Stokes generaliza o teorema de Green para três dimensões. A 
forma circulação-rotacional do teorema de Green relaciona a circulação em sen- 
tido anti-horário de um campo vetorial ao redor de uma curva fechada simples C 
no plano xy a uma integral dupla sobre a região plana R delimitada por C. O teore- 
ma de Stokes relaciona a circulação de um campo vetorial ao redor da borda C de 
uma superfície S orientada no espaço (Figura 16.56) a uma integral de superfície so- 
bre a superfície S. Precisamos que a superfície seja lisa por partes, o que significa que 
é uma união finita de superfícies lisas unindo-se ao longo de curvas lisas. 


TEOREMA 6 — Teorema de Stokes Seja S uma superfície orientada lisa por 
partes tendo uma curva de borda lisa por partes C. Seja F = Mi + Nj + Pk um 
campo vetorial cujos componentes tenham derivadas parciais de primeira or- 
dem contínuas em uma regiáo aberta contendo S. Entáo a circulacáo de F ao 
redor de C no sentido anti-horário com relação ao vetor normal unitário da 
superfície n é igual à integral de V x F - n sobre S. 


$ F-ar= [/vxE-ndr (4) 
č 5 


Circulação Integral 
anti-horária do rotaciona 


Green: 


as 


Rotacional 


Circulação 


Stokes: 


FIGURA 16.57 Comparação entre o 
teorema de Green e o teorema de Stokes. 


z 
TE 


FIGURA 16.58 Hemisfério e disco, ambos 
com borda C (Exemplos 2 e 3). 
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Observe, da Equação 4, que se duas superfícies orientadas diferentes S, e S, 
têm a mesma borda C, as integrais do rotacional são iguais: 


ffvxemar = |] yx F-ma 
& S2 


Ambas as integrais do rotacional são iguais à integral de circulação anti-horária à 
esquerda da Equação 4, desde que os vetores normais n, e n, orientem as superfi- 
cies corretamente. 

Se C for uma curva no plano xy, orientada no sentido anti-horário, e R for a 
região no plano xy delimitada por C, então do = dx dy e 


(VxPn=(VxF-k= (nm 


Sob essas condições, a equação de Stokes se torna 
= ¿IN M 
$ For FE M) y, 
€ R 


que é a equação na forma circulação-rotacional do teorema de Green. Reciproca- 
mente, invertendo esses passos podemos escrever a forma circulação-rotacional do 
teorema de Green para campos bidimensionais, em notação “nabla”, como 


$ F-ar= [Yx Fko (5) 
C R 


Veja a Figura 16.57. 


EXEMPLO 2 Calcule a Equação 4 para o hemisfério S: x? + y? +2? = 9, z > 0, sua 
circunferência de borda C: x? + y? = 9, z = 0, e o campo F = yi — xj. 


Solução O hemisfério se parece muito mais com a superfície na Figura 16.56 com 
circunferência de borda C no plano xy (veja a Figura 16.58). Calculamos a circula- 
ção anti-horária ao redor de C (conforme visto de cima) utilizando a parametrização 
r(0) = (3 cos 0)i + (3 sen 0)j, 0 < 0 < 27: 


dr = (-3seng d)i + (3 cos6 do)j 
F = yi — xj = (3seno)i — (3c0s0)j 
F-dr = —9serrg do — 9cos?6 do = — 9d 


2r 
pra] 9d = — 187. 
0 


C 


Para a integral do rotacional de F, temos 


vx F= (B-N) (MR), (N M)k 
(00) + (00 + (=1= 1)k==2k 
A+ y + zæ  xi+y+z 
va > 


Normal unitária exterior 


Secáo 16.6, Exemplo 6, 


do = 7 dA coma=3 
Vx F-ndo=-225 da = 2 dA 
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N 


C: x? + y? = 4, ¿=2 


S: r(t) = (r cos 0)i + (r sen 0)j + rk 
E y 


FIGURA 16.59 Curva Ce cone S no 
Exemplo 4. 


J| 5> Fna = I —2dA = —187. 
S X+y2=9 


A circulação ao redor da circunferência é igual à integral do rotacional sobre o 
hemisfério, como deveria ser. 


A integral de superfície no teorema de Stokes pode ser calculada utilizando 
qualquer superfície tendo uma curva de borda C, contanto que a superfície seja 
orientada adequadamente e esteja no domínio do campo F. O exemplo a seguir 
ilustra esse fato para a circulação ao redor da curva C no Exemplo 2. 


EXEMPLO 3 Calcule a circulação ao redor da circunferência de borda C no Exem- 
plo 2 utilizando o disco de raio 3 centrado na origem no plano xy como a superfície 
S (em vez do hemisfério). Veja a Figura 16.58. 


Solução Como no Exemplo 2, V x F=-—2k. Para a superfície sendo o disco descrito 
no plano xy, temos o vetor normal n = k, de modo que 


VxF-ndo=-2k-kd4 = 2 dA 


[rx reno = I -2 dA = -18r, 


S x+y?=9 


um cálculo mais simples que o anterior. 


EXEMPLO 4 Encontre a circulação do campo F = (x? — y)i + 4zj + x?k ao redor 


da curva C na qual o plano z = 2 encontra o cone Z = V Xx? + y” em sentido anti- 
-horário, conforme visualizado de cima (Figura 16.59). 


Solução O teorema de Stokes nos permite encontrar a circulação através da integra- 
ção sobre a superfície do cone. Por correr C na direção anti-horária visualizada de 
cima corresponde a tomar a normal interna n ao cone, a normal com uma coorde- 
nada k positiva. 

Parametrizamos o cone como 


r(r, 0) = (r cos 0)i + (r sen 0)j + rk, 0O<r<2, 0<0<2r. 


Entáo, temos 


rx ro —(rcos 6)i — (rsen0)j + rk Ñ 
n= = Secáo 16.5, Exemplo 4 
[Fr X ro] rv2 
= Jz (os o)i — (sen6)j + k) 
v2 
do = rV2 dr do Seção 16.5, Exemplo 4 
VxF=-4i-2x + k Exemplo 1 


= —4i — 2rcos6j + k. x=rcos6 
Assim, 


V x F-n = —|4c050 + Zrcososeno + 1 
V2 
= z (acoso + rsen2o + 1) 


V2 


«— otF e 


| 
SS 


—>— 


— 


FIGURA 16.60 Interpretação do 
rotacional de F por uma roda de pás. 
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e a circulação é 


$ F- dr = I V x F-ndo Teorema de Stokes, E quação 4 
C 


5 
27 f2 
1 
= —— 4cos0 + rsen20 + 1 ) rV2 dr d) = 47. 
f f A l J= 


EXEMPLO 5 O cone utilizado no Exemplo 4 não é a superfície mais fácil de ser 
utilizada para o cálculo da circulação ao redor da circunferência de borda C presente 
no plano z = 3. Se, em vez disso, utilizarmos o disco plano de raio 3 centrado no 
eixo z e presente no plano z = 3, então o vetor normal à superfície S é n = k. Assim 
como no cálculo para o Exemplo 4, ainda teremos V x F =—4i — 2xj + k. No entanto, 
agora temos V x F-n = 1, de modo que 


Jf” x F-ndo = I 1 dA = 4r. A sombra é o disco de raio 2 no plano xy. 
S X+y'=4 


Esse resultado está de acordo com o valor de circulação encontrado no Exemplo 4. 


Interpretação de V x F com rodas de pás 


Suponha que F seja o campo de velocidade de um fluido movendo-se em uma 
região R no espaço contendo a curva fechada C. Então 


$ Far 


C 


é a circulação do fluido ao redor de C. De acordo com o teorema de Stokes, a cir- 
culação é igual ao fluxo de V x F através de qualquer superficie adequadamente 
orientada S com borda C: 


pra [vo F- noo. 
č 5 


Suponha que fixemos um ponto O na região R e uma direção u em O. Seja C uma 
circunferência de raio p, com centro em O, cujo plano é normal a u. Se V x F é 
contínua em O, o valor médio do componente u de V x F sobre o disco circular S 
com borda C se aproxima o componente u de V x F em Q conforme o raio p > 0: 


(V x F-Uo = lim IS F-udo. 
p>0 Tp é 


Se aplicarmos o teorema de Stokes e substituirmos a integral de superfície por uma 
integral de linha sobre C, teremos 


(V x F- uo = lim dra (6) 
p>0 Tp É 


O lado esquerdo da Equação 6 tem seu valor máximo quando u é a direção de V x F. 
Quando p é pequeno, o limite do lado direito da Equação 6 é aproximadamente 


a F-dr, 
T 
Pe 


que é a circulação ao redor de C dividida pela área do disco (densidade de circula- 
ção). Suponha que uma pequena roda de pás de raio p seja introduzida no fluido em 
Q, com seu eixo direcionado ao longo de u (Figura 16.60). A circulação do fluido ao 
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| 


A 
=== 01,7 F=o0Gyi+ xj) 
z Ena 


Pd 2 


Ed P(x, y, 0) y 


FIGURA 16.61 Um escoamento circular 
constante paralelo ao plano xy, com 
velocidade angular constante w em sentido 
positivo (anti-horário) (Exemplo 6). 


>N 


FIGURA 16.62 Superfície plana no 
Exemplo 7. 


redor de C afeta a taxa de rotação da roda de pás. A roda girará mais rápido quando 
a integral de circulação for maximizada; portanto, ela girará mais rápido quando o 
eixo da roda de pás apontar na direção de V x F. 


EXEMPLO 6 Um fluido de densidade constante gira ao redor do eixo z com ve- 
locidade F = w(—yi + xj), onde w é uma constante positiva denominada velocidade 
angular da rotação (Figura 16.61). Encontre V x F e o relacione à densidade de 
circulação. 


Solução Com F =—oyi + wxj, encontramos o rotacional 
— (2P ONA (2M _ aP); (2N OM 
VES (E N) id (x a) ii (En M\k 
= (0- Qi + (0— Oj + (w — (—w))k = Zok. 


Pelo teorema de Stokes, a circulação de F ao redor de uma circunferência C de raio 
p delimitando um disco S em um plano normal a V x F, o plano xy, por exemplo, é 


pra /fvx Fendr = ff 2ok-kocay = (Zo)(mp?). 
€ S S 


Assim, resolvendo essa última equação para 2w, temos 


(Vx E)-k= 2 = db Pede 
TR a 


consistente com a Equação 6, quando u = k. 


EXEMPLO 7 Utilize o teorema de Stokes para calcular / cF: dr, se F = xzi + xyj 
+ 3xzk e C for a borda da porção do plano 2x + y + z = 2 no primeiro octante, per- 
corrida no sentido anti-horário quando vista de cima (Figura 16.62). 


Solução O plano é a superfície de nível f(x, y, z) = 2 da função f(x, y,z) =2x+y+z. 
O vetor normal unitário 


E E ) 
n Mi ¡AFj+K GO SER 


é consistente com o movimento anti-horário ao redor de C. Para aplicar o teorema 
de Stokes, encontramos 


i j k 
“lo a al. . 
rotF = Vx F X dy 77 (x= 32) + yk 
x x 3 


No plano, z é igual a 2 — 2x — y, assim 


V x F = (x — 3(2 — 2x — y))j + yk = (7x + 3y — 6)j + yk 


1 1 
V x Fon -l (7+ 3y — 6+ y) = 1 (m+ 4y — 6) 
v6 v6 
O elemento de área da superficie é 


[E a- V6 
O TO 


do 


y 


FIGURA 16.63 A porção do paraboloide 
elíptico no Exemplo 8, mostrando sua 
curva de interseção C com o plano z=1 e 
sua orientação normal interior por n. 


(b) 


FIGURA 16.64 (a) Parte de uma 
superfície poliédrica. (b) Outras 
superfícies poliédricas. 
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A circulação é 


$ F- dr = If V x F-ndo Teorema de Stokes, E quação 4 
S 


o dl MAA o ) 
-f/f 7 1x+4y-6 v6 dy dx 
1 p2-2x 
-f (7x + 4y — 6) dydx = —1. 
0 JO 


EXEMPLO 8 Seja a superfície S o paraboloide elíptico z = x? + 4y? estando abaixo 
do plano z = 1 (Figura 16.63). Definimos a orientação de S tomando o vetor normal 
interior n à superfície, que é a normal tendo uma componente k positiva. Encontre 
o fluxo do rotacional V x F através de S na direção n para o campo vetorial F = 
yi—xzj + x2?k. 


Solucáo Utilizamos o teorema de Stokes para calcular a integral do rotacional en- 
contrando a circulação anti-horária equivalente de F ao redor da curva de interseção 
C do paraboloide z = x? + 4y? e o plano z = 1, conforme mostrado na Figura 16.63. 
Observe que a orientação de S é consistente com o percurso de C em uma direção anti- 


-horária ao redor do eixo z. A curva C é a elipse x? + 4y?= 1 no plano z = 1. Podemos 


parametrizar a elipse por x = cos t, y = 3 sen ź, z = 1 para 0 < 1< 27, portanto C é 
fornecida por 


r() = (costi + (snbj +k 0=t= 2r. 


Para calcular a integral de circulação $ F + dr, calculamos F ao longo de C e encon- 
tramos o vetor velocidade dr/dt: 


F(r(9) = F (snti — (cost + (cost)k 


CE = (senti + $ (cost). 


Entáo, 


Portanto, o fluxo do rotacional através de S na direção n para o campo F é 
J VxF-ndo = —7. 
S 


Prova do teorema de Stokes para superfícies poliédricas 


Seja S uma superficie poliédrica consistindo de um número finito de regiões 
planas ou painéis. (Veja a Figura 16.64 para exemplos.) Aplicamos o teorema de 
Green para cada face separada de S. Existem dois tipos de painéis: 


1. Aqueles que estão cercados por todos os lados por outras faces. 
2. Aqueles que têm uma ou mais arestas que não são adjacentes a outras faces. 
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S 


FIGURA 16.65 O teorema de Stokes 
também é válido para superfícies 
orientadas com furos. 


A borda A de S consiste daquelas arestas dos painéis de tipo 2 que não são adjacen- 
tes a outros painéis. Na Figura 16.64a, os triângulos EAB, BCE e CDE representam 
uma parte de S, com ABCD sendo parte da borda A. Aplicamos uma forma tan- 
gencial generalizada do teorema de Green a cada um dos três triângulos da Figura 
16.64a e somamos os resultados para obter 


feg “+ o J H Vx F-n. (7) 


EAB BCE BCE 


Na forma generalizada, a integral de linha de F ao redor da curva delimitando a 
região plana R normal a n é igual à integral dupla de (rot F) : n sobre R. 

As três integrais de linha do lado esquerdo da Equação 7 se combinam em uma 
única integral de linha calculada em torno da periferia ABCDE, porque as integrais 
ao longo dos segmentos interiores se cancelam em pares. Por exemplo, a integral ao 
longo do segmento BE no triângulo ABE tem sinal oposto ao da integral ao longo 
do mesmo segmento no triângulo EBC. O mesmo se aplica para o segmento CE. 
Assim, a Equação 7 se reduz a 


F- dr = I V x F: ndo. 


ABCDE ABCDE 


Quando aplicamos a forma generalizada do teorema de Green a todos os painéis e 
somamos os resultados, obtemos 


pra ff 7x F-ndo. 
Á 5 


Esse é o teorema de Stokes para a superfície poliédrica S na Figura 16.64a. Super- 
fícies poliédricas mais gerais são mostradas na Figura 16.64b e a prova pode ser 
estendida a elas. Superfícies lisas gerais podem ser obtidas como limites de super- 
fícies poliédricas. 


Teorema de Stokes para superfícies com furos 


O teorema de Stokes é válido para uma superfície orientada S que tenha um ou 
mais furos (Figura 16.65). A integral de superfície sobre S do componente normal 
de V x F é igual à soma das integrais de linha do componente tangencial de F ao 
redor de todas as curvas da borda onde as curvas seráo tragadas na diregáo induzida 
pela orientação de S. Para essas superfícies, o teorema é o mesmo, mas C é consi- 
derada como uma união de curvas fechadas simples. 


Uma identidade importante 


A identidade a seguir surge frequentemente em matemática e física. 


rot gad f=0 ou VxVf=0 (8) 


Essa identidade é válida para qualquer função f(x, y, z) cujas derivadas parciais de 
segunda ordem sejam contínuas. A prova é da seguinte forma: 


i j k 
vx =li a a| = fy- fDi- fa- fojt y- fak 
T a a 


IX Oy dz 


Se as derivadas parciais de segunda ordem são contínuas, as derivadas de segunda 
ordem mistas em parênteses são iguais (Teorema 2, Seção 14.3) e o vetor é nulo. 


(a) 


(b) 


FIGURA 16.66 (a) Em uma região aberta 
simplesmente conexa no espaço, uma 
curva fechada simples C é a borda de 

uma superfície lisa S. (b) Curvas lisas que 
cruzam a si mesmas podem ser divididas 
em laços fechados para os quais o teorema 
de Stokes se aplica. 
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Campos conservativos e o teorema de Stokes 


Na Seção 16.3, descobrimos que um campo F ser conservativo em uma região 
aberta D no espaço é equivalente à integral de F ao redor de todo laço em D ser zero. 
Isso, por sua vez, é equivalente a dizer, em regiões abertas simplesmente conexas, 
que V x F = 0 (que fornece um teste para determinar se F é conservativo para tais 
regiões). 


TEOREMA 7 — Relação de rot F = O com a propriedade do laço Se V x F 
= 0 em todo ponto de uma região aberta simplesmente conexa D no espaço, 
então em qualquer curva fechada lisa por partes C em D, 


$ F-ar = O. 


C 


Esboço de uma prova O Teorema 7 pode ser provado em duas etapas. A primeira 
etapa é para curvas fechadas simples (laços que não cruzam em si mesmos), como 
aquele da Figura 16.66a. Um teorema de topologia, um ramo da matemática avan- 
çada, estabelece que toda curva fechada simples e lisa em C em uma região aberta 
simplesmente conexa D é a borda de uma superfície bilateral lisa S, que também 
está em D. Consequentemente, pelo teorema de Stokes, 


$ F-ar= f| Yx Fna =o 
C 5 


A segunda etapa é para curvas que cruzam em si mesmas, como aquela da Figura 
16.66b. A ideia é quebrar essas curvas em laços simples gerados por superfícies 
orientáveis, aplicar o teorema de Stokes a um laço de cada vez e somar os resul- 
tados. 


O diagrama a seguir resume os resultados para campos conservativos definidos 
em regiões abertas conexas e simplesmente conexas. 


Teorema 2, 
Seção 16.3 
FconservativoemD <> F = Vf em D 
Teorema 3, Identidade vetorial (Equação 8) 
Seção 16.3 (derivadas parciais de segunda 
ordem contínuas) 
$ Fedr=0 <= y x F = 0 ao longo de D 
C 
sobre qualquer Teorema 7 
Conexidade 


caminho fechado é = 
simples do domínio 


em D e teorema de 
Stokes 
Exercicios 16.7 
Utilizando o teorema de Stokes para encontrar integrais de 2. F=2yi+ 3xj-2*k 


linha 


Nos Exercícios 1-6, utilize a integral de superfície no teorema de 
Stokes para calcular a circulação do campo F ao redor da curva C 


na direção indicada. 
1. F=x%+2xj + 22k 


C: A elipse 4x? + y? = 4 no plano xy, no sentido anti-horário 


quando vista de cima. 


C: A circunferência x? + y? = 9 no plano xy, no sentido anti- 
-horário quando vista de cima. 

3. F=yi+xzj + xk 
C: A borda do triángulo cortado do plano x + y +z = 1 pelo 
primeiro octante, no sentido anti-horário quando vista de 
cima. 


4. F=(9+2)ji+ (0 +2) + (2 + y?)k 
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C: A borda do triângulo cortado do plano x + y +z = 1 pelo 
primeiro octante, no sentido anti-horário quando vista de 
cima. 

5. F= (9? +22) + (2? + y?)j + (2 + y2)k 
C: O quadrado limitado pelas retas x = +1 e y = +1 no plano 
xy, no sentido anti-horário quando visto de cima. 

6. F=x%Yi+j+zk 
C: A interseção do cilindro x? + y? = 4 e o hemisfério x? + y? + 
z? = 16, z 2 0, no sentido anti-horário quando vista de cima. 


Fluxo do rotacional 
7. Seja n a normal unitária exterior da casca elíptica 
S: 4x2+9y2+3622=36, 2>0, 
e seja 
F = yi + xj + O + y) nek. 


Encontre o valor de 


Ji F.ndr. 


(Sugestão: uma parametrização da elipse na base da casca é 
x=3cost,y=2sent,0<t<27.) 


8. Seja n a normal unitária exterior (normal para longe da ori- 
gem) da casca parabólica 


S: 42 +y+27=4, y>0, 
e seja 
2 pod ds rivi 1 
F ( Z+ 75)! + (tg vj + (x+ ¿E,)k 


Encontre o valor de 


pora 


9. Seja So cilindro x? + y? =a?, 0 < z < h, juntamente com seu topo, 
xX +y? <a,z=h. Seja F = -yi + xj + xk. Utilize o teorema de 
Stokes para encontrar o fluxo exterior de V x F através de S. 


10. Calcule 
Jr x (yi): ndo, 
S 


onde Sé o hemisfério x? + y? +z? = 1, z > 0. 


11. Fluxo do rotacional de F Mostre que 


JP Fna 


S 
tem o mesmo valor para todas as superfícies orientadas S que 
têm borda C e que induzem a mesma direção positiva em C. 


12. Seja F um campo vetorial diferenciável definido em uma re- 
gião contendo uma superfície orientada fechada e lisa S e seu 
interior. Seja n o campo vetorial normal unitário em S. Suponha 
que S seja a união de duas superfícies S, e S, unidas ao longo 
de uma curva fechada simples e lisa C. Pode-se dizer algo sobre 


J| 5 Ena 


S 


Justifique sua resposta. 


Teorema de Stokes para superfícies parametrizadas 


Nos Exercícios 13-18, utilize a integral de superficie no teorema de 
Stokes para calcular o fluxo do rotacional do campo F através da 
superfície S na direção da normal unitária exterior n. 


13. F=2zi+ 3xj + 5yk. 
S: r(r,0)=(r cos 0)i + (r sen 0)j + (4—1?)k, 
0O<r<2, 0<0<271 

14. F=(y-2)i + (2-x)j + (x + z)k 
S: r(r, 0) = (r cos 0)i + (r sen 0)j + (9—1?)k, 
0O<r<3, 0<0<27T 

15. F= xyi + 232] + 3zk 
S: r(r,0)=(r cos 0)i + (r sen 0)j + rk, 
O<r<l, 0<0<27 

16. F=(x-yi+(y-z)j + (2-x)k 
S: r(r,0)=(rcos 0)i+ (r sen 0)j + (5— r)k, 
0O<r<5, 0<0<27 

17. F=3yi+(5-2x)j + (2? — 2)k 
S: r(6,0) = (V3seng coso)i + (V3sengseng)j + 
(V3csd)k 0=¢= 7/2, 0=0=< 2r 


18. F=yi+2j+xk 
S: (4,0) = (2 sen $ cos 0)i + (2 sen & sen 0)j + (2 cos dk, 
0O<b<m2, 0<0<27 


Teoria e exemplos 


19. Circulação zero Utilize a identidade V x Vf = 0 (Equação 
8 no texto) e o teorema de Stokes para mostrar que as cir- 
culações dos campos a seguir ao redor da borda de qualquer 
superfície lisa orientável no espaço são zero. 

a. F= 2xi + 2yj + 2zk. ce. F= V x (xi + yj + zk). 
b. F = V(ay?23). d. F=Vf. 

20. Circulação zero Seja f(x, y, z) = (x? + y? + 22y 12, Mostre 
que a circulação em sentido horário do campo F = Vf ao redor 
da circunferência 1? + y? = a? no plano xy é zero: 

a. tomando r = (a cos £)i + (a sen ñj, O < t < 27, e integrando 
F - dr sobre a circunferência. 
b. aplicando o teorema de Stokes. 

21. Seja C uma curva lisa fechada simples no plano 2x + 2y +z =2, 

orientada conforme mostrado aqui. Mostre que 


py 3z dy — xæ 
C 


N 


depende somente da área da região delimitada por C e não da 
posição ou formato de C. 


22. Mostre que se F = xi + yj + zk, então V x F = 0. 


23 


24. 


25. 


. Encontre um campo vetorial com componentes duas vezes di- 


ferenciáveis cujo rotacional seja xi + yj + zk ou prove que tal 
campo não existe. 


O teorema de Stokes diz algo especial sobre a circulação em 
um campo cujo rotacional é zero? Justifique sua resposta. 


Seja R uma região no plano xy que é limitada por uma curva C 
fechada, simples e lisa por partes e suponha que os momentos 
de inércia de R em torno do eixos x e y sejam conhecidos como 
sendo 1, e 1. Calcule a integral 


26. Rotacional zero, mas campo náo conservativo 


433 


Capítulo 16 Integração em campos vetoriais 


Mostre que 
o rotacional de 


é zero, mas que 


$ For 
€ 


não é zero se C for a circunferência x? + y? = 1 no plano xy. (O 
Teorema 7 não se aplica aqui, porque o domínio de F não é sim- 
plesmente conexo. O campo F não é definido ao longo do eixo 
z, porque não existe uma forma de contrair C a um ponto sem 
deixar o domínio de F.) 


$ v(r%)- nds, 


€ 


onde r = Vx? + y? em termos de /, e L. 


Teorema da divergência e teoria unificada 


16.8 


A forma da divergência do teorema de Green no plano enuncia que o fluxo 
exterior líquido de um campo vetorial através de uma curva fechada simples pode 
ser calculado integrando-se a divergência do campo sobre a região delimitada pela 
curva. O teorema correspondente em três dimensões, chamado de teorema da di- 
vergência, enuncia que o fluxo exterior líquido de um campo vetorial através de 
uma superfície fechada no espaço pode ser calculado integrando-se a divergência 
do campo sobre a região delimitada pela superfície. Nesta seção, provamos o teo- 
rema da divergência e mostramos como ele simplifica o cálculo do fluxo. Também 
deduziremos a lei de Gauss para fluxo em um campo elétrico e a equação de conti- 
nuidade da hidrodinâmica. Por fim, unificaremos os teoremas de integrais vetoriais 
do capítulo em um único teorema fundamental. 


Divergência em três dimensões 


A divergência de um campo vetorial F = M(x, y, z)i + N(x, y, z)j + P(x, y, z)k 
é a funcáo escalar 
oM ðN | aP 


divF=V-F= 9 + ay taz: (1) 


O símbolo “div F” é lido como “divergência de F” ou “div F”. A notação V - F é 
lida “nabla escalar F”. 

Div F tem em três dimensões a mesma interpretação física que tem em duas. 
Se F é o campo de velocidade de um gás em escoamento, o valor de div F em um 
ponto (x, y, z) é a taxa na qual o gás está em compressão ou expansão em (x, y, z). A 
divergência é o fluxo por unidade de volume ou densidade de fluxo no ponto. 


EXEMPLO 1 Os campos vetoriais a seguir representam a velocidade de um gás 
escoando no espaço. Encontre a divergência de cada campo vetorial e interprete seu 
significado físico. A Figura 16.67 mostra os campos vetoriais. 


(a) Expansão: F(x, y, z) = xi + yj + zk 
(b) Compressão: F(x, y, z) = —xi — yj — zk 
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(c) Rotação ao redor do eixo z: F(x, y, z) = —yi + xj 
(d) Cisalhamento ao longo de planos horizontais: F(x, y, z) = zj 


E 
Z og E Sa N 
po a 
e Sra ES, a 
(e) (d) 


FIGURA 16.67 Campos de velocidade de um gás escoando no espaço 
(Exemplo 1). 


Solução 


ə E) ð a Ra ; - 
(a) divF = axl + ay”) + 322 = 3: O gás está sendo submetido a expansão 


uniforme em todos os pontos. 


ð E ; : 
a! z) 3: O gás está sendo submetido a 
compressão uniforme em todos os pontos. 


(c) div F al y) + ¿yoo = 0: O gás não está em expansão ou compressão em 


(b) div F = 0 + ¿y + 


nenhum ponto. 
(d) divF = yə = 0: Novamente, a divergência é zero em todos os pontos no 


domínio do campo de velocidade, de forma que o gás não está em expansão ou 
compressão em nenhum ponto. 


Teorema da divergência 


O teorema da divergência diz que, sob condições adequadas, o fluxo exterior 
de um campo vetorial através de uma superfície fechada é igual à integral tripla da 
divergência do campo sobre a região delimitada pela superfície. 


FIGURA 16.68 Campo vetorial em 
expansão uniforme e esfera (Exemplo 2). 
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TEOREMA 8 — Teorema da divergência Seja F um campo vetorial cujos 
componentes tenham derivadas parciais de primeira ordem contínuas, e seja S 
uma superfície fechada, orientada e lisa por partes. O fluxo de F através de S 
na direção do campo normal unitário exterior da superfície n é igual à integral 
de V - F sobre a região D delimitada pela superfície: 


¡pesos [veros (2) 


Fluxo Integral da 
exterior divergência 


EXEMPLO 2 Calcule ambos os lados da Equação 2 para o campo vetorial em ex- 
pansão F = xi + yj + zk sobre a esfera x? + y? + 2? = a? (Figura 16.68). 


Solução A normal unitária exterior a S, calculada do gradiente de f(x, y, 2) = x? + 
Y+2-aé 


20i + Y + AD x+ yj + zk 
Va + y? + z?) a 


Consequentemente, 


Xx + y +27 =a mS 


L+ y +z 2 
pne Apel ad 


Portanto, 


Jena = ff ace = If as = a(4ma?) = 4ra?. Pd qi 
S 3 3 


A divergéncia de F é 


ð ð ð o 
V-F 2x 09 + ay) +) 3, 


pp veo fj a~- 3(3ma?) E 


EXEMPLO 3 Encontre o fluxo exterior de F = xyi + yzj + xzk através da superfície 
do cubo cortado do primeiro octante pelos planos x=1,y=1lez=1. 


assim, 


Solução Em vez de calcular o fluxo como uma soma de seis integrais separadas, 
uma para cada face do cubo, podemos calcular o cubo integrando a divergência 


Jo ð 0 
V-F= ax y) + ay 09 + az 02) =yY+Z+x 
sobre o interior do cubo: 


Fluxo = e ndo = SE F dv O teorema da divergência 


Superfície Interior 
do cubo do cubo 


1 fl fl 
= / f I (x+ y + 2) dxdy dz = >. Integração de rotina 
Jo Jo Jo 
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>N 


FIGURA 16.69 Provamos o teorema 
da divergência para o tipo de região 
tridimensional mostrado aqui. 


FIGURA 16.70 Os componentes de n são 
os cossenos dos ângulos «, B e y que ele 
forma comi, je k. 


>N 


n 
D z = fx, y) 


dA = dx dy 


FIGURA 16.71 A região D delimitada 
pelas superfícies S, e S, projeta-se 
verticalmente sobre R, no plano xy. 


Prova do teorema da divergência para regiões especiais 


Para provar o teorema da divergência, consideramos que os componentes de F 
tenham derivadas parciais de primeira ordem contínuas. Primeiro, assumimos que 
D seja uma região convexa sem furos ou bolhas, tal como uma esfera, cubo ou elip- 
soide sólidos, e que S seja uma superfície lisa por partes. Além disso, assumimos 
que qualquer reta perpendicular ao plano xy em um ponto interior da região R , que 
é a projeção de D no plano xy, apresenta interseção com a superfície S em exata- 
mente dois pontos, produzindo superfícies 


S: z= f(x Yy), 
S: z= f(X Yy), 


(x y) em Ry 


com f, < f,. Fazemos suposições semelhantes sobre a projeção de D sobre os outros 
planos coordenados. Veja a Figura 16.69. 

Os componentes do vetor normal unitário n = ni + n,j + n,k são os cossenos 
dos ángulos «+, B e y que n forma comi, j e k (Figura 16.70). Isso é verdade porque 
todos os vetores envolvidos sáo vetores unitários. Temos 


m=hni= |n||i| cosa = cosa 

m = n:j = |nlljlcosB = cosg 

m = n:k= |n||k|cosy = cosy. 
Assim, 

n = (cos aji + (cos B)j + (cos y)k 
e 


F-n=Mcos a +N cos f +P cos y. 


Na forma em componentes, o teorema da H a afirma que 


UN (Mcosa + Ncosg + P cosy) do = Gm 


F-n 


+ E) aaye 
Co dvF 


Provamos o teorema mostrando as três igualdades a seguir: 


Jesse > fl dx dy dz (3) 
[| nico as > ES AN xy dz (4) 
¡aa Jj’ aP xdyæ (5) 


Prova da Equação 5 Provamos a Equação 5 convertendo a integral de superfície 
à esquerda em uma integral dupla sobre a projeção R, de D no plano xy (Figura 
16.71). A superfície S consiste de uma parte superior S, cuja equação é z = f(x, y) 
e uma parte inferior S, cuja equação é z = f(x, y). Em S,, a normal exterior n tem 
uma componente k positiva e 


da _ dy 
[cos] — “sy 


cos y do = dx dy porque do = 


Veja a Figura 16.72. Em S,, a normal exterior n tem uma componente k negativa e 


cos y do = -dx dy. 


—— Aqui y é agudo, portanto 
do = dx dylcos y. 


| 
KY 
—— Aqui y é obtuso, portanto 
do = -dx dylcos y. 
n 
d 
dy ý 


FIGURA 16.72 Visão ampliada dos 
pedaços de área na Figura 16.71. As 
relações do = +dx dy/cos y foram 
deduzidas da Equação 7 na Seção 16.5. 


FIGURA 16.73 Metade inferior da região 
sólida entre duas esferas concêntricas. 


FIGURA 16.74 Metade superior da região 
sólida entre duas esferas concêntricas. 
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Portanto, 


J| Pasya = ffPasyar + f Pcosy do 
S S Sı 


= I iaa I PO y fa0% y) dxdy 
Ry Ry 


E I [PO% y, f2% 9) — PC% y, fa Y)] dx ay 
R, 


[UZ Eees- ff Zes 


Isso prova a Equação 5. As provas para as Equações 3 e 4 seguem o mesmo pa- 
drão; ou apenas permute x, y, z; M, N, P; a, B, y, em ordem, e obtenha esses 
resultados a partir da Equação 5. Isso prova o teorema da divergência para essas 
regiões especiais. 


Teorema da divergência para outras regiões 


O teorema da divergência pode ser estendido a regiões que podem ser dividi- 
das em um número finito de regiões simples do tipo que acabamos de discutir e a 
regiões que podem ser definidas como limites de regiões mais simples de certas 
maneiras. Como exemplo de uma etapa em um processo de divisão, suponha que D 
seja a região entre duas esferas concêntricas e que F tenha componentes continua- 
mente diferenciáveis em D e sobre as superfícies limitantes. Divida D por um plano 
equatorial e aplique o teorema da divergência para cada metade separadamente. 
A metade inferior, D,, é mostrada na Figura 16.73. A superfície S, que limita D, 
consiste em um hemisfério exterior, uma base plana com formato de arruela e um 
hemisfério interior. O teorema da divergéncia diz que 


¡renta | (8) 


A normal unitária n, que aponta para fora de D} aponta no sentido oposto da origem 
ao longo da superfície externa, é igual a k ao longo da base plana e aponta no sen- 
tido da origem ao longo da superfície interna. A seguir, aplicaremos o teorema da 
divergência a D, e sua superfície S, (Figura 16.74): 


frre | V- F V2. (1) 


À medida que seguimos n, sobre S,, apontando para fora de D,, vemos que n, é 
igual a —k ao longo da base com formato de arruela no plano xy, aponta no sentido 
oposto da origem na esfera externa e aponta no sentido da origem na esfera interna. 
Quando somamos as Equações 6 e 7, as integrais sobre a base plana se cancelam por 
causa dos sinais opostos de n, e n,. Assim, chegamos ao resultado 


flrenar= df, 


sendo D a região entre as esferas, S a fronteira de D consistindo de duas esferas, e n 
a normal unitária a S direcionada para fora de D. 
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FIGURA 16.75 Duas esferas concêntricas 
em um campo vetorial em expansão. 


EXEMPLO 4 Encontre o fluxo exterior líquido do campo 
xi + yj + zk 
A 
p 
através da fronteira da região D: 0 < a? < x? + y? + 2? < b? (Figura 16.75). 


Solução O fluxo pode ser calculado integrando-se V - F sobre D. Temos 


ðP _ 1,2, Dada _X 
TZO +y + 2) VAR = 5 
e 
IM q A “23 499» 1 3x? 
ox > xP =p Y “x 2 pé 
De maneira semelhante, 
NAL a p= dA 
dy p? p ðZ p? pe 
Consequentemente, 
3 2 
dvF=23-2(2+yY+2=2-L=0 
Pp Pp 


[nro V:F=dvF 
D) 


Dessa forma, a integral de V : F sobre D é zero e o fluxo exterior líquido através 
da fronteira de D é zero. Entretanto, há mais a ser aprendido com este exemplo. O 
fluxo deixando D através da esfera interna S, é o oposto do fluxo deixando D atra- 
vés da esfera externa S, (porque a soma desses fluxos é zero). Assim, o fluxo de F 
através de S, no sentido que se afasta da origem é igual ao fluxo de F através de S, 
no sentido que se afasta da origem. Dessa forma, o fluxo de F através de uma esfera 
centrada na origem é independente do raio da esfera. Qual é esse fluxo? 

Para encontrá-lo, calculamos a integral de fluxo diretamente. A normal unitária 
exterior sobre a esfera de raio a é 


= HMAj+HXoOoxXi+yj+ZXk 
Very +z a 


Consequentemente, sobre a esfera, 


+y +zk ty +k +y 2 1 
a j a a? 


ES iffe- (ara?) = 4r. 
Sa Sa 


O fluxo exterior de F através de qualquer esfera centrada na origem é 47. 


F:n 


dd 


` Esfera Sa 


FIGURA 16.76 Esfera S, cercando uma 
outra superfície S. Os topos das superfícies 
foram removidos para visualização. 


FIGURA 16.77 O fluido que escoa 

para cima através do pedaço Ao em um 
curto espaço de tempo At preenche um 
“cilindro” cujo volume é aproximadamente 
base x altura = v en Ao At. 
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Lei de Gauss: uma das quatro grandes leis da teoria do eletromagnetismo 


Há ainda mais a ser aprendido com o Exemplo 4. Na teoria do eletromagnetis- 
mo, o campo elétrico criado por uma carga pontual q localizada na origem é 


1 9/(rY qa r q x+y+zx 
E(x, y, Z) la 4reo |r| 4meo P , 


onde e, é uma constante física, r é o vetor posição do ponto (x, y, z) e p = |r| = 
VR + y? +Z. Na notagáo do Exemplo 4, 


q 


E = PF 


Os cálculos no Exemplo 4 mostram que o fluxo exterior de E através de qualquer 
esfera centrada na origem é q/€,, mas esse resultado não está restrito às esferas. O 
fluxo exterior de E através de qualquer superfície fechada S que engloba a origem 
(e a qual o teorema da divergência se aplica) é também g/€,. Para sabermos por qué, 
temos apenas de imaginar uma esfera grande S, centrada na origem e englobando a 
superfície S (veja a Figura 16.76). Uma vez que 


_ q _ 4 
V-E Vamo Aren 


V-F=0 


quando p > 0, a integral de V - E sobre a região D entre Se S, é zero. Consequente- 
mente, pelo teorema da divergência, 


E-ndo = 0, 


Fronteira 
deD 


e o fluxo de E através de S no sentido que se afasta da origem deve ser o mesmo 
que o fluxo de E através de S, no sentido que se afasta da origem, que é q/€,. Essa 
afirmação, denominada lei de Gauss, também se aplica a distribuições de cargas 
mais gerais do que aquelas consideradas aqui, como você pode ver em quase todos 
os textos de física. 


Le de Gauss: noé 
"5 


€0 


Equacáo da continuidade de hidrodinámica 


Seja D uma região no espaço delimitada por uma superfície fechada e orientada S. 
Se v(x, y, z) é o campo de velocidade de um fluido que escoa suavemente através de 
D, ô = ô(t, x, y, z) é a densidade do fluido em (x, y, z) no tempo t, e F = ôv, então a 
equação da continuidade da hidrodinâmica afirma que 


aô _ 
V-F+ =O. 


Se as funções envolvidas têm derivadas parciais de primeira ordem contínuas, a equa- 
ção evolui naturalmente a partir do teorema da divergência, conforme veremos a seguir. 


Primeiro, a integral 
I F: ndo 
S 


é a taxa na qual a massa deixa D através de S (deixa porque n é a normal exterior). 
Para saber por quê, considere um pedaço de área Ao sobre a superfície (Figura 16.77). 
Em um intervalo curto de tempo Ar, o volume AV do fluido que escoa através do 
pedaço é aproximadamente igual ao volume de um cilindro com área da base Ao e 
altura (vA?) : n, onde v é um vetor velocidade com origem em um ponto do pedaço: 


AV = venho At 
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A massa desse volume de fluido é de cerca de 
Am=ôv:n Ao At, 


de forma que a taxa na qual a massa escoa para fora de D através do pedaço é de 
cerca de 


Am 


“AL = ôv: nA. 


Isso leva à aproximação 


S Am 


At 


Q 


N óv:nAg 


como uma estimativa da taxa média à qual a massa escoa através de S. Por fim, fazer 
Ao — 0 e At — 0 fornece a taxa instantánea na qual a massa deixa D através de S 


como 
dm . 
ÓN Ja ndo, 
5 


a qual, para nosso escoamento específico, é 


dm f/f e. 
a ff" ndo. 
S 


Agora, seja B uma esfera sólida centrada em um ponto O no escoamento. O valor 


médio de V - F sobre B é 
1 
ass ff Y FaN, 
B 


É uma consequência da continuidade da divergência que V - F realmente assuma 
esse valor em algum ponto P em B. Assim, 
If F-ndo 


Ras i = 
dll vomeaas /// Y EN = volume deB 
B 


_ taxa na qual a massa deixa B através de sua superfícieS (8) 
volume de B 


O último termo da equação descreve a redução de massa por unidade de volume. 

Agora, faga o raio de B se aproximar de zero enquanto o centro O permanece 
fixo. O lado esquerdo da Equação 8 converge para (V - Do o lado direito para 
(08/00) 4. A igualdade desses dois limites é a equacáo de continuidade 


--% 

V-F= E 
A equação de continuidade “explica” V - F: A divergência de F em um ponto é a 
taxa na qual a densidade do fluido está se reduzindo ali. O teorema da divergência 


ines Ri 


agora diz que a redução líquida na densidade do fluido na região D se deve pela 
massa transportada através da superfície S. Assim, o teorema é uma afirmação so- 
bre a conservação de massa (Exercício 31). 


e] e > X 


FIGURA 16.78 Normais unitárias 
exteriores na fronteira de [a, b] no espaço 
unidimensional. 
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Unificando os teoremas que envolvem integrais 


Se pensarmos em um campo bidimensional F = M(x, y)i + N(x, y)j como um 
campo tridimensional cuja componente k é zero, então V - F = (0M/0x) + (0N/0y) e 
a forma normal do teorema de Green pode ser escrita como 


fins- f| (a +g) aw= fera 


De maneira semelhante, V x F - k = (0N/0x) — (0M/0y), de modo que a forma tan- 
gencial do teorema de Green pode ser escrita como 


fra- [E Yaw- [oxra 


Com as equações do teorema de Green agora na notação “nabla”, podemos ver sua 
relação com as equações do teorema de Stokes e do teorema da divergência. 


Teorema de G reen e sua generalização para três dimensões 


Forma normal do teorema de Green: $ F-nds= I V-F dA 
É R 


Teorema da divergência: I F - ndo = I V-F dV 
5 D 


Forma tangencial do teorema de Green: $" «dr = Jf” x F-k da 


É R 
Teorema de Stokes: pra [frenar 
č 5 


Observe como o teorema de Stokes generaliza a forma tangencial (rotacional) 
do teorema de Green, de uma superficie plana no plano para uma superficie no es- 
paço tridimensional. Em cada caso, a integral do componente normal de rot F sobre 
o interior da superficie é igual à circulação de F ao redor da borda. 

Da mesma forma, o teorema da divergência generaliza a forma normal (fluxo) 
do teorema de Green, de uma região bidimensional no plano para uma região tridi- 
mensional no espaço. Em cada caso, a integral de V - F a partir do interior da região 
é igual ao fluxo total do campo através da fronteira. 

Há ainda mais a aprender aqui. Todos esses resultados podem ser pensados 
como formas de um único teorema fundamental. Lembre-se do Teorema Funda- 
mental do Cálculo na Seção 5.4, Volume I. Ele diz que se f(x) for derivável sobre 
(a, b) e continua em [a, b], então 


b 
[Fofo -ta. 


Se fizermos F = f(x)i em [a, b], então (df/dx) = V - F. Se definirmos o campo ve- 
torial unitário n normal à fronteira de [a, b] como sendo i em b e em a (Figura 
16.78), então 


f(b) — f(a) = f(b)i- (i) + flai-(-i) 
= F(b)-n + F(a)-n 


= fluxo total de saída de F através da fronteira de [a, b]. 
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Exercícios 16.8 


Calculando a divergência 


Nos Exercícios 1-4, encontre a divergência do campo. 
1. 
2, 
3. 


4. 


Calculando o fluxo utilizando o teorema da divergéncia 


O campo de rotacáo da Figura 16.12. 
O campo radial da Figura 16.11. 


O campo gravitacional da Figura 16.8 e Exercício 38a na Se- 


ção 16.3. 


O campo de velocidade da Figura 16.13. 


O teorema fundamental agora diz que 


F(b)-n + F(a): n = / V: F dx. 
[ab] 


O teorema fundamental do cálculo, a forma normal do teorema de Green e o teorema 
da divergência dizem que a integral do operador diferencial V - operando sobre um 
campo F em uma região é igual à soma das componentes normais sobre a fronteira 
da região. (Aqui estamos interpretando a integral de linha no teorema de Green e a 
integral de superfície no teorema da divergência como “somas” sobre a fronteira.) 

O teorema de Stokes e a forma tangencial do teorema de Green dizem que, 
quando tudo estiver adequadamente orientado, a integral do componente normal do 
rotacional operando sobre um campo é igual à soma dos componentes tangenciais 
do campo na fronteira da superfície. 

A beleza dessas interpretações está na observação de um único princípio unifi- 
cador, que podemos definir como segue. 


Teorema fundamental unificador 


A integral de um operador diferencial que atua em um campo sobre uma re- 
gião é igual à soma dos componentes do campo apropriados ao operador sobre 
a fronteira da região. 


9. Parte da esfera F=x?%i-2xyj+3xzk 
D: A região cortada do primeiro octante pela esfera x? + 
y+272=4. 
10. Lata cilíndrica F = (6x? + 2xy)i + (2y + x?°z)j + 41?%yk 
D: A região cortada do primeiro octante pelo cilindro x? + 
y? = 4 e pelo plano z = 3. 


11. Cunha F=2xi-xyj-2k 


D: A cunha cortada do primeiro octante pelo plano y + z = 4 
e pelo cilindro elíptico 4x? + y? = 16. 


Nos Exercícios 5-16, utilize o teorema da divergência para encon- 12. Esfera F=x%i+ yj + zk 


trar o fluxo exterior de F através da fronteira da região D. 
S. 


Cubo F=(y-x)i+(2-— y)j + (7) —x)k 


D: O cubo limitado pelos planos x = +1,y=+l ez =4 


D: A esfera sólida x? + y? + 2? <a”, 


1. 13. Esfera espessa F= VX? + y? + z (Xi + y + æ) 


. F=xi +yj + 22k 


D: Aregiáo 1<x2+y+22<2, 


a. Cubo D: O cubo cortado do primeiro octante pelos pla- 14. Esfera espessa F = (xi + yj + zk)/ Vx? + y? + 2 


nosx=1,y=1lez=1. 


b. Cubo D: O cubo delimitado pelos planos x = +1, y = +1 


D: A região 1 <x? +y? +22 <4. 


szadi 15. Esfera espessa F = (5x + 12xy2)i + (y? + e” sen z)j + (527 + 
l . a Ei e” cos z)k 
c. Lata cilíndrica D: A região cortada do cilindro sólido x? + 2) 
y? < 4 pelos planos z=0ez=1. D: A região sólida entre as esferas x? + y? +z? = 1 e x? + y? 
y Z2=2. 


« Cilindro e paraboloide F = yi + xyj — zk 


D: A região dentro do cilindro sólido x? + y? < 4 entre o plano 16. Cilindro espesso F = In (x? + y3i = (E tg? x) + 


z= 0 e o paraboloide z = x? + y?, 


. Esfera F= xi + xzj + 3zk 


D: A esfera sólida x? + y? +2? < 4. 


zV x? + y?k 


D: O cilindro de paredes espessas 1 <x? +y? <2, -1<z2<2, 


Propriedades do rotacional e divergência 


17. 


18. 


19. 


20. 


div (rot G) é zero 

a. Mostre que se as derivadas parciais necessárias dos compo- 
nentes do campo G = Mi + Nj + Pk forem contínuas, então 
V:VxG=0. 

b. Pode-se concluir algo sobre o fluxo do campo V x G através 
de uma superfície fechada? Justifique sua resposta. 

Sejam F, e F, campos vetoriais diferenciáveis e sejam a e b 

constantes reais arbitrárias. Verifique as identidades a seguir. 

a. V-(aF,+bF)=aV-F,+bV-F, 

b. V x (aF, +bF,)=aV x F, +bVxE, 

e V: (F xF,)=F,:V xF -F+ V xF, 

Seja F um campo vetorial diferenciável e seja g(x, y, z) uma 

função escalar diferenciável. Verifique as identidades a seguir. 

a. V-(gF)=gV-F+Vg-F 

b. Vx(gF)=9gVxF+VgxF 

Se F = Mi + Nj + Pk é um campo vetorial diferenciável, defi- 

nimos a notação F - V para significar 


0 ð 
Mzz t Nay 


ð 
+P EA 
Para campos vetoriais diferenciáveis F, e F,, verifique as iden- 
tidades a seguir. 
a. V x (F| x F,) = (F, + V)F, — (F, + WF,+(V- EF, — 
(V: FF, 
b. V(F, + F,) = (F, + VE, + (E, + VJE, + F, x (V x F) + 
F, x (V x F) 


Teoria e exemplos 


21. 


22. 


Seja F um campo cujas componentes têm derivadas parciais de 
primeira ordem contínuas em uma parte do espaço contendo 
uma região D delimitada por uma superfície fechada e lisa S. 
Se | F | < 1, pode ser colocada alguma limitação sobre o tama- 


J m 
D 


Justifique sua resposta. 


A base da superficie fechada de tipo cúbico mostrada aqui é o 
quadrado unitário no plano xy. Os quatro lados estão nos pla- 
nosx=0,x=1,y=0ey=1. O topo é uma superfície lisa 
arbitrária cuja identidade é desconhecida. Seja F = xi — 2yj + 
(z + 3)k e suponha que o fluxo exterior de F através do lado 4 
seja 1 e através do lado B seja —3. Pode-se concluir algo sobre o 
fluxo exterior através do topo? Justifique sua resposta. 


Topo 


/ 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 
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a. Mostre que o fluxo exterior do campo vetorial de posição 
F = xi + yj + zk através de uma superfície S fechada e lisa 
é trés vezes o volume da regiáo delimitada pela superfície. 

b. Seja n o campo vetorial unitário normal exterior em S. Mostre 
que não é possível que F seja ortogonal a n em todo ponto de $. 


Fluxo máximo Dentre todos os sólidos retangulares definidos 
pelas desigualdades 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < 1, encontre 
aquele para o qual o fluxo exterior total de F = (~? — 4 xy)i 
— 6yzj + 12zk através dos seis lados seja maior. Qual é o maior 
fluxo? 


Volume de uma região sólida Seja F = xi + yj + zk e suponha 
que a superfície S e a região D satisfaçam as hipóteses do teorema 
da divergência. Mostre que o volume de D é dado pela fórmula 


Volume de D = j J| reno. 
5 


Fluxo exterior de um campo constante Mostre que o flu- 
xo exterior de um campo vetorial constante F = C através de 
qualquer superficie fechada a qual o teorema da divergência se 
aplica é zero. 

Funções harmônicas Uma função f(x, y, z) é considerada 
harmônica em uma região D no espaço se ela satisfaz a equa- 
ção de Laplace 


0 | of | af o 


y2 E 
j əx? əy? az 


V: Vf (0) 

em D. 

a. Suponha que f seja harmônica em uma região D limitada 
por uma superfície lisa S e que n seja o vetor normal unitá- 
rio escolhido em S. Mostre que a integral sobre S de Vf -n, 
a derivada de f na direção de n, é zero. 


b. Mostre que se f é harmônica em D, então 
Ji Vf «ndo = I IVf |2 dV. 
S D 


Fluxo exterior de um campo gradiente Seja S a superfície 
da porção da esfera sólida x? + y? + 2? < a? que está no primeiro 


octante e seja f(x, y, z) = INV X? + y? + Z2 Calcule 


oe 


(Vf - n é a derivada de f na direção da normal exterior n.) 
Primeira fórmula de Green Suponha que f e g sejam fun- 
ções escalares com derivadas parciais de primeira e segunda 
ordem contínuas em uma região D delimitada por uma superfi- 
cie lisa por partes e fechada S. Mostre que 


[fs vena = | E V2g + Yf - Vo) dv. (9) 


A Equação 9 é a primeira fórmula de Green. (Sugestão: apli- 
que o teorema da divergência ao campo F = fVg.) 

Segunda fórmula de Green (Continuação do Exercício 
29.) Troque f por g na Equação 9 para obter uma fórmula 
similar. Em seguida, subtraia essa fórmula da Equação 9 para 
mostrar que 


Jo vo-ssp-nar = [ll Eva- ora. (0) 
5 D 
Essa equação é a segunda fórmula de Green. 
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31. 


Conservação de massa Seja v(t, x, y, z) um campo vetorial 
continuamente diferenciável sobre a região D no espaço e seja 
p(t, x, y, Z) uma função escalar continuamente diferenciável. A 
variável t representa o domínio de tempo. A lei da conservação 
de massa afirma que 


Sf ple y 2 0 = — || pv- noo, 
D 5 


onde S é a superfície delimitando D. 

a. Forneça uma interpretação física da lei da conservação de 
massa se v for um campo de velocidade do escoamento e p 
representar a densidade do fluido em um ponto (x, y, Z) no 
instante £. 


b. Utilize o teorema da divergência e a regra de Leibniz, 
d o ap 
D D 


para mostrar que a lei da conservação de massa é equiva- 
lente à equação de continuidade, 
op 


V-W + = O. 


32. 


(No primeiro termo V - pv, a variável t é mantida fixa, e no 
segundo termo 0p/0t, é considerado que o ponto (x, y, z) em 
D seja mantido fixo.) 
Equação de difusão do calor Seja T(t, x, y, z) uma função 
com derivadas de segunda ordem contínuas dando a tempe- 
ratura no instante t no ponto (x, y, zZ) de um sólido ocupando 
uma região D no espaço. Se a capacidade calorífica do sólido 
e a densidade de massa forem denotadas pelas constantes c e 
p, respectivamente, a quantidade cpT é denominada energia 
calorífica por unidade de volume do sólido. 
a. Explique por que — VT aponta na direção do fluxo de calor. 
b. Denote o vetor de fluxo de energia por —kVT. (Aqui, a 
constante k é chamada condutividade.) Assumindo a lei de 
conservação de massa com kV T=v e cpT= p no Exercício 
31, deduza a equação de difusão (calor) 


aT 
F = KVT, 
onde K = k/(cp) > 0 é a constante de difusão. (Observe que 
se T(t, x) representa a temperatura no instante t e na posi- 
ção x em uma haste uniformemente condutora com lados 
perfeitamente isolados, então V?T = 02T/0x? e a equação 
de difusão se reduz à equação do calor unidimensional nos 
Exercícios adicionais do Capítulo 14.) 


Capítulo 


1. 


O que sáo integrais de linha? Como elas sáo calculadas? Dé 
exemplos. 


. Como as integrais de linha podem ser utilizadas para encontrar 


o centro de massa de molas? Explique. 


3. O que é um campo vetorial? E um campo gradiente? Dé exemplos. 


4. Como se calcula o trabalho realizado por uma forga para mo- 


o A A UU 


10. 


Capítulo 


ver uma partícula ao longo de uma curva? Dé um exemplo. 


. O que são escoamento, circulação e fluxo? 

. O que há de especial nos campos independentes do caminho? 
. Como se pode saber se um campo é conservativo? 

. O que é uma função potencial? Mostre com um exemplo como 


encontrar uma função potencial para um campo conservativo. 


. O que é uma forma diferencial? O que significa tal forma ser 


exata? Como se testa a exatidão? Dé exemplos. 


O que é a divergéncia de um campo vetorial? Como se pode 
interpretá-la? 


. O que é o rotacional de um campo vetorial? Como se pode 


interpretá-lo? 


. O que é o teorema de Green? Como se pode interpretá-lo? 


Exercícios práticos 


Calculando integrais de linha 


1. 


A figura a seguir mostra dois caminhos poligonais no espaço 
que ligam a origem ao ponto (1, 1, 1). Integre f(x, y, z) = 2x — 
3y? — 2z + 3 sobre cada caminho. 


13. 


14. 


15. 


16. 
17. 
18. 
19. 


20. 
21. 


Questões para guiar sua revisão 


Como se calcula a área de uma superfície parametrizada no espa- 
ço? E de uma superfície implicitamente definida F(x, y, z) = 0? 
E da superfície que é o gráfico de z = f(x, y)? Dê exemplos. 


Como se integra uma função sobre uma superfície parametri- 
zada no espaço? E de superfícies que são definidas implicita- 
mente ou na forma explícita? O que se pode calcular com as 
integrais de superfície? Dê exemplos. 


O que é uma superfície orientada? Como se pode calcular o 
fluxo de um campo vetorial tridimensional através de uma su- 
perfície orientada? Dê um exemplo. 


O que é o teorema de Stokes? Como se pode interpretá-lo? 
Resuma os resultados do capítulo sobre campos conservativos. 
O que é o teorema da divergência? Como se pode interpretá-lo? 


Como o teorema da divergência generaliza o teorema de 
Green? 


Como o teorema de Stokes generaliza o teorema de Green? 


Como o teorema de Green, o teorema de Stokes e o teorema 
da divergência podem ser considerados formas de um único 
teorema fundamental? 


(0, 0, 0) (1,1,1) 


a 
x (1,1,0) 


Caminho 2 


Caminho 1 


2. A figura a seguir mostra três caminhos poligonais que ligam 
a origem ao ponto (1, 1, 1). Integre f(x, y, Z) =x? + y — z sobre 


cada caminho. 


3. Integre f(x, y, Z = VX? + z? sobre a circunferência 


r(t) = (a cos f)j + (asen k, 0<t<27. 


4. Integre f(X, y, Z = Vx? + y? sobre a curva involuta 


r(t = (cost + tsent)i + (sent — tcost)j, 


d=ts Va 


Calcule as integrais nos Exercícios 5 e 6. 


(4,-3,0) dx + + dz 
5 / a fe 
( 


11D Vx+y+z 


(10,3,3) 
3 y 
a / a [vay (26 
(11,1) 


7. Integre F = y sen z)i + (x sen z)j + (xy cos z)k ao redor da cir- 


cunferéncia cortada da esfera x? + y? + 22 = 5 pelo plano z = —1, 
no sentido horário quando visto de cima. 


Integre F = 3x2yi+ (a? + 1)j + 92?k ao redor da circunferência 


cortada da esfera x? + y? + z? = 9 pelo plano x = 2. 


Calcule as integrais nos Exercícios 9 e 10. 


9. 


10. 


Mi 8xsen y dx — 8y cos x dy 


C é o quadrado cortado do primeiro quadrante pelas retas x = 
n/2ey= 7/2. 


[ya x? dy 
c 


C é a circunferência x? + y? = 4. 


Encontrando e calculando integrais de superfície 


11. 


12. 


13. 


Área de uma região elíptica Encontre a área da região 
elíptica cortada do plano x + y + z = 1 pelo cilindro x? + 
y=1. 

Área de uma calota parabólica Encontre a área da calota 
cortada do paraboloide y? + 2? = 3x pelo plano x= 1. 

Área de uma calota esférica Encontre a área da calota cor- 


tada do topo da esfera x? + y? + 22=1 pelo plano z = V2/2. 
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14. a. Hemisfério cortado por cilindro Encontre a área da su- 


15. 


16. 


17. 


18. 


perfície cortada do hemisfério x? + y? + 2? = 4, z > 0, pelo 
cilindro x? + y? = 2x. 

b. Encontre a área da porção do cilindro que está dentro do 
hemisfério. (Sugestão: projete sobre o plano xz ou calcule 
a integral Jh ds, onde A é a altura do cilindro e ds é o ele- 
mento de comprimento de arco sobre a circunferência x? + 
y? = 2x no plano xp.) 


N 


Hemisfério 


3 
2=VW4-r 


2 


CON 


Cilindro r = 2 cos 0 y 


Área de um triângulo Encontre a área do triángulo no qual 
o plano (x/a) + (y/b) + (z/c) = 1 (a, b, c > 0) apresenta inter- 
seção com o primeiro octante. Verifique sua resposta com um 
cálculo vetorial apropriado. 


Cilindro parabólico cortado por planos Integre 
ca O 
a g(x, yz) = > 
Ay” + 1 
b g% y 2 = ——— 
Co Ay? 4 1 


sobre a superfície cortada do cilindro parabólico y? —z= 1 pelos 
planos x=0,x=3ez=0. 

Cilindro circular cortado por planos Integre g(x, y, z) = 
x*y(y? + 22) sobre a porção do cilindro y? + z? = 25 que está 
no primeiro octante entre os planos x = 0 e x = 1 e acima do 
plano z =3. 


Área de Wyoming O estado de Wyoming é delimitado pelos 
meridianos 111*3” e 104º3º de longitude oeste e pelos paralelos 
41º e 45º de latitude norte. Considerando que a Terra seja uma 
esfera de raio R = 3.959 milhas, encontre a área de Wyoming. 


Superfícies parametrizadas 


Encontre parametrizações para as superfícies nos Exercícios 19-24. 
(Existem muitas formas de fazer isso, de modo que suas respostas 
podem não ser as mesmas que estão no final do livro.) 


19. 


20. 


21. 
22. 


Faixa esférica A porção da esfera x? + y? + 22 = 36 entre os 
planos z = -3 e Z = 3V3. 


Calota parabólica A porção do paraboloide z = — (x? + y?)/2 
acima do plano z = —2. 


Cone Oconez= 1 + Vê+yi;z=<3 


Plano acima do quadrado A porção do plano 4x + 2y + 
4z = 12 que está acima do quadrado 0 < x < 2, 0 < y < 2 no 
primeiro quadrante. 
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23. Porção do paraboloide A porção do paraboloide y = 2(x? + 22), 
y < 2, que está acima do plano xy. 

24. Porção do hemisfério A porção do hemisfério x? + y? +2 = 10, 
y > 0, no primeiro octante. 

25. Área de superfície Encontre a área da superfície 

r(u, v) = (u + v)i + (u— v)j + vk, 
O<u<l, 0O<v<l. 

26. Integral de superfície Integre f(x, y, z) = xy — z? sobre a 
superfície no Exercício 25. 

27. Área de um helicoide Encontre a área da superfície do 
helicoide 
r(r, 0) = (r cos 0)i + (r sen 0)j+0k, 0<0<27, 
na figura a seguir. 


0O<r<l, 


(1, 0, 277) 


(1, 0, 0) 


28. Integral de superfície Calcule a integral [f Wx?+ y?+1d0, 
onde S é o helicoide no Exercício 27. 
Campos conservativos 


Quais dos campos nos Exercícios 29-32 são conservativos e quais 
não são? 

29. F=xi+ yj+zk. 

30. F = (xi + yj + zk + y? +22). 

31. F=xæi + ye? + zek. 

32. F=(i+2zj+yk)(x + yz). 

Encontre funções potenciais para os campos nos Exercícios 33 e 34. 
33. F=2i+(2y+2)j + (y + Dk. 


34. F = (z cos xz)i + œj + (x cos xz)k. 
Trabalho e circulacáo 


Nos Exercícios 35 e 36, encontre o trabalho realizado por cada cam- 
po ao longo dos caminhos de (0, 0, 0) a (1, 1, 1) no Exercício 1. 
35. F=2xyi+j+xk. 
36. F=2xyi+ x?j +k. 
37. Encontrando o trabalho de duas formas 
lho realizado por 


Encontre o traba- 


o Xi+y 
= OE + ya 32 


sobre a curva plana r(t) = (el cos t)i + (e sen fj entre o ponto 
(1, 0) e o ponto (e?”, 0) de duas formas: 


a. Utilizando a parametrização da curva para calcular a inte- 
gral de trabalho. 


b. Calculando uma função potencial para F. 


38. Escoamento ao longo de caminhos diferentes Encontre o 


escoamento do campo F = V(x2ze”) 

a. uma vez ao redor da elipse C na qual o plano x+y +z= 1 
encontra o cilindro x? + z? = 25, no sentido horário quando 
visto de cima do eixo positivo y. 

b. ao longo da borda curva do helicoide no Exercício 27 de (1, 
0,0) a (1, 0,27). 

Nos Exercícios 39 e 40, utilize a integral de superfície no 
teorema de Stokes para encontrar a circulação do campo F 
ao redor da curva C na direção indicada. 


39. Circulação ao redor de uma elipse F=y?i- yj + 32?k 
C: A elipse na qual o plano 2x + 6y — 3z = 6 encontra o cilindro 
xX? + y? = 1, em sentido anti-horário quando vista de cima. 

40. Circulação ao redor de uma circunferência F = (x° + y)i 
+ (e + y)j + (4y—z)k 
C: A circunferência na qual o plano z = —y encontra a esfera 
xX? + y? + 22 =4, em sentido anti-horário quando vista de cima. 


Massas e momentos 


41. Fio com densidades diferentes Encontre a massa de um fio 
fino ao longo da curva r()= V2ti + Vaj +(4-Pk, 0<t<l, 
se a densidade em tfor (a) 6 =3te (b) ô= 1. 

42. Fio com densidade variável Encontre o centro de massa de 
um fio fino presente ao longo da curva r(A = ti + 2tj +(2/3)4k, 


0<1<2,se a densidade em ż for ô= 3V5 + t 


43. Fio com densidade variável Encontre o centro de massa e 
os momentos de inércia em relação aos eixos coordenados de 
um fio fino estendido ao longo da curva 

2 
2V2 ea yt 
3 


r( = ti + 5k, O=t=2, 


se a densidade em £ for 9 = 1/(t+ 1). 

44. Centro de massa de um arco Um arco de metal delgado 
está ao longo do semicírculo y = V a? — x? no plano xy. A 
densidade no ponto (x, y) no arco é ô(x, y) = 2a — y. Encontre 
o centro de massa. 

45. Fio com densidade constante Um fio de densidade cons- 
tante ô= 1 está ao longo da curva r(t) = (e cos Ài + (æ sen £)j 
+ e'k, 0 < t < ln 2. Encontre ze Z.. 

46. Fio helicoidal com densidade constante Encontre a massa 
e o centro de massa de um fio de densidade constante ô que 
está ao longo da hélice r(t) = (2 sen i + (2 cos Dj + 3tk, 
0<t<27. 

47. Inércia e centro de massa de uma casca Encontre Z, e o 
centro de massa de uma casca fina de densidade ô(x, y, z) = z 
cortada a partir da porção superior da esfera x? + y? + z? = 25 
pelo plano z = 3. 

48. Momento de inércia de um cubo Encontre o momento de 
inércia em relação ao eixo z da superfície do cubo cortado 


do primeiro octante pelos planos x = 1,y=lez=Isea 
densidade for ô = 1. 


Fluxo através de uma curva plana ou superfície 


Utilize o teorema de Green para encontrar a circulação anti-horária 
e o fluxo exterior para os campos e curvas nos Exercícios 49 e 50. 
49. Quadrado F=(2xy+x)i+ (xy -y)j 
C: O quadrado limitado porx=0,x=1,y=0,y=1. 


50. Triângulo F=(y»- 6x2) + («+ y?)j 
C: O triángulo formado pelas retas y =0,y=xex=l. 
51. Integral de linha nula Mostre que 


cosy 
$ Inxseny dy — = dx = 0 
€ 
para qualquer curva fechada C a qual o teorema de Green se 
aplica. 

52. a. Fluxo exterior e área Mostre que o fluxo exterior do 
campo vetorial de posição F = xi + yj através de qualquer 
curva fechada à qual o teorema de Green se aplica é duas 
vezes a área da regiáo delimitada pela curva. 


b. Seja n o vetor normal unitário exterior a uma curva fechada 
à qual o teorema de Green se aplica. Mostre que não é pos- 
sível para F = xi + yj ser ortogonal a n em todo ponto de C. 


Nos Exercícios 53-56, encontre o fluxo exterior de F através da 
fronteira de D. 


53. Cubo F=2xyi+2yzj + 2xzk 
D: O cubo cortado do primeiro octante pelos planos 
x=1,y=1,z=1. 
54. Calota esférica F = xzi + yzj + k 
D: Toda a superficie da calota superior cortada a partir da e 
fera sólida 1? + y? + 2? < 25 pelo plano z = 3. 
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55. Calota esférica F=-2xi-— 3yj + zk 


D: A regiáo superior cortada da esfera sólida x? + y? + 
2 


z? < 2 pelo paraboloide z = x? + y?. 
56. Cone e cilindro F = (6x + y)i — (x + z)j + 4yzk 


D: A região no primeiro octante limitada pelo cone Z = X? + y? 


o cilindro 1? + y? = 1 e os planos coordenados. 


57. Hemisfério, cilindro e plano Seja Sa superfície delimi- 
tada à esquerda pelo hemisfério x? + y? + 22? = a?, y < 0, no 
meio pelo cilindro x? + 2? = a?, 0 < y < a, à direita pelo 
plano y = a. Encontre o fluxo exterior de F = yi + zj + xk 
através de S. 


58. Cilindro e planos Encontre o fluxo exterior do campo F = 
3x22i + yj — z°k através da superfície do sólido no primeiro 
octante que é delimitado pelo cilindro x? + 4y = 16 e os planos 
y=2z,x=0ez=0. 

59. Lata cilíndrica Utilize o teorema da divergéncia para en- 
contrar o fluxo exterior de F = xy2i + x?yj + yk através da 
superfície da região delimitada pelo cilindro x? + y? = 1 e os 
planosz=1ez=-1. 


60. Hemisfério Encontre o fluxo para cima de F = (3z + 1)k 
através do hemisfério x? + y? + 2? = a?, z > 0 (a) com o 
teorema da divergéncia e (b) calculando a integral de fluxo 
diretamente. 


Capítulo 


Encontrando áreas com o teorema de Green 


Utilize a fórmula da área do teorema de Green nos Exercícios 16.4 
para encontrar as áreas das regiões delimitadas pelas curvas nos 
Exercícios 1-4. 


1. O limaçon x=2 cos t— cos 2t, y = 2 sen t — sen 2t, 0 < t < 27 


y 


2. A deltoide x = 2 cos t + cos 2t, y = 2 sen t — sen 2t, 0 < t < 2T 


y 


UW 


Exercícios adicionais e avançados 


3. A curva em oito x = (1/2) sen 2t, y = sen t, 0 < t < 7 (um laço) 


> X 


4. A “lágrima” x = 2a cos t — a sen 2t, y = b sen t, 0 < t < 27 
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Teoria e aplicações 


5. 


10. 


11. 


12. 


a. Dê um exemplo de um campo vetorial F (x, y, z) que tenha 
valor 0 em apenas um ponto e tal que rot F seja não nulo em 
todos os pontos. Identifique o ponto e calcule o rotacional. 

b. Dê um exemplo de um campo vetorial F (x, y, z) que tenha 
valor 0 em precisamente uma reta e de modo que rot F seja 
não nulo em todos os pontos. Identifique a reta e calcule o 
rotacional. 

c. Dê um exemplo de um campo vetorial F (x, y, z) que tenha 
valor 0 em uma superficie e de modo que rot F seja não 
nulo em todos os pontos. Identifique a superficie e calcule 
o rotacional. 


. Encontre todos os pontos (a, b, c) sobre a esfera 12 + y? + 2 = R? 


onde o campo vetorial F = yz2i + xz?j + 2xyzk é normal à super- 
fície e F(a, b, c) £ 0. 


. Encontre a massa de uma casca esférica de raio R de modo 


que em todo ponto (x, y, z) sobre a superfície a densidade de 
massa ô(x, y, Z) seja sua distância até um ponto fixo (a, b, c) 
da superfície. 


. Encontre a massa de um helicoide 


r(r, 0) = (r cos 0)i + (r sen 0)j + 0k, 


0O<r<1,0<0<2r, se a função densidade for Ó(x, y, z) = 
2V/x? + y? Consulte a figura no Exercício Prático 27. 


. Dentre todas as regiões retangulares 0 < x <a, 0 < y < b, 


encontre aquela para a qual o fluxo exterior total de F = (x? + 

4xy)i — 6yj através dos quatro lados é mínimo. Qual é o fluxo 

mínimo? 

Encontre uma equação para o plano através da origem de modo 

que a circulação do campo de escoamento F = zi + xj + yk ao 

redor da circunferência de interseção do plano com a esfera 

xX? +y? + 22 =4 seja um máximo. 

Uma corda está ao longo da circunferéncia x? + y? = 4 entre 

(2, 0) e (0, 2) no primeiro quadrante. A densidade da corda é 

P (x, y) =xy. 

a. Divida a corda em um número finito de subarcos para mos- 
trar que o trabalho realizado pela gravidade para mover a 
corda diretamente para baixo, para o eixo x, é dado por 


n 
Trabalho = lim 2 INE AS - [om ds 
n>o (1 Ç 


onde g é a constante gravitacional. 

b. Encontre o trabalho total realizado calculando a integral de 
linha no item (a). 

c. Mostre que o trabalho total realizado é igual ao trabalho 
necessário para mover o centro de massa da corda (x, y) di- 
retamente para baixo, para o eixo x. 

Uma folha fina está ao longo da porção do plano x +y +z = 1 no 

primeiro octante. A densidade da folha é ê(x, y, z) = xy. 


a. Divida a folha em um número finito de pedaços para mos- 
trar que o trabalho realizado pela gravidade para mover a 
folha diretamente para baixo, para o plano xy, é dado por 


n 
Trabalho = lim Y aras [| od 
n5% k=1 
5 


onde g é a constante gravitacional. 


b. Encontre o trabalho total realizado calculando a integral de 
superficie no item (a). 


13. 


14. 


15. 


16. 


e. Mostre que o trabalho total realizado é igual ao trabalho 
necessário para mover o centro de massa da folha (x, y, Z) 
diretamente para baixo, para o plano xy. 


Princípio de Arquimedes Se um objeto, tal como uma bola, for 
colocado em um líquido, ele vai afundar completamente, boiar ou 
afundar parcialmente, permanecendo suspenso no líquido. Supo- 
nha que um fluido tenha densidade constante w e que a superfície 
do fluido coincida com o plano z = 4. Uma bola esférica permane- 
ce suspensa no fluido e ocupa a região x? + y? + (2-2 < 1. 

a. Mostre que a integral de superfície fornecendo a magnitude 

da força total sobre a bola, devido à pressão do fluido, é 


Força = lim S w(4 — 2) Aok = Jf — 2) do. 
n— œ 1 
5 


k= 


b. Como a bola não está se movendo, ela está sendo mantida 
pela força do empuxo do líquido. Mostre que a magnitude 
da força de empuxo sobre a esfera é 


Força de empuxo = Jve- 4)k- ndo, 
5 


onde n é a normal unitária exterior em (x, y, z). Isso ilustra o 
princípio de Arquimedes de que a magnitude do empuxo so- 
bre um sólido submerso é igual ao peso do fluido deslocado. 

c. Utilize o teorema da divergência para encontrar a magnitu- 
de da força de empuxo no item (b). 


Força de fluido sobre uma superfície curva Um cone na 


forma da superfície Z = V x? + y”, 0 < Z < 2 é preenchido 
com um líquido de densidade w constante. Presumindo que o 
plano xy está no “nivel do solo”, mostre que a força total sobre 
a porção do cone entre z = 1 e z = 2 devido à pressão do liquido 
é a integral de superficie 


F= Jre- z) do. 
5 


Calcule a integral. 

Lei de Faraday Se E(t, x, y, z) e B(t, x, y, Z) representam os 
campos elétricos e magnéticos no ponto (x, y, Z) no instante £, 
um princípio básico da teoria eletromagnética diz que V x E = 
—0B/0t. Nessa expressão, V x E é calculado com t fixo e 0B/01 
é calculado com (x, y, z) fixo. Utilize o teorema de Stokes para 
deduzir a lei de Faraday, 


onde C representa um laço de fio através do qual flui corrente 
no sentido anti-horário com relação à normal unitária de super- 
fície n, fazendo aparecer a voltagem 


fee 


ao redor de C. A integral de superfície à direita da equação é 
denominada fluxo magnético, e S é qualquer superfície orien- 
tada com borda C. 
Seja 

—  GmM 

IP 


o campo de força gravitacional definido para r 0. Utilize a 
lei de Gauss na Seção 16.8 para mostrar que não existe campo 
vetorial continuamente derivável H que satisfaça F = V x H. 
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17. Se f(x, y, z) e g(x, y, z) são funções escalares continuamente elemento de área de superfície (pela Equação 5 na Seção 16.5). 
deriváveis definidas sobre a superfície orientada S com a curva Deduza a identidade 


C de borda, prove que do = (EG — FY! du dy 


for x Vg)-ndo = $ vg: dr. onde 
€ 


5 


18. Suponha que V -F, =V + F, e V x F| = V x F, sobre uma região 21 
D limitada pela superfície orientada S com normal unitária ex- 
terior n e que F} > n = F, + n em S. Prove que F, = F, em D. 


. Mostre que o volume V de uma região D no espaço delimitada 
pela superfície orientada S com normal exterior n satisfaz a 


identidade 
19. Prove ou dé um contra-exemplo que se V : F =0eVxF=0, 1 
então F = 0. v=} [f rnos, 
20. Seja S uma superfície orientada parametrizada por r(u, v). De- S 
fina a notação do = r du X r, dv de modo que do seja um 
vetor normal à superfície. Ainda, a magnitude do = | do | é o onde r é o vetor posição do ponto (x, y, z) em D. 
Capítulo Projetos de aplicação de tecnologia 


Módulos Mathematica/Maple 


Trabalho em campos de força conservativos e não conservativos 


Explore a integração sobre campos vetoriais e faça experiências com funções de força conservativas e não conservativas ao longo de dife- 
rentes caminhos no campo. 


Como é possível visualizar o teorema de Green? 


Explore a integração sobre campos vetoriais e utilize parametrizações para calcular integrais de linha. As duas formas do teorema de Green 
são exploradas. 


Visualizando e interpretando o teorema da divergência 
Verifique o teorema da divergência, formulando e calculando certas integrais de divergência e de superfície. 


APÉNDICES 


A 1 Números reais e a reta real 
e 


Esta seção revisa números reais, desigualdades, intervalos e valores absolutos. 


Números reais 


Muito do cálculo é baseado nas propriedades do sistema de números reais. Os 
números reais são aqueles que podem ser expressos como decimais, como 


3 = — 
= q = —0,75000... 
1_ 
3 = 0,3333... 
V2 = 14142... 


Os pontos ... em cada um dos casos indicam que a sequência de dígitos decimais se- 
gue ao infinito. Cada expansão decimal concebível representa um número real, ainda 
que alguns números tenham duas representações. Por exemplo, os decimais infinitos 
0,999... e 1,000... representam o mesmo número real 1. Uma afirmação semelhante é 
válida para qualquer número com uma sequência decimal infinita de noves. 

Os números reais podem ser representados geometricamente como pontos em 
uma reta numerada denominada reta real. 


li ll l ll | l li L1 1 > 


l 
Regras para desigualdades -2 al E 0 3 1 v2 2 37 id 
Se a, be c sáo números reais, entáo: 
la<b=>oa+c<b+e O símbolo R denota o sistema de números reais ou, de maneira equivalente, a 
2.a<b>a-c<b-c reta real. 
3.a<bec>0=>ac<bc As propriedades do sistema de números reais se enquadram em três categorias: 
4a<bec< = be < ac propriedades algébricas, propriedades de ordem e de completude. As propriedades 
Caso nam a<b=-b<-a algébricas dizem que os números reais podem ser somados, subtraídos, multipli- 
5a>0>3>0 cados e divididos (exceto por 0), resultando em outros números reais sob as regras 
6. Se a e b sáo ambos positivos usuais da aritmética. Vocé nunca pode dividir por 0. 
ou ambos negativos, entáo As propriedades de ordem de números reais sáo fornecidas no Apéndice 6. 
a<b= 1 < 1 As regras úteis à esquerda podem ser deduzidas a partir delas, onde o símbolo = 


b a 


significa “implica”. 

Observe as regras para multiplicação de ambos os lados de uma desigualdade por 
um número. Se multiplicarmos por um número positivo, a desigualdade permanecerá 
a mesma; se multiplicarmos por um número negativo, a desigualdade será invertida. 
Da mesma forma, recíprocos invertem a desigualdade para números que tenham o 
mesmo sinal. Por exemplo, 2 < 5, mas -2> Se 1/2 > 1/5. 

A propriedade de completude do sistema de números reais é mais profunda 
e difícil de definir precisamente. No entanto, a propriedade é essencial à ideia de 
um limite (Capítulo 2). Grosso modo, ela diz que existem números reais suficientes 
para “completar” a reta de números reais, de maneira que não fiquem “buracos” ou 
“lacunas” nessa reta. Muitos teoremas de cálculo não funcionariam se o sistema de 
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números reais não fosse completo. Esse tópico é deixado para um curso mais avan- 
çado, mas o Apêndice 6 dá alguma ideia do que está em jogo e como os números 
reais são construídos. 

Distinguimos três subconjuntos especiais dos números reais. 


1. Os números naturais, isto é: 1, 2, 3, 4,... 


2. Os inteiros, isto é 0, +1, +2, +3,... 


3. Os números racionais, isto é, os números que podem ser expressos na forma de 
uma fração m/n, onde m e n são inteiros e n # 0. São exemplos desses números: 
1 4_-4_ 4 200 _ 57 


0 2 = a + seg 


Os números racionais são justamente os números reais com expansões decimais que 
(a) são finitas (terminam em uma sequência infinita de zeros), por exemplo, 


3 =0,75000...=0,75 ou 


(b) que se repetem de tempos em tempos (terminando com um grupo de dígitos que 
se repete indefinitamente), por exemplo 


23 -A A barra indica o grupo 
71 ~ 2090909... = 209 — dedígitos quese repete. 


Uma expansão decimal finita é um tipo especial da expansão que se repete, uma vez 
que os zeros do final se repetem. 

O conjunto de números racionais possui as mesmas propriedades algébricas e 
de ordem dos números reais, mas não apresenta a propriedade da completude. Por 
exemplo, não existe número racional cujo quadrado seja 2; existe um “buraco” na 
reta racional onde V2 deveria estar. 

Números reais que não sejam racionais são chamados de números irracio- 
nais. Eles são caracterizados por terem expansões decimais que não são finitas e 
nem se repetem. São exemplos 77, V2, 5e log,, 3. Como toda expansão decimal 
representa um número real, obviamente existe uma quantidade infinita de números 
irracionais. Tanto os números racionais quanto os irracionais podem ser encontra- 
dos arbitrariamente próximos a algum ponto na reta real. 

A notação de conjunto é muito útil para especificar um subconjunto de núme- 
ros reais. Um conjunto é um agrupamento de objetos, e esse objetos são os elemen- 
tos do conjunto. Se S é um conjunto, a notação a e S significa que a é um elemento 
de S, e ag S significa que a não é um elemento de S. Se S e T são conjuntos, então 
SU Té a sua união e consiste em todos os elementos que pertencem a Sou a T (ou, 
ainda, a Sea T). A interseção SN T consiste de todos os elementos que pertencem 
tanto a S quanto a T. O conjunto vazio Ø é o conjunto que não contém nenhum 
elemento. Por exemplo, a interseção entre os números racionais e os irracionais é o 
conjunto vazio. 

Alguns conjuntos podem ser descritos listando seus elementos entre chaves. 
Por exemplo, o conjunto 4, consistindo de números naturais (ou inteiros positivos) 
menores que 6, pode ser expresso da seguinte forma: 


A=(1,2,3,4,5). 
O conjunto de todos os inteiros é escrito como 


(0,41, 42, £3, ...}. 


Uma outra forma de descrever um conjunto é colocar dentro dos colchetes uma 
regra que gera todos os seus elementos. Por exemplo, o conjunto 


A = (xx é um inteiro e 0 < x < 6} 


é o conjunto de inteiros positivos menores que 6. 
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Intervalos 


Um subconjunto da reta real é denominado um intervalo quando contém pelo 
menos dois números e todos os números reais que ficam entre qualquer par desses 
elementos. Por exemplo, o conjunto de todos os números reais x de modo que x > 6 
é um intervalo, assim como o conjunto de todos os x, de modo que -2 < x < 5. O 
conjunto de todos os números reais diferentes de zero não é um intervalo; como 0 
é ausente, o conjunto deixa de conter todo número real entre —1 e 1 (por exemplo). 

Geometricamente, os intervalos correspondem a semirretas e segmentos de reta 
na reta real, assim como à reta real em si. Os intervalos de números correspondentes 
a segmentos de reta são intervalos finitos: intervalos correspondentes a semirretas 
e a à reta real são intervalos infinitos. 

Dizemos que um intervalo finito é fechado quando contém seus dois extremos; 
semiaberto quando contém um extremo, mas não o outro; e aberto se não contém 
seus extremos. Os extremos também são chamados de pontos de fronteira; eles 
formam a fronteira do intervalo. Os pontos restantes do intervalo são os pontos in- 
teriores e, juntos, formam o interior do intervalo. Intervalos infinitos são fechados 
quando contêm um extremo finito; caso contrário, são abertos. A reta real inteira 
R é um intervalo infinito que é aberto e fechado ao mesmo tempo. A Tabela A.1 
resume os diversos tipos de intervalo. 


TABELA A.1 Tipos de intervalo 


Notacáo 


(a, b) 


Descrição do conjunto Tipo Desenho 

{xja < x< b} A berto — — A 
{xas xs b} Fechado — — —> 
{xla = x< b} Semiaberto AAA 
{xla < x< b} Semiaberto — o > 
{x|x > a} A berto — o 
{x|x = a} Fechado — m > 
{xix < b} A berto e—a ES 
{x|x < b} Fechado eg 
R (conjunto de todos Tanto aberto <. + 
os números reais) como fechado 


Resolvendo desigualdades 


O processo de encontrar o intervalo ou intervalos de números que satisfaçam 
uma desigualdade em x é chamado de resolver a desigualdade. 


EXEMPLO 1 Resolva as desigualdades a seguir e mostre seus conjuntos solução 
na reta real. 


6 -s5 


(a) x-1<x+3  (b-3<2x+1 (4> 
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(c) 


FIGURA A.1  Conjuntos-solugáo para as 
desigualdades no Exemplo 1. 


FIGURA A.2 Valores absolutos fornecem 
a distância entre pontos na reta real. 


Solução 


(a) 2x- 1<x+3 
2X< x+ 4 
x<4 


Some 1 em ambos os lados. 
Subtraia x de ambos os lados. 


O conjunto-solução é o intervalo aberto (—oo, 4) (Figura A.la). 


(b) E ANP 


-X< 6x+3 M ultiplique ambos os lados por 3. 
0< 7x + 3 Some xem ambos os lados. 

=3 < 7X Subtraia 3 de ambos os lados. 

-3 < X Divida por 7. 


O conjunto-solução é o intervalo aberto (-3/7, 00) (Figura A.1b). 

(c) A desigualdade 6/(x — 1) > 5 é válida somente se x > 1, porque caso contrário 
6/(x — 1) é indefinido ou negativo. Assim, (x — 1) é positivo e a desigualdade 
será preservada se multiplicarmos ambos os lados por (x — 1); temos, então 


6 
X= 3 
6= 5x- 5 Multiplique ambos os lados por (x- 1). 
11 = 5x Some 5 em ambos os lados. 
E 2X Oux= E 


O conjunto-solução é o intervalo semiaberto (1,11/5] (Figura A.lc). 


Valor absoluto 


O valor absoluto de um número x, denotado por |x|, é definido pela fórmula 


X, 
= (o 
X, 


0, 55] 


x= 0 
x< 0. 


EXEMPLO 2 |3| =3, |0] 


Geometricamente, o valor absoluto de x é a distância entre x e 0 na reta real. 
Como as distâncias são sempre positivas ou 0, vemos que |x| > 0 para todo número 
real x, e |x| = 0 se, e somente se, x = 0. Do mesmo modo, 


(55) = 5, Hall = lal 


|x — y| = a distância entre x e y 


na reta real (Figura A.2). 
Uma vez que o símbolo Va sempre denota a raiz quadrada não negativa de a, 
uma definição alternativa de |x| é 


x| = WR. 


É importante lembrar que Va = |a]. Não escreva Va? = a, a menos que vocé já 
saiba que a > 0. 

O valor absoluto tem as propriedades a seguir. (Nos exercícios, você terá de 
provar essas propriedades.) 


-4 


x 0 
A 


FIGURA A.3 |x|< a significa que x está 


entre -a ea: 


Valores absolutos e intervalos 


Se a é qualquer número positivo, então 


S.pj=a & 
6. b|<a 
7. |x|> a 
8. |x| <a 


> 
> 
> 
9.bjza => 


x= Ea 
—a<x<a 
x>aoux<-a 
="USxXxS A 


X2q0uxs-a 
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Propriedades dos valores absolutos 


1. Hal=[al Um número e seu oposto, ou inverso aditivo, tem o 
mesmo valor absoluto. 


2. |ab| = |al|b| O valor absoluto de um produto é o produto dos va- 
lores absolutos. 


a s , E 
= lal O valor absoluto de um quociente é o quociente dos 


a 
b [b] valores absolutos. 


4. a+b|< al + |b| A desigualdade do triângulo. O valor absoluto da 
soma de dois números é menor ou igual à soma de 
seus valores absolutos. 


Observe que |-a| + —/al. Por exemplo, |-3| = 3, enquanto -|3| = 3. Se a e b 
têm sinais diferentes, então |a + b| é menor que |a| + |b|. Em todos os outros casos, 
a + b| é igual a |a| + |b|. As barras de valor absoluto em expressões como |-3 + 5] 
funcionam como parênteses: fazemos os cálculos aritméticos dentro delas antes de 
tomar o valor absoluto. 


EXEMPLO 3 


|-3 + 5| =/2] = 2 <|-3| + |5]= 8 
3 + 5|=[|8|=|3/ + [5| 
|-3— 5|=|-8|= 8 = |-3| + |-5] 


A desigualdade |x| < a diz que a distância entre x e O é menor que o número posi- 
tivo a. Isso significa que x deve estar entre —a e a, como podemos ver na Figura A.3. 

As sentenças na tabela são todas consequências da definição de valor absoluto 
e, muitas vezes, são úteis quando estamos solucionando equações ou desigualdades 
envolvendo valores absolutos. 

Em geral, o símbolo = é utilizado por matemáticos para denotar a relação 
lógica “se, e somente se”. Ele também significa “implica e implicado por”. 


EXEMPLO 4 Resolva a equação |2x — 3] = 7. 


Solução De acordo com a Propriedade 5, 2x — 3 = +7, de modo que existem duas 
possibilidades: 


2x—- 3 =7 2x- 3 = -7 E quações equivalentes sem valores absolutos. 
2x= 10 2x= —4 Resolva como de costume. 
x=5 X= =2 


As soluções de | 2x — 3 | = 7 sãox=5ex=-2. 


EXEMPLO 5 Resolva a desigualdade |5 — = < l. 


Solução Temos 


m 


<1ls-1<5 Zai Propriedade 6 


e -6< E < —4 Subtraia 5. 
1 i 1 
S3>%>2 Multiplique por — >. 


+3 <x< > Tomeos recíprocos. 
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Observe como as diversas regras para desigualdades foram utilizadas aqui. A mul- 
tiplicação por um número negativo inverte a desigualdade. O mesmo acontece 
quando se tomam os recíprocos em uma desigualdade na qual ambos os lados são 
positivos. A desigualdade original aplica-se se, e somente se, (1/3) < x < (1/2). O 
conjunto-solução é o intervalo aberto (1/3, 1/2). 


Exercícios A.1 


1. Expresse 1/9 como uma dízima periódica, utilizando uma barra 
para indicar os dígitos que se repetem. Quais sáo as representa- 
ções decimais de 2/97 3/97 8/9? 9/9? 


2. Se 2<x< 6, quais das seguintes declarações sobre x são ne- 
cessariamente verdadeiras, e quais náo sáo necessariamente 


verdadeiras? 

a. 0<x<4 teles 

b. 0<x-2<4 f. r-4|<2 

61373 g 6 <-x<2 
1 1 

d.=< 3% = h. -6<x<2 
6 < <3 6<—=x 


Nos Exercícios 3-6, resolva as desigualdades e mostre os conjuntos- 
-solução na reta real. 


3. 2x>4 _1 1 
5: E 2 = Ro 6 
4. 5x-3<7-3x 6. 5 (X 2) < 3 (x 6) 
Resolva as equações nos Exercícios 7-9. 
7. bl=3 8. 21+5/=4 9. |8- 35|=3 


Resolva as desigualdades nos Exercícios 10-17, expressando os con- 
juntos-solugáo como intervalos ou uniões de intervalos. Além disso, 
mostre cada conjunto-solução na reta real. 


10. |x]<2 1l 4d 
14. 3=x => 

11. t-1/<3 15. Psj>4 

12. 3y-7/<4 16. |1 -x|>1 

1. l-a =1 17. SH >1 


Inducáo matemática 


A.2 


Resolva as desigualdades nos Exercícios 18-21. Expresse os conjun- 
tos-solução como intervalos ou uniões de intervalos e mostre-os na 


reta real. Utilize o resultado Wa? = |a| conforme apropriado. 
18. 12<2 20. (x-1)?<4 
19. 4<x?<9 21. x2-x<0 
22. Não caia na armadilha |-a] = a. Para quais números reais essa 
equação é realmente verdadeira? Para quais números reais ela 
é falsa? 
23. Resolva a equação |x — 1|=1 —x. 
24. Uma prova da desigualdade do triângulo Justifique cada 
um dos passos enumerados na prova da desigualdade do triân- 
gulo a seguir. 


|a + b|? = (a + b}? (1) 
= a? + 2ab + b? 
< a? + 2lal|b|+ b? (2) 
= Jal? + 2ļaļ]b| + |b|? (3) 
= (Jal + |b|)? 

la + b| = al + |b] (4) 


25. Prove que |ab| = la||b| para quaisquer números a e b. 

26. Se |x| < 3 e x>-1/2, o que se pode dizer a respeito de x? 
27. Represente graficamente a desigualdade |x| + |y| < 1. 

28. Para qualquer número a, prove que |-a| = la]. 


29. Seja a qualquer número positivo. Prove que |x| > a se, e somen- 
tese, x > a ou x < —a. 


30. a. Se b for qualquer número diferente de zero, prove que |1/b] 
= 1/|b]. 
aj la 


E 


b. Prove que para quaisquer números a e b 0. 


Muitas fórmulas, como 


+ 
1+2+% +... A 


podem ser demonstradas para todo n inteiro positivo ao se aplicar um axioma cha- 
mado princípio da indução matemática. Uma prova que utiliza esse axioma é deno- 
minada uma prova por indução matemática ou uma prova por indução. 

Os passos envolvidos na demonstração de uma fórmula por indução são os 


seguintes: 


1. Verifique que a fórmula é verdadeira para n = 1. 


2. Prove que, se a fórmula é verdadeira para qualquer inteiro positivo n = k, então 
ela também é verdadeira para o próximo inteiro, n = k+ 1. 
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O axioma da indução diz que uma vez que esses passos estiverem concluídos, a 
fórmula é válida para todos os inteiros positivos n. De acordo com o passo 1, ela 
é verdadeira para n = 1. De acordo com o passo 2, ela é verdadeira para n = 2 e, 
portanto, de acordo com o passo 2, também para n = 3 e, pelo passo 2 novamente, 
para n = 4, e assim por diante. Se a primeira peça de dominó cair e a k-ésima peça de 
dominó sempre tocar a (k + 1)-ésima quando cair, todas as peças de dominó cairão. 

De outro ponto de vista, suponha que tenhamos uma sequência de sentenças S}, 
Sas- S >+- UMA para cada inteiro positivo. Suponha que possamos mostrar que a 
afirmação de que qualquer uma das sentenças seja verdadeira implica que a senten- 
ça seguinte também seja. Suponha que possamos também mostrar que S, seja verda- 
deira. Por fim, podemos concluir que as sentenças de S| em diante são verdadeiras. 


EXEMPLO 1 Utilize a indução matemática para provar que, para cada inteiro po- 
sitivo n, 


n(n + 1) 


1424004 


Solução Obtemos a prova seguindo os dois passos acima. 
1. A fórmula é verdadeira para n = 1 porque 
XI + 1) 
1 > E 


2. Se a fórmula é verdadeira para n = k, ela também o é para n = k + 1? A resposta 
é sim, conforme mostraremos agora. Se 


Ldap STA 
então 
1+ 24 4 k+(k+ y ED + + 1) = dia eE 
REDE (k+ Dk+ D +D 
2 2 


A última expressão nessa sequência de igualdades é n(n + 1)/2 para n = (k + 1). 
O princípio da indução matemática nos garante agora que a fórmula original é 
válida para todos os inteiros positivos n. 


No Exemplo 4 da Seção 5.2, fornecemos outra prova de que a fórmula resulta 
na soma dos n primeiros inteiros. No entanto, a prova por indução matemática é 
mais geral. Ela pode ser utilizada para encontrar as somas dos quadrados e cubos 
dos n primeiros inteiros (Exercícios 9 e 10). 


EXEMPLO 2 Demonstre pela indução matemática que, para todos os n inteiros 
positivos, 


Solução Chegamos à demonstração executando os dois passos da indução mate- 
mática. 
1. A fórmula é verdadeira para n = 1 porque 


1 1 
a 
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2. Se 
1 1 
RC » 
então 
1 1 1 1 1 1 1-2 1 
e a der ad x za~] K.p | 2 
2 1 1 
=1 pk+1 + 7k+1 =1 7k+1" 


Assim, a fórmula original é verdadeira para n = (k + 1) sempre que for verda- 
deira para n = k. 

Com esses passos verificados, o principio da indução matemática garante agora 
que a fórmula é válida para todo inteiro positivo n. 


Outros inteiros iniciais 
Em vez de começar com n = 1, alguns argumentos de indução começam com 
um outro inteiro. Os passos para esses argumentos são os seguintes: 
1. Verifique se a fórmula é verdadeira para n = n, (o primeiro inteiro apropriado). 
2. Prove que, se a fórmula for verdadeira para qualquer inteiro n = k > n,, então ela 
também é válida para n = (k + 1). 


Uma vez que esses passos tenham sido concluídos, o principio da indução ma- 
temática garante a fórmula para todo n > n,. 


EXEMPLO 3 Mostre que n! > 3” se n for grande o suficiente. 


Solução Quanto é “grande o suficiente”? Experimentemos: 


np1 2 3 4 5 6 1 
nt/1 2 6 24 120 720 5040 
213 9 27 8 243 729 2187 


Parece que n! > 3” para n > 7. Para ter certeza, aplicaremos a indução matemática. 
Tomamos n, = 7 no Passo 1 e concluímos o Passo 2. 
Suponha que kl > 3* para algum k > 7. Então 


(+ D)!= (+ DK) > (k + 1)35 > 7 +38 > 311. 
Assim, para k > 7, 
k! > 35 implica que (k + 1)! > 31, 
O princípio da indução matemática agora garante que n! > 3” para todo n > 7. 
Prova da regra da soma para derivadas para somas finitas de funções 


Provamos a sentença 


du, dun 


d du 
ax (UL + Up + ++ + Un) = + K 
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por indução matemática. A sentença é verdadeira para n = 2, conforme provamos na 
Seção 3.3. Esse é o Passo 1 da prova de indução. 

O Passo 2 serve para mostrar que, se a sentença for verdadeira para qualquer 
inteiro positivo n = k, onde k > n} = 2, então ela também é verdadeira para n = k + 1. 
Dessa forma, suponhamos que 


d du du, du 
gtt Ud = e ta É ae (1) 
Então 
d 
Gr (Uh + la + o + Uk Uke) 
Chame de ua função Chame de 
definida por essa soma. v essa função. 
od due d 
= qx + U + + Uk) + dx Regra da Soma para ax (+ v) 
d d du du 
tt de Equação! 


Com esses passos verificados, o princípio da indução matemática agora garante 
a Regra da Soma para todo inteiro n > 2. 


Exercícios A.2 


. Assumindo que a desigualdade triangular |a + b| < |al + |b| seja 
válida para quaisquer dois números a e b, mostre que 


x, +x, span +, = bo, | + a] mese bo, 


para quaisquer n números. 


. Demonstre que, se r 1, então 


n+1 
A psd 
L=:F 


para todo inteiro positivo n. 


Eat d dv du 
. Utilize a Regra do Produto, ax (UU) = Ux rve? fato 


d £ 
de que a (X) = lpara mostrar que e (x") = nx”! para todo 
n inteiro positivo. 


- Suponha que uma função f(x) tenha a propriedade de que 
Fx, x,) = f(x) + fœ) para quaisquer dois números positivos 
x, e x,. Mostre que 


fœ Xa) fœ | fœ) Fes H,) 


para o produto de quaisquer n números positivos x}, X,,...;X 


nº 


. Mostre que 


para qualquer n inteiro positivo. 


VD DD A a 


11. 


12. 


. Mostre que n! >n 


. Soma de quadrados 


. Soma de cubos 


3 se n for grande o suficiente. 


. Mostre que 2” > nº se n for grande o suficiente. 


. Mostre que 2” > 1/8 paran > 3. 


Mostre que a soma dos quadrados dos 
n primeiros inteiros positivos é 


n(n + o + 1) 
HR 


Mostre que a soma dos cubos dos n primei- 
ros inteiros positivos é (n(n + 1)/2)2. 


Regras para somas finitas Mostre que as seguintes regras 
para somas finitas são válidas para todo inteiro positivo n. 
(Veja a Seção 5.2.) 


n n n 
a S(a+b)= Xa+ Sb 

ka k=1 k=1 

n n n 
b>(a-b=>a->ha 

“ k=1 k=1 
(qualquer número c) 


n 
d. 2 a = nc (se az tiver o valor constante c) 
=1 


Mostre que |x”| = |x|” para todo n inteiro positivo e todo número 
real x. 
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A.3 


Eixo y positivo 3L 


A 


2H 


Eixo x negativo 


] DNS 
-3 -2 -1 0 

EE 
Eixo y negativo „ | 


-3 F 


w 


Eixo x positivo 


FIGURA A.4 As coordenadas cartesianas 
no plano sáo baseadas em dois eixos 
perpendiculares que apresentam intersegáo 


na origem. 
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René Descartes 
(1596-1650) 


y 
A 
(1,3) 
34 e 
Segundo Primeiro 
quadrante 24 quadrante 
(as +) (+, +) 
o 19 e 
LSD a 2,1) 
(1,0) 
+ l E + b—> x 
2 -1 0 1 2 
(-2,-1) 
E Terceiro Le Quarto 
quadrante quadrante 
(==) de š (+, —) 
a, -2) 


FIGURA A.5 Pontos identificados no 
plano coordenado xy ou plano cartesiano. 
Todos os pontos nos eixos possuem pares 
de coordenadas, mas geralmente são 
identificados com um número real apenas, 
(assim (1, 0) no eixo x é identificado 
como 1). Observe os padrões de sinal das 
coordenadas em cada quadrante. 


Retas, circunferências e parábolas 


Esta seção aborda coordenadas, retas, distância, circunferências e parábolas no 
plano. A noção de incremento também é discutida. 


Coordenadas cartesianas no plano 


No Apêndice 1, identificamos os pontos na reta com números reais atribuindo co- 
ordenadas a eles. Pontos no plano podem ser identificados com pares ordenados de 
números reais. Para começar, traçamos duas retas coordenadas perpendiculares que 
apresentam interseção no ponto O de cada uma. Essas retas são denominadas eixos co- 
ordenados no plano. No eixo x, horizontal, os números são indicados por x e aumentam 
para a direita. No eixo y, vertical, os números são indicados por y e aumentam para cima 
(Figura A.4). Dessa forma, “para cima” e “para a direita” são direções positivas, enquan- 
to “para baixo” e “para a esquerda” são consideradas negativas. A origem O, também 
chamada de 0, do sistema de coordenadas, é o ponto no plano onde x e y são ambos zero. 

Se P for qualquer ponto no plano, ele pode ser localizado por exatamente um 
par ordenado de números reais da seguinte maneira. Trace retas por P perpendicu- 
lares aos dois eixos coordenados. Essas retas apresentam interseção com os eixos 
nos pontos com coordenadas a e b (Figura A.4). O par ordenado (a, b) é atribuído 
ao ponto P e é denominado par coordenado. O primeiro número a é a coordenada 
x (ou abscissa) de P; o segundo número, b, é a coordenada y (ou ordenada) de P. 
A coordenada x de qualquer ponto no eixo y é 0. A coordenada y de qualquer ponto 
no eixo x é 0. A origem é o ponto (0, 0). 

Começando com um par ordenado (a, b), podemos inverter o processo e chegar 
a um ponto correspondente P no plano. Em geral, identificamos P com o par orde- 
nado e escrevemos P(a, b). Algumas vezes ainda nos referimos ao “ponto (a, b)”, e 
estará claro a partir do contexto quando (a, b) se refere a um ponto no plano e não 
a um intervalo aberto na reta real. A Figura A.5 apresenta diversos pontos identifi- 
cados por suas coordenadas. 

Esse sistema de coordenadas é chamado de sistema de coordenadas retangu- 
lar ou sistema de coordenadas cartesiano (em homenagem ao matemático francês 
do século XVI, René Descartes). Os eixos coordenados do plano coordenado ou 
cartesiano dividem o plano em quatro regiões chamadas de quadrantes, enumera- 
das em sentido anti-horário, como mostra a Figura A.S. 

O gráfico de uma equação ou desigualdade nas variáveis x e y é o conjunto 
de todos os pontos P(x, y) no plano, cujas coordenadas satisfazem a equação ou 
desigualdade. Quando traçamos dados no plano coordenado ou representamos 
graficamente fórmulas cujas variáveis possuem diferentes unidades de medida, não 
precisamos utilizar a mesma escala nos dois eixos. Se traçarmos tempo contra em- 
puxo de um motor de foguete, por exemplo, não existe motivo para posicionar a 
marca que mostra 1 segundo no eixo do tempo à mesma distância da origem que 
a marca que mostra 1 lb no eixo do empuxo. 

Em geral, quando representamos graficamente funções cujas variáveis não re- 
presentam grandezas físicas e quando desenhamos figuras no plano coordenado 
para estudar sua geometria e trigonometria, tentamos fazer que as escalas nos eixos 
sejam idênticas. Uma unidade vertical de distância parecerá, então, igual a uma 
unidade horizontal. Como em um mapa ou um desenho de escala, os segmentos de 
reta que supostamente têm o mesmo comprimento vão de fato parecer iguais, e os 
ângulos que supostamente são congruentes vão parecer congruentes. 

As telas de computador e calculadoras são outro caso. As escalas vertical e 
horizontal dos gráficos gerados digitalmente são geralmente diferentes, e existem 
distorções correspondentes em distâncias, coeficientes angulares e ângulos. Cir- 
cunferências podem parecer elipses, retângulos podem parecer quadrados, ângulos 
retos podem parecer agudos ou obtusos, e assim por diante. Discutiremos essas telas 
e distorções com mais detalhes na Seção 1.4. 


Incrementos e retas 


Quando uma partícula se move de um ponto para outro em um plano, as varia- 
ções líquidas em suas coordenadas são chamadas de incrementos. Eles são calcu- 


C(5. 6) 
6H 
B(2,5 
5 (2, 5) 
E Ay =-3, 
3L Ax=0 
2+ 
Ay =8 
1H 
D(5, 1) 
1 L ii 
a ala 5 * 
-1- 
-—2 
-3H A(4, —3) 
(2-3) N 
Ax=-2 


FIGURA A.6 Os incrementos coordenados 
podem ser positivos, negativos ou zero 


(Exemplo 1). 


> 


BG. 35) 


Ax 
(variação | 
horizontal) 


Ay 
(variação 
vertical) | 


OQ y)! 


Seed O 


FIGURA A.7 Os triângulos P,OP, e 
P,'Q'P,' são semelhantes, de forma que a 
razão entre seus lados vertical e horizontal 
tem o mesmo valor para quaisquer dois 
pontos na reta. Esse valor comum é o 
coeficiente angular da reta. 
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lados subtraindo-se as coordenadas do ponto inicial daquelas do ponto final. Se x 
muda de x, para x,, o incremento em x é 


By == 


r 


EXEMPLO 1 Indo do ponto 4(4, —3) ao ponto B(2, 5), os incrementos das coor- 
denadas x e y são 


Ax=2-4=-2,  Ay=5-(3)=8. 


De C(5, 6) a D(5, 1) os incrementos coordenados são 
Ax=5-5=0, Ay=1-6=-S. 
Veja a Figura A.6. 


Dados dois pontos P,(x,, y,) e Py(x,, y,) no plano, chamamos os incrementos 
Ax =x, — x; e Ay = y, — y, de variação horizontal e variação vertical, respectiva- 
mente, entre P, e P,. Esses dois pontos sempre determinam uma única linha reta 
(geralmente chamada simplesmente de reta) que passa por ambos. Ela é denomina- 
da reta P,P}. 

Toda reta não vertical no plano tem a propriedade de que a razão 


variação vetica _ AY _ Y2— Y1 
variação horizontal Ax XX 


tem o mesmo valor para qualquer escolha de dois pontos P (x,, y,) e P œ, y,) na 
reta (Figura A.7). Isso porque, no caso de triângulos semelhantes, as razões dos 
lados correspondentes são iguais. 


DEFINIÇÃO A razão constante 


_ _Variacáo vertical _ AY _ Y2— Y1 
variação horizontal Ax X2—% 


é o coeficiente angular da reta não vertical P,P,. 


O coeficiente angular informa a direção (para cima ou para baixo) e inclinação 
de uma reta. Uma reta com coeficiente angular positivo dirige-se para cima e para 
a direita; uma reta com coeficiente angular negativo dirige-se para baixo e para a 
direita (Figura A.8). Quanto maior o valor absoluto do coeficiente angular, mais 
rápida a subida ou a descida da reta. O coeficiente angular de uma reta vertical é in- 
definido. Como a variação horizontal Ax é zero para uma reta vertical, não podemos 
formar a razão do coeficiente angular m. 

A direção e a inclinação de uma reta podem também ser medidas por meio de 
um ângulo. O ângulo de inclinação de uma reta que cruza o eixo x é o menor ângulo 
em sentido anti-horário entre o eixo x e a reta (Figura A.9). A inclinação de uma reta 
horizontal é 0º. A inclinação de uma reta vertical é 90º. Se q (a letra grega fi) é a 
inclinação de uma reta, então O < & < 180º. 

A relação entre o coeficiente angular m de uma reta não vertical e o ângulo de 
inclinação da reta ) é mostrada na Figura A.10: 


m=tg À. 


Retas têm equações relativamente simples. Todos os pontos na reta vertical 
que passa pelo ponto a no eixo x têm coordenadas x iguais a a. Assim, x = a é uma 
equação para a reta vertical. De forma semelhante, y = b é uma equação para a reta 
horizontal encontrando o eixo y em b. (Veja a Figura A.11.) 

Podemos escrever uma equação para uma reta não vertical L se soubermos 
seu coeficiente angular m e suas coordenadas de um ponto P (x,, y,). Se P(x, y) 
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FIGURA A.8 O coeficiente angular de 
Lé 
E Ay 6-(-2) 8 
Ax 3-0 3 


Ou seja, y aumenta 8 unidades toda vez que 
x aumenta 3 unidades. O coeficiente angu- 
lar de L, é 

Ay 2-5 3 


(= 4-0" 4º 


Ou seja, y diminui 3 unidades toda vez que 
x aumenta 4 unidades. 


Ao longo dessa reta, 


6f x=2 
5 bis, 
4 + Ao longo dessa reta, 

NED 

(2,3) 
2» 
1 E, 
x 

0 1 3 4 


FIGURA A.11 As equações padrão para as 
retas vertical e horizontal passando por 
(2, 3) sãox=2 ey=3. 


for qualquer outro ponto em L, então podemos utilizar os dois pontos P, e P para 
calcular o coeficiente angular, 


y= yı 
M=X=X1 
de forma que 
y-y = MAX), ou y=Y +m(x=x,). 


A equação 


y=y tm) 


é a equação fundamental da reta que passa pelo ponto (x,, y,) e tem coefi- 
ciente angular m. 


y 
A 


este 


xX 
/ 


NA >X 

“ não este 
FIGURA A.9 Ángulos de inclinação são FIGURA A.10 O coeficiente angular de 
medidos em sentido anti-horário a partir uma reta náo vertical é a tangente do seu 


do eixo x. ángulo de inclinacáo. 


EXEMPLO 2 Escreva uma equação para a reta passando pelo ponto (2, 3) com 
coeficiente angular —3/2. 


Solução Substituímos x, = 2, y, = 3 em = -3/2 na equação fundamental da reta e 
obtemos 


y= - 3%- 2, ou y=-3x+6. 


Quando x = 0, y = 6, de modo que a reta apresenta interseção com o eixo y em y = 6. 
EXEMPLO 3 Escreva uma equação para a reta passando por (-2, —1) e (3, 4). 
Solução O coeficiente angular da reta é 


a! Di: a 
=2= 3 =b 


m 1. 


Podemos utilizar esse coeficiente angular com qualquer um dos pontos dados na 
equacáo fundamental da reta: 


Com (x, Yi) = (—2, —1) Com (x, Yi) = G, 4) 

y = -1+ 1-(x- (-2)) y = 4 + 1-(x- 3) 

y = -1+x+2 y=4+x-3 

PE a 7 
resultado 


De qualquer modo, y = x + 1 é uma equação para a reta (Figura A.12). 


1H 


ei) 


FIGURA A.12 Reta no Exemplo 3. 


FIGURA A.13 A reta L tem a como 
intercepto o eixo de x, e b como intercepto 
do eixo y. 


> 
L, Lı 
C 
m | Coeficiente 
Coeficiente | + angular m, 
angular i 
mı ¡A $2 
m KAn; 
0 D a B 


FIGURA A.14 AADC é semelhante a 
ACDB. Consequentemente, q, é também 
o ângulo superior em ACDB. A partir dos 
catetos de ACDB, lemos tg &, = a/h. 
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A coordenada y do ponto onde uma reta não vertical apresenta interseção com 
o eixo y é chamada de intercepto do eixo y da reta. De maneira semelhante, o in- 
tercepto do eixo x de uma reta não horizontal é a coordenada x do ponto onde ela 
cruza o eixo x (Figura A.13). Uma reta com coeficiente angular m e cujo intercepto 
do eixo y é b passa pelo ponto (0, b), de modo que a equação 


y =b+m(x-—0), ou, simplificando, y=mx+b. 


A equação 

y=mx+b 
é chamada de equacáo reduzida da reta com coeficiente angular my e cujo 
intercepto do eixo y é b. 


As retas com equações da forma y = mx possuem intercepto do eixo y igual a O e 
passam pela origem. As equações de retas são chamadas de equações lineares. 
A equação 


Ax+By=C (Ae B não simultaneamente 0) 


é chamada de equação geral da reta em x e y, porque seu gráfico sempre representa 
uma reta e toda reta tem uma equação nessa forma (incluindo retas com coeficiente 
angular indefinido). 


Retas paralelas e perpendiculares 


Retas paralelas têm ângulos de inclinação iguais, de modo que têm o mes- 
mo coeficiente angular (se elas não forem verticais). Reciprocamente, retas com 
coeficientes angulares iguais têm ângulos de inclinação iguais e, portanto, são 
paralelas. 

Se duas retas não verticais L, e L, são perpendiculares, seus coeficientes an- 
gulares m, e m, satisfazem mm, = —1, de modo que cada coeficiente angular é o 
recíproco negativo do outro: 


Para perceber isso, observe inspecionando triángulos semelhantes na Figura A.14 
que m, = a/h, e m, =—h/a. Consequentemente, m,m, = (a/h)( —h/a) =-1. 


Distáncia e circunferéncias no plano 


A distáncia entre pontos no plano é calculada com uma fórmula que vem do 
teorema de Pitágoras (Figura A.15). 


y 


A distáncia é 


FIGURA A.15 Para calcular a distância entre 
P(x, y1) e O(x,, y), aplicamos o Teorema de 
Pitágoras ao triángulo PCO. 
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= 


P(x, y) 


G-n2+(y- 2 =a? 


>x 


0 


FIGURA A.16 Circunferência de raio a no 
plano xy, com centro em (A, k). 


Fórmula de distância para pontos no plano 
A distância entre P(x,, y,) e O(x,, y,) É 


d = VAX? + (Ay? = Vœ — X)? + (Y — ya)? 


EXEMPLO 4 


(a) A distância entre P(-1,2) e O(3, 4) é 


VB- =D} + (4-22=V(42+ (2? = V20 = V4-5= 2V5. 


(b) A distância entre a origem e P(x, y) é 


V(x= 0)? + (y - 0? = Vx + y?. 


Por definição, uma circunferência de raio a é o conjunto de todos os pontos 
P(x, y) cuja distância entre algum centro C(A, k) é igual a a (Figura A.16). A partir 
da fórmula da distância, P está na circunferência se, e somente se, 


V(x- h? + (y- K? =a, 


portanto 


(«hy + Y-k} =g. (1) 


A Equação 1 é a equação padrão de uma circunferência com centro (A, k) e raio 
a. A circunferência de raio a = 1 e centrada na origem é a circunferência unitária, 
com equação 


2+y=1. 


EXEMPLO 5 
(a) A equação padrão para a circunferência de raio 2 centrada em (3, 4) é 
(1-39 + (y-4=2?=4. 
(b) A circunferéncia 
(x- 1 + (y +5) =3 
temh=1,k=-5,ea= v3. 


Se uma equação para uma circunferência não estiver na forma padrão, podemos 
encontrar o centro e o raio da circunferência primeiramente convertendo a equação 
para a forma padrão. A técnica algébrica para fazer isso é chamada de completar o 
quadrado. 


EXEMPLO 6 Encontre o centro e o raio da circunferência 


xX +y? + 4x- 6y-3=0. 
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Solução Convertemos a equação para a forma padrão completando os quadrados 


emxey: 
x2 + y? + 4x— 6y -3=0 Comece com a equação dada. 
Agrupe os termos. Passe a 
Le + 4x) + (y? _ 6y) =3 constante para o lado direito. 
4 2 6 2 Adicione o quadrado da metade 
y (e + 4x + (3) ) + (y — 6y + (£) ) = do coeficiente de x a cada 
Exterior: (x — 1)? + (y — K)? >a? 2 2 lado da equação. Faça o mesmo 
4 2 Sl 2 em relação a y. As expressões 
Sobre: (x — h}? + (y — K? = a? 3 + (3) + ($) entre parénteses do lado 
2 2 esquerdo agora são quadrados 
2 2 perfeitos. 
(x + 4x + 4) + (y4 - 6y+ 9)=3+4+9 
Escreva cada termo quadrático 
0 (x + 2)? + (y- 3) = 16 como uma expressáo linear ao 
quadrado. 
O centro é (2, 3) e o raio éa = 4. 
Interior: (x — A)? + (y — k)? < a? Os pontos (x, y) que satisfazem a desigualdade 
(ef + y-k? <a 
l >X 
0 h mam a região interior da circunferência com centro (A, k) e raio a (Figura A.17). 
O exterior da circunferéncia consiste nos pontos (x, y) satisfazendo 
FIGURA A.17 Interior e o exterior da (A? + (y-h?> a. 


circunferência (x — hy? + y — k}? = a?. 


Parábolas 


A definição e as propriedades geométricas das parábolas gerais são abordadas 
(2.4) na Seção 11.6. Aqui, vamos nos concentrar nas parábolas que surgem como gráfi- 
cos de equações da forma y = ax? + bx + c. 


EXEMPLO 7 Considere a equação y = x?. Alguns pontos cujas coordenadas satis- 
fazem essa equação são (0, 0), (1, 1), G 2) (—1, 1), (2, 4). Esses pontos (e to- 


dos os outros satisfazendo a equação) formam uma curva lisa denominada parábola 
>x (Figura A.18). 


O gráfico de uma equação da forma 
FIGURA A.18 Parábola y =x? (Exemplo 7). = 
y=ax 
é uma parábola cujo eixo (eixo de simetria) é o eixo y. O vértice da parábola (ponto 
onde a parábola e o eixo se cruzam) está na origem. A parábola abre-se para cima 
se a > 0 e para baixo se a < 0. Quanto maior o valor de |a|, mais estreita a parábola 
(Figura A.19). 
Geralmente, o gráfico de y = ax? + bx + c é uma versão transladada e reescalo- 
nada da parábola y = x?. Discutiremos com mais detalhes a translação e o reescalo- 
namento de gráficos na Seção 1.2. 


Gráfico de y= a? + kx+c, as 0 


O gráfico da equação y = ax? + bx + c, a # 0, é uma parábola. A parábola abre- 
-se para cima se a > 0 e para baixo se a < 0. O eixo é a reta 


Xx=— > (2) 
O vértice da parábola é o ponto onde o eixo e a parábola apresentam interse- 
ção. Sua coordenada x é x = —b/2a; sua coordenada y é encontrada mediante a 
substituição de x = —b/2a na equação da parábola. 
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3 
E 
t=] 
o 
E 
Pia 
a 


EXEMPLO 8 Represente graficamente a equação y = — 


Observe que se a = 0, então temos y = bx + c, que é uma equação para uma reta. 
O eixo, dado pela Equação 2, pode ser encontrado completando o quadrado. 


Lz 
3X x+4. 


Solução Comparando a equação com y = ax? + bx + c, vemos que 


1 
2' 


a= b=-1 c=4. 


Uma vez que a < 0, a parábola abre-se para baixo. Da Equação 2 o eixo é a reta 


E vertical 
3 x2 a 
Vértice na 2 E IE x b (-1) Sel 
origem O. 2a 2(-1/2) 
L y=? 
Quando x = —1, temos 
1 2 9 
FIGURA A.19 Além de determinar a y 2 (=1) (-D + 4= 2" 


diregáo em que a parábola y = ax? se 


abre, o número a é um fator de escala. A 
parábola se alarga conforme a se aproxima 
de zero e se estreita conforme |a| aumenta. 


O vértice é (—1, 9/2). 


O vértice é fa. 5) y 


Ponto simétrico 


ao intercepto Intercepto em y = 4 


7 


(0, 4) 


a is 
y= 24 x+4 


Interceptos em 
x=-4ex=2 


FIGURA A.20 Parábola no Exemplo 8. 


Exercícios A.3 


Os interceptos do eixo x estáo onde y = 0: 


E _ 
2X x+ 4=0 


2+2x-8=0 
(x-— 2(x+ 49) = 0 
x=2, x=—4 


Na Figura A.20, traçamos alguns pontos, esboçamos o eixo e utilizamos a direção 
de abertura para completar o gráfico. 


Distância, coeficientes angulares e retas 


Nos Exercícios 1 e 2, uma partícula se desloca de 4 até B no plano 
coordenado. Encontre os incrementos Ax e Ay nas coordenadas da 
partícula. Determine também a distância entre 4 e B. 


1. 4(3,2). Bl, 2: 
2 AC32:-2); BERE 
Descreva os gráficos das equações nos Exercícios 3 e 4. 
3. 12+y?=1. 
4. 2 +) <3. 


Trace os pontos nos Exercícios 5 e 6 e encontre o coeficiente angular 
(se houver algum) da reta que eles determinam. Além disso, encontre 
o coeficiente angular comum (se houver algum) das retas perpendi- 
culares à reta 4B. 

5. 41,2),  B(2,-1). 

6. A(2, 3), B=, 3). 
Nos Exercícios 7 e 8, encontre uma equação para (a) a reta vertical e 
(b) a reta horizontal passando pelo ponto determinado. 

7. (El, 4/3). 


8. (0, -V2) 


Nos Exercícios 9-15, escreva uma equação para cada reta descrita. 
9. Passa por (—1, 1) com coeficiente angular —1. 
10. Passa por (3, 4) e (-2,5). 
11. Tem coeficiente angular —5/4 e intercepto y = 6. 
12. Passa por (-12, —9) e tem coeficiente angular 0. 
13. Tem intercepto y = 4 e intercepto de x = —1. 
14. Passa por (5, —1) e é paralela à reta 2x + 5y = 15. 
15. Passa por (4, 10) e é perpendicular à reta 6x — 3y = 5. 


Nos Exercícios 16 e 17, encontre os interceptos dos eixos x e y da 
reta e utilize essas informações para representar a reta graficamente. 


16. 3x +4y=12 

17. Vx- V3y= V6 

18. Existe algo em especial sobre a relação entre as retas 4x + By 
=C,eBx-4y=C, (40, B + 0)? Justifique sua resposta. 

19. Uma partícula começa em A(-2, 3) e suas coordenadas variam 
pelos incrementos Ax = 5, Ay =- 6. Encontre sua nova posição. 


20. As coordenadas de uma partícula variam por Ax = 5, Ay = 6 
à medida que ela se move de A(x, y) para B(3, —3). Encontre 
xe). 


Circunferências 


Nos Exercícios 21-23, encontre uma equação para a circunferência 
com o centro C(h, k) e raio a dados. Em seguida, esboce a circunfe- 
rência no plano xy. Inclua o centro da circunferência em seu esboço. 
Além disso, identifique os interceptos dos eixos x e y da circunfe- 
rência, se houver algum, com seus pares coordenados. 


21. C(0,2), a=2. 
22. C(-1,5), a= V10 
23. C(-V3,-2), a=2 


Represente graficamente as circunferências cujas equações são for- 
necidas nos Exercícios 24-26. Identifique o centro e interceptos (se 
houver) de cada circunferência com seus pares coordenados. 


24. x? +y? +4x-4y+4=0 
25. 2 +y -3y-4=0 
26. xX +y -4x+4y=0 


Parábolas 
Represente graficamente as parábolas nos Exercícios 27-30. Identi- 
fique o vértice, o eixo e os interceptos em cada caso. 

27. y=2-2x-3 29. y=-x2-6x-5 


1 
28. y=2+4x 30. y=5X+x+4 


Desigualdades 

Descreva as regiões definidas pelas desigualdades e pares de desi- 
gualdades nos Exercícios 31-34. 

31. 2+y?>7 

32. (x-12+y2<4 

33. xX +y > 1, x? +y?<4 

34. x2 +y? +6y<0,y>-3 


35. Escreva uma desigualdade que descreva os pontos que estão 
dentro da circunferência com centro (-2, 1) e raio v6. 


36. Escreva um par de desigualdades que descreva os pontos que 
estão dentro ou sobre a circunferência com centro (0, 0) e raio 
V2, e sobre ou à direita da reta vertical passando por (1, 0). 
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Teoria e exemplos 
Nos Exercícios 37-40, represente graficamente as duas equações e 
encontre os pontos nos quais os gráficos apresentam interseção. 
37. y=2x, x +y = 
38. y-x=1,y=x 
39. y=*,y=2x2-1 
40. 2+=1, @œ-1}+y=1 
41. Isolamento Medindo os coeficientes angulares na figura, 
calcule a variação de temperatura, em graus por polegada, 


para (a) o revestimento de gesso; (b) o isolamento de fibra de 
vidro; (e) o revestimento de madeira. 


80° Y y 
Revestimento 
70º H Revestimento de gesso de madeira 
o9 Fibra de vidro Armação de 
entre os batentes madeira 
E 50º Ar 
L dentro 
EE da sala 
5 40° farza Ar do lado de 
E fora-a 0°F 
É 30º 
20º 
10º 
0º 


0 il 2 3 4 3 6 7 
Espessura da parede (polegadas) 


A variação de temperatura na parede nos Exercícios 41 e 42. 


42. Insulação De acordo com a figura no Exercício 41, quais 
dos materiais é o melhor insulante? E o pior? Explique. 


43. Pressão debaixo d'água A pressão p experimentada por um 
mergulhador debaixo d'água está relacionada com sua profun- 
didade d por uma equação da forma p = kd + 1 (k é uma cons- 
tante). Na superfície, a pressão é de 1 atmosfera. A pressão a 
100 metros é de cerca de 10,94 atmosferas. Encontre a pressão 
a 50 metros. 


44. Luz refletida Um raio de luz passa ao longo da reta x + y = 1 
a partir do segundo quadrante, sendo refletido no eixo x (veja 
a figura a seguir). O ângulo de incidência é igual ao ângulo de 
reflexão. Escreva uma equação para a reta ao longo da qual a 
luz refletida se propaga. 


x+y= 


$ 


I 
Ângulo de Ângulo de 
incidência ¡ reflexão 


O caminho do raio de luz no Exercício 44. Os ângulos de incidência 
e de reflexão são medidos a partir da perpendicular. 
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45. 


Fahrenheit versus Celsius 
da equação 


No plano FC, esboce o gráfico 


é a distância aproximada que separa a primeira e a última fi- 
leira do vagão? 


5 47. Calculando os comprimentos de seus lados, mostre que o triân- 
Ç= 9 (F — 32) gulo com vértices nos pontos A(1, 2), B(5, 5) e C(4, —2) é isós- 
celes, e não equilátero. 
que relaciona as temperaturas em Fahrenheit e em Celsius. No 48. Mostre que o triângulo com vértices 4(0, 0), B ( 1 v3) e C(2, 0) 
mesmo gráfico, esboce a reta C = F. Existe uma temperatura é equilátero 
na qual um termómetro em Celsius apresenta a mesma leitura f EP 
numérica que um termômetro em Fahrenheit? Se existe, qual é? 49. Mostre que os pontos 4(2, 1), B(1, 3) E a, 2) sáo vértices 
. de um quadrado, e encontre os quatro vértices. 
46. Ferrovia Mount Washington Cog Railway Os engenheiros A j ue 
co no ( 50. Três paralelogramos diferentes possuem vértices em (-1, 1), 
civis calculam o coeficiente angular do leito das estradas como (2; 0j e 03) Esboce-os esenconteeas coordenadas dos quatro 
a razão da distância que ela sobe ou desce verticalmente e a PE apa q 
as . vértices de cada um. 
distância que ela corre horizontalmente. Eles chamam essa ra- , . , 
zão de grau do leito da estrada, em geral expresso como por- 51. o e Eos ESSE na à reta 4x 
centagem. Ao longo da costa, os graus das estradas de ferro co- PAE RATO MA Or GEMAS eis Oni paraleiasi 
merciais são geralmente menores que 2%. Nas montanhas, eles 52. Ponto médio de um segmento de reta Mostre que o ponto 


A.4 


podem chegar a 4%. Os graus de rodovias sáo menores que 5%. 
A parte mais íngreme da ferrovia Mount Washington Cog Rail- 
way em New Hampshire apresenta um grau excepcional de 
37,1%. Ao longo dessa parte do percurso, os assentos da frente 
do vagáo estáo 14 pés acima daqueles que estáo no fundo. Qual 


com coordenadas 


Xx + Y1+ Y 
2." 2 


é o ponto médio do segmento de reta que une P(x,, y,) a O(x,, y»). 


Provas dos teoremas dos limites 


Este apéndice prova as partes 2-5 do Teorema 1 e o Teorema 4 da Seção 2.2. 


TEOREMA 1 — Leis dos limites 


Se L, M, ce k sáo números reais e 


limf0o =L e 


lim g(x) =M, então 
x=>C *x=>C 


1 Regra da soma: lim ($09 + 909) =L +M 
lim (É) — 900) = L — M 


lim (k-f09) = k-L 


2. Regra da diferença: 


3. Regra da multiplicação 
por constante: 


4. Regra do produto: lim ($09 :90)) =L-M 


SO) L 
img = WM: 


lim [f (x)]" = L”, n é um inteiro positivo 
x=C 


5. Regra do quociente: M0 


6. Regra da potenciacáo: 


7. Regra da raiz: lim VF (x) = VL = LY, n é um inteiro positivo 


x=>C 


(Sen for par, presumimos que lim f(x) = L > 0.) 
*x=>C 


Provamos a regra da soma na Seção 2.3, e as regras da potenciação e da raiz são 
provadas em textos mais avançados. Obtemos a regra da diferenciação substituindo 
g(x) por —g(x) e M por —M na regra da soma. A regra da multiplicação por constante 
é o caso especial g(x) = k da regra do produto. Assim, sobram apenas as regras do 
produto e do quociente. 


Prova da regra do produto de limites Demonstraremos que para qualquer e > 0 
existe um ô > 0, de modo que para todo x na interseção D dos domínios de f e g, 


O<|x-cl<s => |fO)gby) — LM|< e. 
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Suponha então que e seja um número positivo e escreva f(x) e g(x) como 


HO=L+((09=L), go)=M+ (86) -M). 


Multiplique essas expressões e subtraia LM: 


$09) 909) — LM = (L + ($09 — LXM + (909 — M)) — LM 
= LM + L(g — M) + M(f09 — L) 
+ $09 — L(g — M) — LM 
= L(g% — M) + MFE — L) + ($09 — LIGO) — M). (1) 


Uma vez que f e g têm limites L e M conforme x — c, existem números positivos 
9, 0,, ô, € ô, de modo que para qualquer x em D 


o<|x-cd<ã > If00-=L|< Ve/3 
Oo<|x-cd<ôã > |g% - M|< Ve/3 
o<|x-cd<ôs > |f- L|< e/(3(1 + |M|)) 
O<|x-c<3% > |XX- M|< e/(3(1 + |L), 


(2) 


Se tomarmos ô como sendo o menor dos números de ô, a ô,, as desigualdades do 
lado direito de (2) valerão simultaneamente para 0 < |x — c| < ô. Portanto, para todo 
x em D, 0 < |x — c| < ô implica 


Desigualdade tri angular 
If: g(x) — LM] aplicada à Equação 1 


= [L|[909 — M| + |M||f — L| + [$09 — LI|g — M| 
= (1+ [LDI — M| + (1 + |MPDIÍO) — L| + |f© — Lllgb9 — M| 


< 3 + 3 + RENÉ =€. Valores de (2) 


Isso conclui a prova da regra do produto de limites. 


Prova da regra do quociente de limites Demonstraremos que lim, , (1/g(x)) = 
1/M. Podemos então concluir que 


TO) É ii ios al ¿LL 
tm oo MEO iz) = moon 


a partir da regra do produto de limites. 
Seja e > 0. Para mostrar que lim, , (1/g(x)) = 1/M, precisamos mostrar que 


existe um ô > 0, de forma que, para todo x, 


1 
0O<|x=c|<58 ale 
| | g% M 
Uma vez que |M] > 0, existe um número positivo 9, de modo que, para todo x, 
O<ix-d<ã > |g9 -M|<5. 
Para quaisquer números 4 e B, pode ser demonstrado que |4| — |B| < |A — B| e |B| 
— |4] < |4 — B], a partir do que se segue que | Æ| — |B| | < |4 — B|. Com 4 = g(x) e 
B=M, temos 


| œ|- M] | < gx) — M, 
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que pode ser combinada com a desigualdade à direita na Implicação (3) para obter- 
mos, em ordem, 


Jn 

[909] — [M] |< 5 
mp El 
== [909] — [M| < 2 
IM 31M| 
> <I] < -> 
IM] < 21909] < 3|M 
1 2 3 

<< . 
l9] IM] [909| (4) 


Portanto, O < |x — c| < ô implica que 
| 1 z eS 
g% M Mg% 
1 2 


< M] mi M = a(x)|. Desigual dade 4 (5) 


<= 1 . 1 . 
= mM] [909] M 900! 


Uma vez que (1/2) IMP e > 0, existe um número ô, > 0 de tal forma que para todo x 
O<|x-cl<ô => IM — 909] < S|MP. (6) 
Se tomarmos ô como sendo o menor de ô, e ô,, tanto a conclusão da Equação 5 


como a da 6 são verdadeiras para qualquer x, de modo que 0 < |x — c| < 6. Combi- 
nando essas conclusões, temos 


1 
O<|x- cl<ô one 


Isso conclui a prova da regra do quociente de limites. 


TEOREMA 4 — Teorema do confronto Suponha que g(x) < f(x) < hœ) 
para todo x em algum intervalo aberto 7 contendo c, exceto possivelmente 
em x = c. Suponha também que lim g(x) = lim, A(x) = L. Então, lim 


fœ =L. 


Prova dos limites à direita Suponha quelim |. g(x) = lim |. h(x)=L. Então, para 


qualquer e > 0 existe um ô > 0 de modo que para todo x o intervalo c < x < c + ô está 
contido em 7 e a desigualdade implica 


L-e<gx)<L+e e L-e<hx)<L+e. 
Essas desigualdades, combinadas com a desigualdade g(x) < f(x) < A(x), fornecem 


L=-e<0x =Íf009 = ho) < L + e, 
L=e<f(9<L+e, 
=e<f(9-L<e. 


Sendo assim, para todo x, a desigualdade c < x < c + ô implica |f(x) — L| < e. 
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Prova para limites à esquerda Suponha que lim, ,. g(x) = lim, A(x) = L. En- 
tão, para qualquer e > 0 existe um ô > 0, de modo que para todo x o intervalo c — ô 
<x<c está contido em / e a desigualdade implica 


L-e<g(x)<L+e e 


L-e<hx)<L+ e. 


Como antes, concluímos que, para todo x, c — A < x < c implica |f(x) -L|< e. 


Prova para limites bilaterais Se lim, ,. g(x) = lim, ,.h(x) = L, então tanto g(x) 
quanto A(x) tendem a L conforme x — c* e como x — c; portanto, lim... f(x) =L 


elim .. f(x) = L. Consequentemente, lim 


AC” 


Exercícios A.4 


- Suponha que as funções f(x), f(x) e f;(x) tenham limites 
Lo L, e Ly, respectivamente, conforme x — c. Mostre que 
sua soma tem limite L, + L, + L,. Utilize indução matemática 
(Apêndice 2) para generalizar esse resultado para a soma de 
qualquer número finito de funções. 


. Utilize indução matemática e a regra do produto de limites no 
Teorema 1 para mostrar que, se as funções f x), 1,00), -f œ) 


f(x) existe e é igual a L. 


X—C 


Jag" ta xl++ax+a, 


. Limites de funções racionais Utilize o Teorema 1 e o resul- 


tado do Exercício 4 para mostrar que se f(x) e g(x) são funções 
polinomiais e g(c) + 0, então 


1009 fO 


cg) do: 


têm limites L,, L,, ..., L, conforme x — c, então 


lim AO O ec 0O=L LL. 


. Utilize o fato de que lim, ,.x = c e o resultado do Exercício 
2 para mostrar que lim. 
E 


. Limites de polinómios 


c 


quer função polinomial 


A.5 


x” = c" para qualquer inteiro n > 1. 


Utilize o fato de que lim, ,(k) = 
k para qualquer número k juntamente com os resultados dos 
Exercícios 1 e 3, para mostrar que lim, _,, f(x) = f(c) para qual- 


6. Compostas de funções contínuas A Figura A.21 fornece o 

diagrama para uma prova de que a composta de duas funções 
contínuas é contínua. Reconstrua a prova a partir do diagrama. 
A afirmação a ser demonstrada é: Se f é contínua em x = c e g 
é contínua em f(c), então g o f é contínua em c. 
Suponha que c seja um ponto interior do domínio de f e que 
f(c) seja um ponto interior do domínio de g. Isso fará que os 
limites envolvidos sejam bilaterais. (Os argumentos para os ca- 
sos que envolvem limites unilaterais são semelhantes.) 


gof 
f g 
5 3 LTN do O SJ e e 
<e e <e 
c $ Hc) ) so) 


FIGURA A.21 Diagrama para uma prova de que a composta de duas funções contínuas 


é contínua. 


Limites que ocorrem frequentemente 


Neste apêndice, são verificados os limites (4)-(6) do Teorema 5 da Seção 10.1 
Limite 4: Se|x|< 1, lim x” = O Precisamos mostrar que a cada e > 0 cor- 
n—00 


responde um inteiro N tão grande que |x”| < e para todo n maior que N. Uma vez 
que e!” — 1, enquanto |x| < 1, existe um inteiro N para o qual e!'N > |x|. Em outras 
palavras, 


p= pl < e. (1) 
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Este é o inteiro que buscamos porque, se |x| < 1, então 
Le”| < lx M para todo n > N. (2) 
A combinação de (1) e (2) produz |x”| < e para todo n > N, concluindo a prova. 


n 
Limite 5: Para qualquer número x, lim (a + x) = e* Seja 
n—00 


n 
a = (21+3)" 


n 
Ina, = inf + x) = nin(1 + x) S X, 


como podemos ver com a seguinte aplicação da regra de L Hôpital, na qual diferen- 
ciamos com relação a n: 


Então, 


In(1 + xn) 
l xX l 
im, nt F 5) = im Un 
, 1+ x/n nÈ i X 
= no 1/0? E um xn > 
Aplique o Teorema 3, Seção 10.1, com f(x) = e* para concluir que 
n 
(1 ii 5) == Mrs e 
x” 
Limite 6: Para qualquer número x, lim m 0 Uma vez que 
n=œ h.: 


EEES 
n "nn! 


tudo o que precisamos mostrar é que |x/”/n! — 0. Então, podemos aplicar o teorema 
do confronto para sequências (Seção 10.1, Teorema 2) para concluir que x”/n! — 0. 

O primeiro passo para mostrar que |x|"/n! — 0 é escolher um inteiro M > |x|, 
de modo que (|x|/M) < 1. Pelo limite 4, que acabamos de demonstrar, assim temos 
(|Ix1/M)" — 0. Voltamos nossa atenção aos valores de n > M. Para esses valores de n, 
podemos escrever 


E ESA 
n! 1.2. ----M-(M+ 1)-(M + 2): ----n 
(n — M) fatores 


Ixi L XIM" o xy" 
< = = 
7 MIMTM MIM’ M! M}! 
ga a e |x| E 
on MAM/ 


Agora, a constante M”/M! não muda à medida que n aumenta. Dessa forma, o teo- 
rema do confronto nos diz que |x|"/n! — 0 porque (|x//M)" — 0. 


Dessa forma, 
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A 6 Teoria dos números reais 
e 


Um desenvolvimento rigoroso do cálculo se baseia nas propriedades dos nú- 
meros reais. Muitos resultados sobre funções, derivadas e integrais seriam falsos se 
estabelecidos para funções definidas somente nos números racionais. Neste apêndi- 
ce, examinaremos brevemente alguns conceitos básicos da teoria dos números reais, 
o que nos dará uma ideia do que pode ser aprendido em um estudo mais profundo 
e teórico de cálculo. 

Três tipos de propriedades fazem dos números reais o que eles são. Trata-se das 
propriedades algébricas, de ordem, e de completude. As propriedades algébricas 
envolvem adição e multiplicação, subtração e divisão. Elas se aplicam a números 
racionais ou complexos, bem como aos números reais. 

A estrutura dos números é construída em torno de um conjunto com operações 
de adição e multiplicação. As propriedades a seguir são exigidas da adição e da 
multiplicação. 


Al a+(b+c)=(a+b)+c para todo a, b, c. 

A2 a+b=b+a para todo a, b. 

A3 Existe um número chamado “0”, de modo que a + 0 = a para todo a. 
A4 Para cada número a existe um b, de modo que a+b=0. 

M1 - a(bc) = (ab)c para todo a, b, c. 

M2  ab= ba para todo a, b. 

M3 Existe um número chamado “1”, de modo que a - 1 = a para todo a. 
M4 Para cada a diferente de zero existe um b, de modo que ab = 1. 

D a(b + c) = ab + bc para todo a, b, c. 


Al e MI são leis associativas, A2 e M2 são leis comutativas, A3 e M3 são leis 
de identidade, e D é a lei distributiva. Conjuntos que apresentam essas propriedades 
algébricas são exemplos de corpos, e são estudados com profundidade na área da 
matemática teórica denominada Álgebra Abstrata. 

As propriedades de ordem nos permitem comparar o tamanho de dois núme- 
ros. As propriedades de ordem são 


O1 Para qualquer ae b, ou a < b ou b < a, ou ambos. 
O2 Sea<beb<a, então a= b. 

O3 Sea<beb<c,entãoa <c. 

O4 Sea<bentãoa+c<b+c. 

OS Sea<be0c<c, então ac < bc. 


03 é a lei da transitividade, e O4 e O5 relacionam ordem a adição e multipli- 
cacáo. 

Podemos ordenar os números reais, os inteiros e os números racionais, mas 
náo podemos ordenar os números complexos. Náo existe uma maneira razoável de 
definir se um número como i = V —1 é maior ou menor que zero. Um corpo no 
qual o tamanho de quaisquer dois elementos possa ser comparado da maneira como 
acabamos de ver é denominado corpo ordenado. Tanto os números racionais quan- 
to os reais são corpos ordenados, e existem muitos outros. 

Podemos pensar nos números reais geometricamente, imaginando-os como pon- 
tos em uma reta. A propriedade de completude diz que os números reais correspon- 
dem a todos os pontos da reta, sem “buracos” ou “lacunas”. Os racionais, em con- 
traste, omitem pontos como V2 e 7, e os inteiros deixam de fora até mesmo frações 
como 1/2. Os números reais, tendo a propriedade da completude, não omitem pontos. 

O que queremos dizer exatamente com essa ideia vaga de “buracos” faltando? 
Para responder, precisamos dar uma descrição mais precisa de completude. Um nú- 
mero M é um limitante superior para um conjunto de números se todos os números 
no conjunto forem menores ou iguais a M. M é um menor limitante superior se for 
o limitante superior mais baixo. Por exemplo, M = 2 é um limitante superior para 
os números negativos. Assim também é o caso de M = 1, mostrando que 2 não é o 
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FIGURA A.22 O valor máximo de y = x 
—x em [0, 1] ocorre no número irracional 


x= V1/3, 


menor limitante superior. O menor limitante superior para o conjunto de números 
negativos é M= 0. Definimos um corpo ordenado completo como sendo aquele em 
que qualquer conjunto não vazio limitado superiormente possui um menor limitante 
superior. 

Se trabalharmos somente com os números racionais, o conjunto de números me- 
nores que V2 será limitado, mas não terá um menor limitante superior racional, uma 
vez que qualquer limitante superior racional M pode ser substituído por um número 
racional ligeiramente menor, que ainda assim será maior do que V2. Logo, os racio- 
nais não são completos. Nos números reais, um conjunto que é limitado superiormente 
sempre tem um menor limitante superior. Os reais são um corpo ordenado completo. 

A propriedade da completude está no centro de muitos resultados em cálculo. 
Um exemplo ocorre quando estamos procurando um valor máximo para uma fun- 
ção em um intervalo fechado [a, b], como na Seção 4.1. A função y = x — x? tem 
um valor máximo em [0, 1] no ponto x satisfazendo 1 — 3x? = 0, ou x= W1/3. Se 
estivéssemos considerando as funções definidas somente em números racionais, 
teríamos de concluir que a função não tem máximo, uma vez que V1/3 é irracional 
(Figura A.22). O Teorema do Valor Extremo (Seção 4.1), que implica que funções 
contínuas em intervalos fechados [a, b] tenham um valor máximo, não é verdadeiro 
para funções definidas somente nos racionais. 

O Teorema do Valor Intermediário implica que uma função contínua f em um 
intervalo [a, b] com f(a) < 0 e f(b) > O deve ser zero em algum ponto em [a, b]. Os 
valores da função não podem saltar de negativos para positivos sem haver algum 
ponto x em [a, b] onde f(x) = 0. O Teorema do Valor Intermediário também se 
apoia na completude dos números reais, e é falso para funções contínuas definidas 
somente nos racionais. A função f(x) = 3x? — 1 tem f(0) =-1 e f(1)=2, mas se con- 
siderarmos f somente nos números racionais, ela nunca será igual a zero. O único 
valor de x para o qual f(x) =0é x= V 1/3, um número irracional. 

Já captamos as propriedades desejadas dos números reais, dizendo que eles 
são um corpo ordenado completo. Mas isso não é tudo. Os matemáticos gregos da 
escola de Pitágoras tentaram imputar outra propriedade aos números da reta real: 
a condição de que todos os números são razões de inteiros. Eles perceberam que 
seu esforço havia sido em vão quando descobriram números irracionais como V2. 
Como sabemos que nossa tentativa de especificar os números reais também não está 
incorreta, por algum motivo ainda não percebido? O artista gráfico Escher dese- 
nhou ilusões óticas de escadas em espiral que subiam mais e mais até se reencontra- 
rem embaixo. Um engenheiro que tentasse construir uma escada desse tipo desco- 
briria que nenhuma estrutura é capaz de concretizar o projeto que o arquiteto havia 
desenhado. Será que nosso projeto para os números reais também contém alguma 
contradição sutil, e que não é possível construir um sistema de números como este? 

Resolvemos esse problema fornecendo uma descrição específica dos números 
reais e verificando que as propriedades algébricas, de ordem e de completude são 
satisfeitas nesse modelo. Esse processo é chamado de construção dos números 
reais, mas, assim como escadas podem ser construídas com madeira, pedra ou aço, 
existem diversas maneiras de construir os números reais. Uma delas os trata como 
o conjunto de todos os decimais infinitos, 

ad d d;d}... 
Nessa abordagem, um número real é um inteiro a seguido por uma sequência de dígitos 
decimais d ,d,,d,, ..., cada um deles entre O e 9. Essa sequência pode parar, ou repetir-se 
em um padrão periódico, ou seguir indefinidamente sem padrão. Dessa forma, 2,00, 
0,3333333... e 3,1415926535898... representam três números reais familiares. Para 
entender o verdadeiro significado das reticências (“..””) após esses dígitos, é preciso 
estudar a teoria das sequências e séries, no Capítulo 10. Cada número real é construído 
como o limite de uma sequência de números racionais dada por suas aproximações de- 
cimais finitas. Um decimal infinito é, portanto, o mesmo que uma série 
a qui 
10 100 

Essa construcáo decimal dos números reais náo é inteiramente direta. É fácil 

verificar que ela dá números que satisfazem as propriedades de completude e de 


+ 
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ordem, mas verificar as propriedades algébricas é bastante complicado. Até mesmo 
a soma ou a multiplicação de dois números exige um número infinito de operações. 
Para fazer sentido, a divisão requer um cuidadoso argumento envolvendo limites de 
aproximações para decimais infinitos. 

Uma abordagem diferente ao assunto foi dada pelo matemático alemão Richard 
Dedekind (1831-1916), que estabeleceu a primeira construção rigorosa dos núme- 
ros reais em 1872. Dado qualquer número real x, podemos dividir os números racio- 
nais em dois conjuntos: os menores ou iguais a x e os maiores. Dedekind inverteu 
sabiamente esse raciocínio e definiu um número real como a divisão dos números 
racionais em dois conjuntos como esses. A abordagem pode parecer estranha, mas 
métodos indiretos como esse, que constroem novas estruturas a partir de antigas, 
são comuns na matemática teórica. 

Essas e outras abordagens podem ser utilizadas para construir um sistema de 
números que tenha as propriedades algébricas, de ordem e de completude. Surge 
então uma dúvida final; será que todas as construções resultam na mesma coisa? 
É possível que diferentes construções resultem em diferentes sistemas de números, 
todos eles capazes de satisfazer todas as propriedades exigidas? Em caso positivo, 
qual desses sistemas será o dos números reais? Felizmente, a resposta é não. Os 
números reais são o único sistema numérico que satisfaz as propriedades algébricas, 
de ordem e de completude. 

A confusão sobre natureza dos números e sobre os limites causou considerável 
controvérsia nos primórdios do cálculo. Os pioneiros do cálculo, como Newton, Leibniz 
e seus sucessores, ao observar o que acontecia com a razão incremental 


Ay _f(x+ AX) -fX 
Ax Ax 


à medida que Ay e Ax tendiam a zero, diziam que a derivada resultante seria um 
quociente de duas quantidades infinitamente pequenas. Acreditava-se que esses “in- 
finitésimos”, indicados por dx e dy, seriam algum novo tipo de número, menor que 
qualquer número fixado, porém diferente de zero. De maneira semelhante, acreditava- 
-se que uma integral definida era uma soma de um número infinito de infinitésimos 


fœ): dx 


à medida que x variava em um intervalo fechado. Embora as razões incrementais Ay/Ax 
utilizadas para aproximação fossem tão bem compreendidas quanto hoje, acreditava- 
-se que era o quociente de quantidades infinitesimais, e não um limite, que concentra- 
va o significado da derivada. Essa linha de raciocínio acarretava dificuldades lógicas, 
à medida que as tentativas de definição e manipulação dos infinitésimos incorriam 
em contradições e inconsistências. Razões incrementais mais concretas e fáceis de 
calcular não causavam esse tipo de problema, mas elas eram vistas meramente como 
úteis ferramentas de cálculo. Eram utilizadas para se trabalhar com o valor numérico 
da derivada e para deduzir fórmulas gerais para o cálculo, mas ninguém considerava 
o cerne da questão — responder o que era exatamente uma derivada. Atualmente, per- 
cebemos que os problemas lógicos associados com infinitésimos podem ser evitados 
quando definimos a derivada como o limite das razões incrementais que servem para 
aproximá-la. As ambiguidades da antiga abordagem não estão mais presentes e, na 
teoria do cálculo padrão, infinitésimos já não são necessários nem utilizados. 


A.7 Números complexos 


Números complexos são expressões na forma a + ib, onde a e b são números 
reais, e i é um símbolo para V—1. Infelizmente, as palavras “real” e “imaginário” 
têm conotações que, de certa forma, colocam V— 1 em uma posição menos favorá- 
vel em nossas mentes do que V'2. Na verdade, uma grande dose de imaginação, no 
sentido de criatividade, foi necessária para construir o sistema de números reais, 
que forma a base do cálculo (veja o Apéndice A.6). Nesse apêndice, iremos rever 
vários estágios dessa invenção. Apresentaremos, em seguida, a invenção posterior 
do sistema de números complexos. 
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FIGURA A.23 É possível construir, 
com régua e compasso, um segmento de 
comprimento irracional. 


Desenvolvimento dos números reais 


O estágio mais antigo do desenvolvimento de números foi o reconhecimento 
dos números de contagem 1,2, 3..., que agora chamamos de números naturais ou 
inteiros positivos. Certas operações aritméticas simples podem ser executadas com 
esses números sem que se saia do sistema. Isto é, o sistema dos inteiros positivos é 
fechado em relação às operações de adição e de multiplicação. Queremos dizer com 
isso que, se m e n são inteiros positivos, então 


m+n=p e mn=q (1) 


também são números inteiros positivos. Dados os dois inteiros positivos do lado 
esquerdo de cada uma das equações em (1), podemos encontrar o inteiro positivo 
correspondente do lado direito. Mais do que isso, podemos algumas vezes espe- 
cificar os inteiros positivos m e p e encontrar um inteiro positivo n de modo que 
m +n =p. Por exemplo, 3 + n = 7 pode ser resolvido quando os únicos números que 
conhecemos são os inteiros positivos. No entanto, a Equação 7 + n = 3 não pode ser 
resolvida sem que esse sistema numérico seja aumentado. 

O número zero e os inteiros negativos foram inventados para resolver equações 
como 7 + n= 3. Em uma civilização que reconhece todos os inteiros 


RR —2, —1, 0, 1, 2, 3, .., (2) 


uma pessoa culta pode sempre determinar o inteiro que resolve a equação m + n = p, 
quando são fornecidos os outros dois inteiros na equação. 

Suponha que as pessoas cultas também saibam multiplicar dois inteiros quais- 
quer da lista (2). Se, nas Equações (1), são dados m e q, elas descobrem que algumas 
vezes podem determinar n e outras vezes não. Usando a imaginação, essas pessoas 
podem ser estimuladas a inventar ainda mais números e introduzir frações, que são 
exatamente pares ordenados m/n de inteiros m e n. O número zero tem propriedades 
especiais que pode incomodá-las por um momento, mas elas descobrem por fim que 
é útil ter quocientes de inteiros m/n, excluindo apenas aqueles que têm zero no deno- 
minador. Esse sistema, denominado conjunto dos números racionais, é agora sufi- 
cientemente rico para que elas possam executar as operações racionais da aritmética: 


1. (a) adição 2. (a) multiplicação 
(b) subtração (b) divisão 


em dois números quaisquer nesse sistema, exceto que não se pode dividir por zero, 
pois não tem sentido. 

A geometria do quadrado de lado unitário (Figura A.23) e o Teorema de Pi- 
tágoras mostraram que elas poderiam construir um segmento geométrico que, em 
termos de alguma unidade básica de comprimento, tem comprimento igual a V2. 
Assim, elas poderiam resolver a equação 


x2=2 


por meio de uma construção geométrica. Elas descobriram que o segmento de reta 
que representa W2 é uma quantidade incomensurável. Isso significa que W2 não 
pode ser expresso como o quociente de dois múltiplos inteiros de alguma unidade 
de comprimento. Isto é, nossas pessoas cultas não puderam encontrar uma solução 
racional para a equação x? = 2. 

Não existe nenhum número racional cujo quadrado seja igual a 2. Para saber 
por quê, suponha que exista tal número racional. Poderíamos então encontrar intei- 
ros positivos p e q sem nenhum fator comum, exceto 1, de modo que 

p'=2gº. (3) 
Como p e q são inteiros, p deve ser par; caso contrário, o produto dele por ele 
mesmo seria ímpar. Em símbolos, p = 2p,, onde p, é um inteiro. Isso nos leva a 
2p? = q?, o que diz que q deve ser par, digamos, q = 2q,, onde q, é um inteiro. Isso 
faz que 2 seja um fator comum a p e q, contrariando nossa escolha de p e q como 
inteiros sem nenhum fator comum, exceto 1. Consequentemente, não existe número 
racional cujo quadrado seja igual a 2. 
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Embora nossas pessoas cultas não pudessem encontrar uma solução racional 
para a equação x? = 2, elas obtiveram uma sequência de números racionais 


17 4 239 (6) 
1 5 29 169 


cujos quadrados formam a sequência 


1 49 1681 57121 (5) 
1 25 841 28561 


que converge para 2 como seu limite. Desta vez, a imaginação dessas pessoas su- 
geriu que elas precisavam do conceito de limite de uma sequência de números ra- 
cionais. Se aceitarmos o fato de que uma sequência crescente de números racionais 
que é limitada superiormente sempre se aproxima de um limite (Teorema 6, Seção 
11.1) e observarmos que a sequência em (4) tem essas propriedades, podemos então 
admitir que ela tenha um limite L. Isso também significa, a partir de (5), que L?=2, e, 
consequentemente, L não é um de nossos números racionais. Se, aos números racio- 
nais, adicionarmos os limites de todas as sequências de números racionais crescen- 
tes e limitadas superiormente, chegaremos ao sistema de todos os números “reais”. 
A palavra real foi colocada entre aspas porque não há nada que seja “mais real” ou 
“menos real” em relação a esse sistema do que existe em relação a qualquer outro 
sistema matemático. 


Números complexos 


A imaginação foi exigida em muitos estágios durante o desenvolvimento do 
sistema de números reais. Na verdade, a arte da invenção foi necessária pelo menos 
três vezes na construção dos sistemas que discutimos até agora: 


1. O primeiro sistema inventado: o conjunto de todos os inteiros, construído a par- 
tir dos números naturais. 


2. O segundo sistema inventado: o conjunto dos números racionais m/n, construído 
a partir dos inteiros. 

3. Oterceiro sistema inventado: o conjunto de todos os números reais x, construído 
a partir dos números racionais. 


Esses sistemas inventados formam uma hierarquia na qual cada sistema contém 
o sistema precedente. Cada sistema é ainda mais rico que seu predecessor, no sen- 
tido de que permite que mais operações possam ser executadas sem ser necessária 
a saída do sistema: 


1. No sistema de todos os inteiros, podemos resolver todas as equações da forma 
x+a=0, (6) 


onde a pode ser um inteiro qualquer. 


2. No sistema de todos os números racionais, podemos resolver todas as equações 
da forma 


ax+b=0, (7) 


desde que a e b sejam números racionais e a% 0. 
3. No sistema de todos os números reais, podemos resolver todas as Equações (6) 
e (7) e, além dessas, todas as equações quadráticas 
ax? + bx + c = 0 com a # 0 e b? — 4ac 2 0. (8) 


Provavelmente, a fórmula que fornece as soluções da Equação 8 seja familiar a 
você, mais precisamente 


ga i — 4ec, (9) 
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e talvez lhe seja familiar o fato de que, quando o discriminante, b? — 4ac, é negativo, 
as soluções da Equação 9 não pertencem a nenhum sistema considerado antes. Na 
verdade, a equação quadrática muito simples 


x2+1=0 


é impossível de ser resolvida se os únicos sistemas numéricos que podem ser utili- 
zados forem os três sistemas inventados mencionados até agora. 

Vamos então ao quarto sistema inventado, o conjunto de todos os números 
complexos a + ib. Poderíamos dispensar inteiramente o símbolo i e utilizar a nota- 
ção de par ordenado (a, b). Como, sob operações algébricas, os números a e b são 
tratados de forma diferente de certo modo, é essencial que se mantenha estritamente 
a ordem. Sendo assim, podemos dizer que o sistema de números complexos con- 
siste no conjunto de todos os pares ordenados (a, b) de números reais, juntamente 
com as regras, listadas a seguir, segundo as quais eles serão igualados, somados, 
multiplicados e assim por diante. Iremos utilizar tanto a notação (a, b) quanto a 
notação a + ib na discussão que se segue. Denominamos a a parte real e b a parte 
imaginária do número complexo (a, b). 

Realizamos as seguintes definições: 


Igualdade 

a+ib=c+id Dois números complexos (a, b) e 

se, e somente se, (c, d) são iguais se, e somente se, a = 

a=ceb=d ceb=d. 

Adição 

(a + ib) + (c+ id) A soma dos dois números complexos (a, 

= (a +c) + i(b + d) b) e (c, d) é o número complexo (a + c, 
b+d). 

Multiplicação 

(a + ib(c + id) O produto de dois números complexos (a, 

= (ac — bd) + i(ad + bc) b) e (c, d) é o número complexo (ac — bd, 
ad + bc). 

c(a + ib) = ac + i(bc) O produto de um número real ce o nú- 


mero complexo (a, b) é o número 
complexo (ac, bc). 


O conjunto de todos os números complexos (a, b) nos quais o segundo número 
b é 0 tem todas as propriedades do conjunto de todos os números reais a. Por exem- 
plo, a adigáo e a multiplicacáo de (a, 0) e (c, 0) fornece 


(a, 0) + (c, 0) = (a +c, 0) 
(a, 0) + (c, 0) = (ac, 0), 


que são números do mesmo tipo com parte imaginária igual a zero. Além disso, quan- 
do multiplicamos um “número real” (a, 0) e o número complexo (c, d), obtemos 


(a, 0) : (c, d) = (ac, ad) = a(c, d). 


Em particular, o número complexo (0, 0) desempenha o papel do zero no sistema de 
números complexos, e o número complexo (1, 0) desempenha o papel da unidade 
ou um. 

O par ordenado (0, 1), que tem a parte real igual a zero e a parte imaginária 
igual a um, tem a propriedade que seu quadrado, 


(0, (0, 1) = EL, 0), 


ter a parte real igual a menos um e a parte imaginária igual a zero. Portanto, no siste- 
ma dos números complexos (a, b), existe um número x = (0, 1) cujo quadrado pode 
ser adicionado a uma unidade = (1, 0) para produzir zero = (0, 0), ou seja: 


(0, 1)? + (1, 0) = (0, 0). 


Apéndice 7 Números complexos 479 


A equação 
x2+1=0 


tem, portanto, uma solução x = (0, 1) nesse novo sistema numérico. 

Você está provavelmente mais familiarizado com a notação a + ib do que com 
a notação (a, b). E como as propriedades algébricas para os pares ordenados nos 
permitem escrever 


(a, b) = (a, 0) + (0, b) = a(1, 0) + b(0, 1), 


embora (1, 0) se comporte como unidade e (0, 1) se comporte como a raiz quadrada 
de menos um, não precisamos hesitar em escrever a + ib no lugar de (a, b). O i as- 
sociado a b é como um elemento indicador da parte imaginária de a + ib. Podemos 
passar, conforme desejarmos, da notação de pares ordenados (a, b) para a notação 
a + ib e vice-versa. No entanto, não há nada menos “real” em relação ao símbolo 
(0, 1) = i do que há em relação ao símbolo (1, 0) = 1, uma vez que tenhamos apren- 
dido as leis da álgebra do sistema de números complexos de pares ordenados (a, b). 

Para reduzirmos qualquer expressão racional de números complexos a um 
único número complexo, aplicamos as leis da álgebra elementar, substituindo 2, 
sempre que este aparecer, por —1. É claro que não podemos dividir pelo número 
complexo (0, 0) = 0 + 10. No entanto, se a + ib 0, podemos efetuar a divisão da 
seguinte maneira: 


c+id (c+id(a-ib) (ac + bd) + ¡(ad — bc) 
a+ ib” (a+ib(a-ib) — a? + b? i 


O resultado é um número complexo x + iy com 


_ ac+ bd ad — bc 
a? + b?’ 


X 


e a? + b? #0, desde que a + ib = (a, b) (0, 0). 

O número a — ib, que foi utilizado para eliminar o i do denominador, é chama- 
do de complexo conjugado de a + ib. E comum utilizar Z (leia-se “z barra”) para 
denotar o complexo conjugado de z; sendo assim: 

z=a+ib, z=a-ib. 


Multiplicar o numerador e o denominador da fração (c + id)/(a + ib) pelo complexo 
conjugado do denominador sempre substituirá o denominador por um número real. 


EXEMPLO 1 Fornecemos algumas ilustrações das operações aritméticas com 
números complexos. 


(a) (2+ 3i) + (6- 2i) = (2+ 6 + 3- Di=8+i 
(b) (2 + 3i) — (6 — 2i) = (2 — 6) + (3 — (-2)i = -4 + 5i 
(o) (2 + 3i)(6 — 2) = (2)(6) + (2-21) + (3i)(6) + (321) 
= 2-4+18-6º-12+ 14 + 6= 18 
2+3 _2+36+ 2 
(dg-%-6-26+2 
_ D+4 + 18 + 62 
36 + 12i — 12i — 4? 
.6+27 3,0; 
40 20 * 20 


Diagramas de Argand 

Existem duas representações geométricas do número complexo z = x + iy: 
1. como o ponto P(x, y) no plano xy; 
2. como o vetor OP da origem até P. 
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> X 


O Xx 


FIGURA A.24 O diagrama de Argand 
representa z = x + iy tanto como um ponto 
P(x, y) quanto como um vetor OP. 


Em cada uma das representações, o eixo x é denominado eixo real e o eixo y é o 
eixo imaginário. As duas representações são diagramas de Argand para x + iy 
(Figura A.24). 

Em termos das coordenadas polares de x e y, temos 


x=rcos0, y=rsen0, 


z=x+iy=r(cos 0 + i sen 0). (10) 


Definimos o valor absoluto de um número complexo x + iy como o comprimento 
aÃ A E 
r de um vetor OP da origem até P(x, y). Denotamos o valor absoluto por barras 


verticais; dessa forma, 
Ix + iy = VX + y. 


Se escolhermos sempre as coordenadas polares r e 0, de modo que r não seja nega- 
tivo, entáo 


r= |x + iyl. 


O ángulo polar O é denominado o argumento de z e é escrito O = arg z. É claro 
que qualquer múltiplo inteiro de 27 pode ser somado a 0 para se produzir outro 
ângulo apropriado. 

A equação a seguir fornece uma fórmula útil, que conecta um número comple- 
xo z, seu conjugado Z e o seu valor absoluto |z|, mais precisamente, 


zz =|2/?. 


Fórmula de Euler 
A identidade 
el = cos 0 + i sen 0, 
chamada fórmula de Euler, nos permite reescrever a Equação 10 como 
a =f el, 
Esta fórmula, por sua vez, nos leva ás regras a seguir para o cálculo de produtos, 
quocientes, poténcias e raízes de números complexos. Ela também nos leva aos dia- 


gramas de Argand para e”. Uma vez que cos O + i sen O é o que se obtém da Equação 


10 considerando r = 1, podemos dizer que el? é representado por um vetor unitário 


que forma um ângulo 0 com o eixo x positivo, conforme mostra a Figura A.25. 


) 


= cos O + i sen 0 A e? = cos 0 + ¡send 


y 


(cos 6, sen 6) 


> X 


(a) (b) 


FIGURA A.25 Diagramas de Argand para eí9 = cos 0 + i sen O (a) 
como um vetor e (b) como um ponto. 


Produtos 


Para multiplicar dois números complexos, multiplicamos seus valores absolu- 
tos e somamos seus ângulos. Sejam 


z =r, z =r, (11) 
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y de modo que 
A 
21%2 
zil =rp arg z; =0,; z| =r arg z, = 0,. 


Então, 
(01+02) 


AZ = ne. mee = ne 


e, consequentemente, 


O [2122] = nn =|z|:|z| 
FIGURA A.26 Quando z, e z, são arg (2122) = 01 + 02 = agz + agz. (12) 
multiplicados, zzl =F, 5,8 : , 3 
arg (2,2) = 0, +0). Dessa forma, o produto de dois números complexos é representado por um vetor 
cujo comprimento é o produto dos comprimentos dos dois fatores, e cujo argumento 
é a soma de seus argumentos (Figura A.26). Em particular, pela Equação 12, um 
vetor pode ser girado no sentido anti-horário de um ângulo 6 multiplicando-o por 
y ei. A multiplicação por i gira 90°, por —1, gira 180º, por —i, gira 270º, e assim 


por diante. 


Iv3-1 EXEMPLO 2 Sejam 4 =1+i,2= V3-i. Representamos esses números 
E complexos em um diagrama de Argand (Figura A.27) a partir do qual podemos ler 
0 1+V3 as representações polares 


z= V2e7/4, m= eins, 
Go = v3 —i l a 


Entáo 
FIGURA A.27 Para multiplicar dois 


números complexos, multiplique seus Z2 = 2V2 oli Z z) = 2V2 ep(i5) 


valores absolutos e some seus argumentos. 


= MT q A E 
= 2V2 (cos + sn) 2,73 + 0,73. 
A notação exp (4) significa ef. 


Quocientes 


Suponha que r, + 0 na Equação 11. Então 


Consequentemente, 


a 
Z 


m El e ag|z] =- 02= agz — agz 
“Rola dz 17 02 gz 92 


Isto é, dividimos os comprimentos e subtraímos os ángulos para o quociente de 
números complexos. 


EXEMPLO 3  Sejamz,=1+ie V3 — i, como no Exemplo 2. Entáo 


A ¡7/4 . 
Lti V2e == V2 57/12 x 0707( cos + iso) 
501º zea 2 12 12 


= 0,183 + 0,683i. 
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Potências 


Se n é um inteiro positivo, podemos aplicar as fórmulas do produto da Equação 
12 para encontrar 


Z LT a A n fatores 
Com z = re'º, obtemos 
zZ = (re?) = petet +0) — nparcdas 
= rei, (13) 
O comprimento r = |z| é elevado à n-ésima potência, e o ángulo 0 = arg z é multi- 


plicado por n. 
Se considerarmos r = 1 na Equação 13, obtemos o Teorema de De Moivre. 


Teorema de De Moivre 


(cos 0 + i sen 0)” = cos nO + i sen nô. (14) 


Se expandirmos o lado esquerdo da equação de De Moivre pelo binômio de 
Newton e o reduzirmos para a forma a + ib, obtemos fórmulas para cos n0 e sen n0 
como polinômios de grau n em cos 0 e sen 0. 


EXEMPLO 4 Sen=3 na Equação 14, temos 


(cos 0 + i sen 0) = cos 30 + i sen 30. 
O lado esquerdo dessa equação se expande para 
cos? 9 + 3i cos? 6 sen 0 — 3 cos 0 sen? 0 — i sen? 0. 


A parte real desse número complexo deve ser igual a cos 30 e a parte imaginária 
deve ser igual a sen 30. Portanto, 


cos 39 = coš 0 — 3coso ser 6, 
senão = 3cos? 6 seno — seve. 


Raízes 


Se z = rel? é um número complexo diferente de zero e n é um inteiro positivo, 
então existem exatamente n números complexos distintos Wo Wp w,_¡ que são as 
n-ésimas raízes de z. Para saber por qué, seja w = pe'“ uma n-ésima raiz de z = re'º, 
de modo que 


w” =z 
ou 


pree Es re. 


Entáo 
p="W 


é a n-ésima raiz real positiva de r. Para o argumento, embora não possamos dizer 
que na e 0 sejam iguais, podemos dizer que eles diferem somente por um múltiplo 
inteiro de 277. Isto é, 


nu=0+2km, k=0,+1,+2,... 
Logo, 


a= Es kz, 


w2 


FIGURA A.28 Três raízes cúbicas de z = re”. 


>= 


FIGURA A.29 Quatro raízes quartas de —16. 
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Assim, todas as n-ésimas raízes de z = re? são dadas por 


Vre? = Vir esp (y + 7) k=0,+1,+2.... (15) 


Pode parecer que existam infinitas respostas diferentes correspondentes aos 
infinitos valores possíveis de k, mas k =n + m fornece a mesma resposta que k = m 
na Equação 15. Logo, precisamos apenas de n valores consecutivos de k para obter 
todas as n-ésimas raízes diferentes de z. Por conveniência, tomamos 


k=0,1,2,..,n-1. 


Todas as n-ésimas raízes de re? estão em uma circunferência centrada na ori- 
gem e com raio igual à n-ésima raiz real positiva de r. Uma delas tem argumento 
a = 0/n. As outras estão uniformemente espaçadas em torno da circunferência, cada 
uma delas separada de suas vizinhas por um ângulo igual a 277/n. A Figura A.28 
ilustra a localização das três raízes cúbicas w), w} e w, do número complexo z = re'6. 


EXEMPLO 5 Determine as quatro raízes quartas de —16. 


Solução Como nosso primeiro passo, representamos o número —16 em um diagra- 
ma de Argand (Figura A.29) e determinamos sua representação polar re'%. Aqui, 
z=-16,r=+16 e 0 = 7. Uma das raízes quartas de 16e'7 é 2e'7/4. Obtemos as 
outras adicionando sucessivamente 27/4 = 7/2 ao argumento da primeira delas. 
Consequentemente, 


V'16expiz = zepi(Z. 


e as quatro raízes são 


w = 2|00s 3 + isa | = VII + |) 

w = 2]0065E + ise | VI) 
= | Tr. Ia | 

w = 2o0s7E + isn] = V20 


Teorema fundamental da álgebra 


Pode-se dizer que a invenção de W— 1 é excelente e leva a um sistema numéri- 
co que é mais rico que o sistema de números reais; entretanto, aonde esse processo 


levará? Vamos também inventar ainda mais sistemas de modo a obter W—1, 9—1, 
e assim por diante? No entanto, isso não é necessário. Esses números já podem ser 
expressos em termos do sistema de número complexos a + ib. Na verdade, o Teore- 
ma Fundamental da Álgebra afirma que, com a introdução do sistema de números 
complexos, temos números suficientes para expressar qualquer polinômio como um 
produto de fatores lineares, portanto, números suficientes para resolver qualquer 
equação polinomial possível. 
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Teorema fundamental da álgebra 


Toda equação polinomial da forma 


na qual os coeficientes a, a,..., a, são quaisquer números complexos, cujo 
grau n é maior ou igual a um, e cujo coeficiente dominante a, não é zero, tem 
exatamente n raízes no sistema de números complexos, contanto que cada raiz 
de multiplicidade m seja contada como m raizes. 


azta, 7! +...+taz+taj=0, 


Uma prova deste teorema pode ser encontrada em qualquer texto sobre a teoria de 
funções de uma variável complexa. 


Exercícios A.7 


Operações com números complexos 
1. Como computadores multiplicam números complexos 

Encontre (a, b) : (c, d) = (ac — bd, ac + bc). 
a. (2,3) -(4,-2) 
b. (,-1)* (2,3) 
e. 1, -2) : (2, 1) 
Sugestão: Essa é a forma como os computadores fazem a mul- 
tiplicação de números complexos. 


2. Resolva as seguintes equações para encontrar os números reais 


xey. 
a (3 + 4i)? — 2(x — iy) = x + ly 
E O: O 
a (H) y id 
C. (3-2)x+iy=2x-2iy + 2i — 1 


Diagramas e geometria 
3. Como podem ser obtidos geometricamente os seguintes núme- 
ros complexos a partir de z = x + iy? Esboce. 
a. Z e. -z 
b. (—2) d. 1/z 


4. Mostre que a distância entre os dois pontos z, e z, em um dia- 
grama de Argand é |z; — z)|. 


Nos Exercícios 5-10, represente graficamente os pontos z = x + iy 
que satisfazem as condições determinadas. 


5. a. |]=2 b. || <2 e. lzl>2 
6. l-1|=2 

7. l+1]=1 

8. l+1|]=|=-1] 

9. lz+il=|z-1| 

10. |z+ 1| > |z| 


Expresse os números complexos nos Exercícios 11-14 na forma re”, 
comr>0€e-7<0< m. Esboce um diagrama de Argand para cada 


cálculo. 
11. (1+ V-3)? ig LIS 
12. 1+i 


1-iV3 
Tei 


14. (2+3)(1-2i) 


Potências e raízes 


Utilize o teorema de De Moivre para expressar as funções trigono- 
métricas nos Exercícios 15 e 16 em termos de cos 0 e sen 0. 
15. cos 40 
16. sen 40 
17. Encontre as trés raízes cúbicas de 1. 
18. Encontre as duas raízes quadradas de i. 
19. Encontre as três raízes cúbicas de —8i. 
20. Encontre as seis raízes sextas de 64. 
21. Encontre as quatro soluções da equação z4 — 272 + 4 = 0. 
22. Encontre as seis soluções da equação 2º + 22? + 2 = 0. 
23. Encontre todas as soluções da equação x*+ 4x2 + 16 = 0. 


24. Resolva a equação x*+ 1 = 0. 
Teoria e exemplos 


25. Números complexos e vetores no plano Mostre com um 
diagrama de Argand que a regra para somar números comple- 
xos é a mesma que a lei do paralelogramo para somar vetores. 


26. Aritmética com conjugados de números complexos Mos- 
tre que o conjugado da soma (produto ou quociente) de dois 
números complexos, z, € z,, é o mesmo que a soma (produto 
ou quociente) de seus conjugados. 


27. Raízes complexas de polinômios com coeficientes reais apa- 
recem em pares de complexos conjugados 


a. Estenda os resultados do Exercício 26 para mostrar que 


f (Z) = f (Z) se 


HO) az | a ze ho... y az+a 


é um polinômio com coeficientes reais a, a 


02 e. Cmt 
b. Se z é uma raiz da equação f(z) = 0, onde f(z) é um polinó- 
mio com coeficientes reais como no item (a), mostre que o 
conjugado z é também uma raiz da equação. (Sugestão: Seja 
flc)=u+iv=0; então, tanto u quanto v são zero. Utilize o 
fato de que f (2) = f (J = u — iv.) 
28. Valor absoluto de um conjugado Mostre que z = |z]. 


29. Quando z=z Sez ez são iguais, o que podemos dizer sobre 
a localização do ponto z no plano complexo? 
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30. Partes real e imaginária Denote por Re(z) a parte real de z e c. [Re(z)| < |z| 
Im(z) a parte imaginária. Mostre que as seguintes relações são d. E, 2_ E? 4 IP +2Re(z,3,) 
válidas para quaisquer números complexos z, z, € Z,. 
a. z+z=2Re(z) 
b. z-z = 2ilm(z) 


A 


e. zi + z;| < | + lz,| 


A 8 Lei distributiva para produtos vetoriais 


Neste apéndice, provaremos a lei distributiva 


ux(v+tw=uxXxv+uXw, 
que é a Propriedade 2 na Seção 12.4. 


Prova Para deduzir a Lei Distributiva, construímos u X v de um novo modo. De- 
senhamos u e v a partir de um ponto comum O e construímos um plano M perpen- 
dicular a u em O (Figura A.30). Em seguida, projetamos v ortogonalmente sobre 
M, gerando um vetor v’ com comprimento |v| sen 6. Giramos v' de 90º em relação 
a u no sentido positivo para produzir um vetor v”. Por fim, multiplicamos v” pelo 
comprimento de u. O vetor resultante |u|v” é igual a u X v, pois v” tem a mesma 
direção que u X y por sua construção (Figura A.30) e 


jul|v”| = ju||v| sen 6 = |u X v]. 


mM 
RO Al 
do 
M O Y u xv 
a 90º 


FIGURA A.30 Conforme explicado no texto, u X v = July”. 
Agora, cada uma dessas três operações, sendo elas 
1. projeção em M 
2. rotação em torno de u em 90º 
3. multiplicação pela grandeza escalar [ul 
quando aplicadas a um triângulo cujo plano não é paralelo a u, produzirão um outro 


triângulo. Se começarmos com o triângulo cujos lados são v, w e v + w (Figura 
A.31) e aplicarmos esses três passos, obteremos, sucessivamente, o seguinte: 


1. Um triângulo cujos lados são v’, w' e (v + w) satisfazendo a equação vetorial 
8 J q 
v+w=(v+w) 
2. Um triângulo cujos lados são v”, w” e (v + w)” satisfazendo a equação vetorial 
8 J q 


y” + w” = (v + w)” 
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(a linha dupla em cada vetor tem o mesmo significado que na Figura A.30) 


FIGURA A.31 Vetores v, w, v + w e suas projeções em um 
plano perpendicular a u. 


3. Um triângulo cujos lados são [ulv”, Julw” e |ul(v + w)” satisfazendo a equação 
vetorial 
july” + jujw” = jul(y + w)”. 


Substituindo nessa última equação Ju|v” = u X v, [ujw” = u X v, e jul(v + w)” =u 
X (v + w) da discussão anterior, temos 


u Xx y +uXw=uX(v + w), 


que é a lei que queríamos estabelecer. 


A 9 | Teorema da derivada mista e o teorema do incremento 
Oo 


Neste apéndice, deduziremos o teorema da derivada mista (Teorema 2, Segáo 
14.3) e o teorema do incremento para funções de duas variáveis (Teorema 3, Seção 
14.3). Euler publicou seu teorema da derivada mista em 1734, em uma série de tra- 
balhos que escreveu sobre a hidrodinâmica. 


TEOREMA 2 — Teorema da derivada mista Se f(x, y) e suas derivadas par- 
ciais f, fy N e Ta são definidas ao longo de uma região aberta contendo um 
ponto (a, b) e são todas continuas em (a, b), então 


f, (a, b) = f(a, b). 


Prova A igualdade de f (a, b) e f (a, b) pode ser estabelecida por quatro apli- 
cações do teorema do valor médio (Teorema 4, Seção 4.2). Por hipótese, o ponto 
(a, b) situa-se no interior de um retângulo R no plano xy no qual f, f J lo e de 
sáo todas definidas. Consideramos h e k os números necessários para que o ponto 
(a + h, b + k) também esteja em R, e consideramos a diferenga 


A=F(a+h)-F(a), (1) 
onde 


F(x) = f(x, b + ko) — f(x, b). (2) 


>= 


(a,b) h 


> X 


FIGURA A.32 A chave para provar 

f (a, b) = f „a, b) € que não importa 
quão pequeno R’ seja, Ía e fy assumem 
valores iguais em algum lugar dentro de 
R' (embora não necessariamente no mesmo 
ponto). 
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Aplicamos o teorema do valor médio a F, que é contínua porque é diferenciável. 
Então, a Equação 1 torna-se 


A =hF" (c,), (3) 
onde c, está entre a e a + h. A partir da Equação 2, 
F (9) = fœ, b+ k)- fœ, b), 
então a Equação 3 torna-se 
A=h[f(c,, b +K- fe b)]. (4) 
Aplicamos agora o teorema do valor médio à função g(y) = f (c,, y) e temos 
g(b + k) — g(b) = kg'(d,), 
ou 
dep b +K- Ile, b) 5 Kf Cp dy) 
para algum d, entre b e b + k. Substituindo isso na Equação 4, obtemos 
A=hkf Ac dy) (5) 


para algum ponto (c,, d,) no retângulo R' cujos vértices são os quatro pontos (a, b), 
(a+h,b), (a+h,b+k)e (a, b + k). (Veja a Figura A.32.) 
Substituindo a Equação 2 pela Equação 1, podemos escrever também 


A=f(la+h,b+k)-fa+h,b)- f(a, b+ k) + f(a, b) 
=[f(a+h, b+ k)- f(a, b+ k)]- [fla + h, b)- f(a, b)] 


= (b + k) — (b), (6) 
onde 
p0) = fla + h, y)- f(a, y). (7) 
O teorema do valor médio aplicado à Equação 6 agora dá 
A=kg'(d,) (8) 
para algum d, entre b e b + k. Pela Equação 7, 
P'O) =f (a +h, y) —f,(a, y). (9) 


A substituição da Equação 9 na Equação 8 nos dá 
A=H[f,(a + h, d,)- fa dy) 
Por fim, aplicamos o teorema do valor médio à expressão em colchetes e obtemos 
A =khf fc) do) (10) 


para algum c, entre a e a + h. 
Juntas, as Equações (5) e (10) mostram que 


Fop d) = fc) dy), (11) 


onde (c,, d,) e (c,, d,) situam-se no retângulo R' (Figura A.32). A Equação 11 não é 
bem o resultado que queremos, uma vez que ela diz somente que f, tem o mesmo 
valor em (c,, d,). Os números h e k em nossa discussão, no entanto, podem ser tão 
pequenos quanto desejarmos. A hipótese de que f, e f,, são ambas contínuas em (a, 
b) significa que URGE d) = Lola, b)+e¡e Fov d,)= f, (a, b) + e,, onde €}, €, 
— 0 à medida que ambos A, k — 0. Consequentemente, se considerarmos h e k — 
0, teremos f, la, b)= f(a b). 


A igualdade de f (a, b) e f, la, b) pode ser comprovada com hipóteses mais 
fracas do que as consideradas aqui. Por exemplo, basta que f, f e f, existam em R 
e que la seja contínua em (a, b). Então, La irá existir em (a, b) e será igual a Ls 
naquele ponto. 
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C(xo + Ax, yo + Ay) 


Axo, y 0) 


B(xo + Ax, yo) 


FIGURA A.33 Região retangular T na 
prova do teorema do incremento. A figura 
está desenhada para Ax e Ay positivos, mas 
o incremento pode ser zero ou negativo. 


TEOREMA 3 — Teorema do incremento para funcóes de duas variáveis 
Suponha que as derivadas parciais de primeira ordem de f(x, y) sejam definidas 
em uma região aberta R contendo o ponto (x, Yọ) e que f, e f, sejam contínuas 
em (Xo Yo). Portanto, a variação 


Az = fŒ + Ax, yo + Ay) - fo Yo) 


no valor de f que resulta do movimento de (xo, Yọ) para outro ponto (x, + Ax, 
Yo + Ay) em R satisfaz uma equação da forma 


Az= fo Yo) Ax + Iv Yo) Ay + e Ax + e,Ay 


na qual e, e, — 0 à medida que Ax, Ay — 0. 


Prova Trabalhamos dentro de um retângulo T centrado em A(x,, Yọ) e situado den- 
tro de R, e consideramos que Ax e Ay já são tão pequenos que o segmento de reta 
unindo 4 a B(x} + Ax, yọ) e o segmento de reta unindo B a C (x, + Ax, y, + Ay) 
situam-se no interior de T (Figura A.33). 

Podemos pensar em Az como a soma Az = Az, + Az, de dois incrementos, onde 


Az, = Fo + Ax, Yo) = Fo» Yo) 
é a variação do valor de f entre 4 e Be 
Az, = Ho + Ax, Yo + Ay) — Fo, +Ax, Yo) 


é a variação no valor de f entre B e C (Figura A.34). 
No intervalo fechado de valores x unindo x, a x, + Ax, a função F(x) = f(x, yo) 
é uma função de x diferenciável (e, portanto, contínua), com derivada 


F(x)= A, Yo). 


Pelo teorema do valor médio (Teorema 4, Seção 4.2), existe c, um valor de x entre 
Xy € Xp + Ax no qual 


Fl + Ax) = FŒ) =F (0) Ax 
ou 
Fx, + Ax, Yo) = Ho, Yo) = lc, Yo) Ax 
ou 


Az; = f (c, Yo) Ax. (12) 


De forma semelhante, G(y) = f(x, + Ax, y) é uma função diferenciável (e, por- 
tanto, contínua) de y no intervalo fechado y unindo y, € y, + Ay, com derivada 


G'OY) = f (o + Ax, y). 
Consequentemente, existe d, um valor de y entre y, + Ay no qual 
G, + Ay) - CW) = C'(d) Ay 
ou 
Fr, + Ax, yy + Ay) — fx + Ax, y) = f,Co +Ax, d) Ay 
ou 


Az, = f(x, + Ax, d) Ay. (13) 


Apéndice 9 Teorema da derivada mista e o teorema do incremento 489 


Yo + Ay 
(xo + Ax, yo) C(xp + Ax, yo + Ay) 


FIGURA A.34 Parte da superfície z = f(x, y) próxima de P¿(Xo) Yo Lp» Yo). Os 
pontos P, P' e P” têm o mesmo comprimento z, = f(%y, Yọ) acima do plano xy. A 
variação em z é Az = P'S. A variação 


Az, = fo + Ax, Yo) — Fo Yo) 


mostrada como P"Q = P'Q, é causada pela variação x entre x, e x, + Ax enquanto 
se mantém y igual a y,. Então, com x mantido igual a x, + Ax, 


Az, = f(x, + Ax, Yo + Ay) =f T Ax, Yo) 


é a variação em z causada ao se variar y, entre y, + Ay, que é representada por Q'S. 
A variação total em z é a soma de Az, e Az,. 


Agora, à medida que Ax e Ay — 0, sabemos que c — x, e d — yp. Sendo assim, 
como fe f, são contínuas em (x,, Yọ), as quantidades 


€ = fÃe, Yo) - Fo, Yo) 


= IRE + Ax, d) — F Axo Yo) (14) 
aproximam-se de zero à medida que Ax e Ay — 0. 
Por fim, 
Az= AZ + Az 
Das E Ó 
= fC, YOJAX + fy% + Ax d)Ay E 
= [fX Yo) + eJAx + [f xo Yo) + e2]1Ay Da Equação 14 


= f {Xo YOJAX + f (Xo, Yo) Ay + esAx + e2Ay, 
onde tanto e, quanto e, — 0 à medida que Ax e Ay — 0, é o que queríamos provar. 


Resultados análogos são verdadeiros para funções de qualquer número de va- 
riáveis independentes. Suponha que as derivadas parciais de primeira ordem de 
w = f(x, y, z) sejam definidas sobre uma região aberta contendo o ponto 
(Xo Yo Zo) e que f f, e f, são contínuas em (xy, Yo Zo). Então 


Aw fot Ax, Yo? Ay, zp 7 Az) = FU YZ 
f Ax + f Ay + f Az + e Ax + e,Ay + e, Az, (15) 


onde €, €,, e; — 0 à medida que Ax, Ay e Az — 0. 
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As derivadas parciais f, f, f, na Equação 15 serão calculadas no ponto 
Cro» Yo Zo). 

A Equação 15 pode ser provada tratando-se Aw como a soma dos três incre- 
mentos, 


Aw, = F + Ax, Yo Zo) = Fo, Yo Zo) (16) 
Aw, = f ar Ax, Ya + Ay, Zo) — fŒ + Ax, Yy Zo) (17) 
Aw, F Ax, Yo? Ay, Zp 7 Az) — Fx, + Ax, y» + Ay, Zo), (18) 


e aplicando-se o teorema do valor médio a cada um deles separadamente. Duas 
coordenadas permanecem constantes e somente uma varia em cada um desses in- 
crementos parciais Aw,, Aw,, Aw,. Na Equação 17, por exemplo, somente y varia, 
uma vez que x é mantido igual a x, + Ax e z é mantido igual a z}. Uma vez que 
f(x + Ax, y, 29) é uma função contínua de y com uma derivada f „ ela está sujeita ao 
teorema do valor médio, e temos 

Aw, = $ Ko T Ax, Yi Zo) Ay 


para algum y, entre y, € y, + Ay. 
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CAPÍTULO 10 

Seção 10.1 
La-06a»=-14,a=-2/9u4=-3/16 
3. a = 12a= -1/3 a = 1/5, a, = -1/7 
5, a = 1/2, æ = 12, æ = 1/2, æ = 1/2 
71 3 7 15 31 63 127 255 511 1023 


"24 8' 16' 32 64' 128' 256' 512 
11.111 1 1 1 1 


2 21-52-4816 327 64 128 256 
11. 1, 1,2,3, 5, 8, 13, 21,34,55 19. a,=n°-1,n21 
13. a = (1), n> 1 21.a,=4n-3,n>1 
15. a, = (a,n > 1 a E aj 
= n+1 
1. a= 33021 aane 
27. Converge 49. Converge, 0 71. Converge, 
29. Converge, —1 51. Converge, 1 x (x>0) 
31. Converge, —5 53. Converge, e” 73. Converge, 0 
33. Diverge 55. Converge, 1 75. Converge, 1 
35. Diverge 57. Converge, 1 77. Converge, 1/2 
37. Converge, 1/2 59. Diverge 79. Converge, 1 
39. Converge, 0 61. Converge, 4 81. Converge, 7/2 
41. Converge, V2 63. Converge, 0 83. Converge, 0 
43. Converge, 1 65. Diverge 85. Converge, 0 
45. Converge, 0 67. Converge, e! 87. Converge, 1/2 
47. Converge, 0 69. Converge, e24 89. Converge, 0 
91. 8 93. 4 95. 5 97. 1+ V2 99. x =2"-2 
101. a. f(x) = X? — 2, 1,414213562 ~ V2 
b. f(x) = tg (x) — 1, 0,7853981635 = 7/4 
c. f(x) = e, diverge 
103. b. 1 111. Não decrescente, limitada 
113. Não é crescente, limitada 
115. Converge, teorema da sequência crescente 
117. Converge, teorema da sequência crescente 
119. Diverge, definição de divergência 123. Converge 
121. Converge 133. b. V3 
Seção 10.2 
ME EA NE] pa A 
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89. 
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. Converge, 5/3 
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. Diverge 
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aa 
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cos (a 2): converge 6 


1 
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Seção 10.3 


. Converge 


. Diverge; 


3. Converge 5. Converge 7. Diverge 


Converge 11. A série geométrica, F = 10 <1l 


dim, =1%0 


15. Diverge; p-série, p < 1 
1 


ra 


. Converge; série geométrica, r = 8 < 1 


. Diverge; teste da integral 
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21. Converge; série geométrica, r = 2/3 < 1 
: ; f 2: 
23. Diverge; teste da integral 25. Diverge; dim, n+1 * 0 
27. Diverge; limo (NV yIn n) * 0 
29. Diverge; série geométrica, r = is >1 
31. Converge; teste da integral 37. Converge; teste da integral 
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Respostas selecionadas 


Seção 10.8 
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23. 8+10(x-D)+6(x-2P+(x— 2) 
25. 21 -36x + 2) + 25(x + 2} — 8(x +2) + (x +2) 
27. 2C Dn + D(x- 1)" 
n=0 
2. >, So 2)" 
< n+1 q T a 
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k(k — 1 
49. a Q(X% = 1+ k+ ci ye b. 0< x< 10013 
Seção 10.10 
x LL % xx 3º 5 
LL E Pio go qe 
Da A qd e "ORO 
3.1 2X+ 8X 16 * 2 1+>5 see 
xl x 
11. (1+0)=1+4x+ 62 +40 +x 
13. (1 2x} =1 6x + 12x2 — 8x3 
15. 0,00267 17. 0,10000 19. 0,09994 21. 0,10000 
1 3 o ya 
23. 13.61 * 000011 25. 3- 7.317 11-5! 
x x! 
27. a. 2 = 2 
£ xXx. yx UN 5 x2 
b 2734156 qo” TA aq 
29. 1/2 33. 13 37.2 39. 3/2 43. cos 3 


3 


31. -1/24 35.1 4e 45. V32 41.7 
x -1 lá 
49. 14x2 5L (1+ x? 55. 500 termos 57. 4 termos 
3 5 7 
X 3X 5x 
59. a. X +4 6 +20 + T raio de convergência = 1 
3 
T E De se 
b 27X- 6740112 
61. 1-—2x+ 3x? -— 49 + 
67. a. »(YV21+i ei 
cadan dB A 
71. X+ Xx + 3X 30º + ---, para todo x 
Exercícios práticos 
1. Converge para 1 9. Converge para 1 17. Diverge 
3. Converge para-l 11. Converge parae% 19. 1/6 
5. Diverge 13. Converge para 3 21. 3/2 
7. Converge para0 15. Converge paraln2 23. e/(e- 1) 
25. Diverge 33. Converge absolutamente 
27. Converge condicionalmente 35. Converge absolutamente 


85. 


. Converge condicionalmente 
. Converge absolutamente 

. 2.3, -7<x<-l 
. a.1/3,0<x<283 b.0<x<2/3 
. 2.00, para todo x 


.a V3, 
. 4.€,-EX<x<e 


TEXAS 


.2 | 


1 
T espa sã 


. 0,4849171431 
.2 79.r=3,5=9/2 


«In es ; a série converge para In 1 
21.4" 27 


37. Converge absolutamente 
39. Converge absolutamente 
b.-7<x<-1 c.x=-7 

c. Nenhum 

b. Para todo x e. Nenhum 


-V3<x<V3 b-V3<x< V3 


c. Nenhum 


b.-e<x<e e. Conjunto vazio 


1 14 

53. senx,7,0 55. €,In2,2 57. 2,2% 

EDAD oo (— 1)"x 103 m da 
(2n + 1)! A CRA (2n)! 3 

X+)  3x+ 12 Ax+ 12. 

23.21 Ba o 


5 3) AG 33 


71. 0,4872223583 
81. 2/3 


2:1! 


73. 7/2 75. 1/12 


a.oo b. a=1,b=0 87. A série converge. 


Exercícios adicionais e avançados 


1. 
3 
5 
7. 
9 
11. 


B. 


15. 
23. 


31. 


Converge; teste da comparação 


. Diverge; teste do n-ésimo termo 
. Converge; teste da comparação 


Diverge; teste do n-ésimo termo 


; Coma=m/3,cosx=5 con m/3) qa 1/3)? 
eva 3 
+ A 7/3) 
e. 
Coma=0,e = 1 + x4 21 3] 
Com a = 22m, cosx = 1— >(x— 22m) + ¿y x- 22m)! 
- $x- 22m) + 
Converge, limite = b 17. 72 b=+5 
a=2,L=-—7/6 27. b. Sim 


b. 6 ce. lg 


a s nx” 1 
n=1 


33. a. R = Coe tio — ento — eo), 
R= Ce — eto) = C(e- 1) 
b. R, = 1/e = 0,368, 
R o = R(1 — e") ~ R(0,9999546) = 0,58195; 
R ~ 0,58198; 0 < (R — R io)/R < 0,0001 
CiT 


CAPÍTULO 11 
Seção 11.1 


1. 9. 


> x 


muda a 
direção 
emt=0 


y=2x +3 


2 
y =x"(x-2) 


17. 


Respostas selecionadas 


>x 


19. 


x=acost, y=-asent, 0 < t< 2r 


a. 

b. x=a cost, y=a sent, O<t<27 
c. x=acost, y=-asent, 0< t< 4r 
d. 


x=acost, y=asent, 0 < t< 4r 


. Possível resposta: x=-—1 +5t,y=-3+4t0<t<l 
. Possível resposta: x= 2+1, y=¢£, t <0 
. Possível resposta: x = 2 — 3t, y =3 —4t,t2 0 


. Possível resposta: x = 2 cos f, y = 2 |sen 1|, 0 < t < 47 


E —at a 
Possívd resposta: x = E. y = , 
v1+t v1+t 
-œ <t< o 
4 4tg0 


Possivel resposta X= 17290 Y” TF 290 


0<0<T/2ex=0,y=2se0= 7/2 


33. Possível resposta: x = 2 — cos t, y = sen t, 0 < t < 2m 
35. x=2 cotg t, y =2 sen? t, 0< t< 
37. x= sen? ttg t, y =a sen? t, 0<t<11/2 39. (1, 1) 
Seção 11.2 
d2 
1. y= =x + 2V2, = -v2 
no: dy v2 
3. y= =3XT 2V2, ER “A 
a dy_ 
5. y CF qe 2 
d 
7. y= 2x- V3, Y a 
dx 
dy 1 
9. y 4, de O 
o TV3 À dy 
11. y= V3x 3 +2 de 4 
a? 
13. y=%-1 2= 108 
15. -3 23. abr 31. 87? 
16 52 
17. -6 25. 4 33 o 
19. 1 27. 12 35. 37V5 
21. 3427 29. 7º 
E 12 24 24 
37. (X,Y) E pd 2) 


495 
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43. ax-1, y o i 

b. x=0, y T 0 
ex-MB-1 3-vV3 dy 2V3-1 
CO E E 


45. (2 1), y=2x em t=0, y=-2x em t=m 


47. a. 8a b. 64r 


3 
Seção 11.3 
1. a, e; b, g; c, h; d, f 
3. 


(23) 


2 


a (2.5 + 20) e (2,5 + (2n + nr) n um inteiro 


b. (2,2n7) e (-2, (2n + 1)7), num inteiro 
c (2.57 + 20) e (22,25 + (2n+ Dr) 
num inteiro 
d. (2, (2n + 1)m) e (-2, 2n7), n um inteiro 
5. a. (3,0) e. (3,0) 
b. (3,0) f. (1,43) 
e. (-1, V3) g. (3,0) 
d (1, V3) h. (-1, V3) 
T 117 
7. a. (v23) (o (22) 
b. (3,7) d. (5,7 — 1913) 
57 57 
9. a (-3v2 57) Cc (2.55) 
11. 


13. 17. 


19. 23. 


21. 25. 


< 


>x 


0 1 


27. x= 2, reta vertical passando por (2, 0) 29. y=0,0 eixo x 

31. y=4, reta horizontal passando por (0, 4) 

33. x+y= l, reta, m=-1,b=1 

35. x? +y? = 1, circunferência, C(0, 0), raio 1 

37. y—-2x= 5, reta, m=2,b=5 

. y? =x, parábola, vértice (0, 0), abre para a direita 

41. y= e”, gráfico da função exponencial 

43. x+y=+l1, duas retas de coeficiente angular —1, interceptos y 
emb=+] 

45. (x+2y 

47. x? +(y-4) = 16, circunferência, C(0, 4), raio 4 

49. (x-1)+(y- 12 =2, circunferência, C(1, 1), raio 1/2 


y?=4, circunferência, C(2, 0), raio 2 


51. V3y+x=4 53. rcos0=-7 55. 0=7/4 
57. r=20ur=-2 63. r=4sen0 
59. 41? cos? 0 +91 sen?0=36 65. 1?=6rcos 0 — 2r sen 0 — 6 


61. rsen?0=4c0s0 67. (0, 0), onde 0 é qualquer ángulo 


Secáo 11.4 

1. Eixo x 5. Eixo y 

à A 

r=1+cos6 
1 
x 
+ 
3. Eixo y 7. Eixo x, eixo y, origem 
A y 
v2 
r=sen(0/2) 2 
r=1-seng A 


> x 
+ 
2 
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9. Eixo x, eixo y, origem 11. Eixo y, eixo x, origem 25. 27. 
y y A y 
T A 0O=sr=2-2c0s0 À 
1 r2=-sen 0 r=2 
r2=cos 6 


>x >x 


29. (a) 
13. Eixo x, eixo y, origem 


15. Origem Seção 11.5 
17. O coeficiente angular em (—1, 7/2) é —1, em (—1, —7/2) é 1. 


T T 
ieg sa 9 >1 13. 343- 7 
3. 187 7.2 11. 57-8 tana 
3" 2 
17 EE + v3 
3 q 
19. 254 
21.193 23.8 


25. 3(V2+ In(1 + V2)) 


3 
8 


19. O coeficiente angular em (1, 7/4) é —1, em (—1, —7/4) é 1, em 


(1, 37/4) é 1, em (1, 3/4) é —1. 27. q + 


cola 


Seção 11.6 
1. y? = 8x, F(2, 0), diretriz: x =-2 
3. x? = —6y, F(0, -3/2), diretriz: y = 3/2 


2 2 

5 -%4=1 F(£VBO) V20, 
assíntotas: y = 5x 
2 

7. 5+y=1 F10, V(+V2,0) 

21. b. | 5; 1 
A 
x=-3 


1 
"=-+sen 0 
r 5 er 


23. a. 


> x 


NI= 
NIU 


498 Cálculo 


17. 21. 
y y 
A A 
2 2 y 
2, y v3 Tale 
4 25 16 2 3 
>x 
>x v2 
=5 5 
-4 
19. 23. 
g 
b 5 
A A 
53 
xy. 
vê q tg! 
> x 


31. Assíntotas: y = +2x 


29. Assíntotas: y = +x 33. Assíntotas: y = +x/2 
y 
A 
y? x2 
v10H Fi 2 8” À 
se 
Sá 
y| 
S ns 
> >x 


-vV10| F> 


(y+2)?=8(x-1) 


41. Focos: (4 + V7, 3); vértices: (8, 3) e (0, 3); centro: (4, 3) 


e 0-3] 
16 9 


43. a. Centro: (2, 0); focos: (7, 0) e (-3, 0); vértices: (6, 0) e (2, 0); 


assíntotas: y = ++ (x — 2) 


diretriz: x=—3 


45. (y+3)?=4(x+2), 
47. (x-1)?=8(y+7), 


V2,3), FEl,-3), 
Va, -7), F(1,-5), 


diretriz: y =-9 


(x+ 2)?  (y+ 1? 
a. + el F(-2443-1) 
vc ed ie» =i) 
= 2 = 2 
(CAUÃ FB3 e F03, 
V(+V3 + 2,3), C(2,3) 
= 2 = 2 
53. Es E E a =1, C(2,2) F(5,2) e F(-1,2), 
V(4, 2) e V(0,2); assíntotas: (y — 2) = 18 x - 2) 


55. (y+ 1? - (x+ 1?=1, C(-1-D, F(-1, V2- 1) 
e F(-1-V2-1), V-10 e V-1,-2); 
assíntotas (y + 1) = +(x + 1) 

57. C(2,0)a=4 59. VI, F1, 0) 


| (x+ 2) 
61. Elipse: H y = 1, C(2, 0), F(0, 0) e F(-4, 0), 


v( v5- 2,0) e V(-V5- 2,0) 


(x= 1)? 


63. Elipse: 2 t (y- 1? = 1, C(, 1), FO, 1) e Fo, 1), 


vV(V2+ 1, 1)e v(-V2 + 1,1) 
65. Hipérbole: (x — 1? — (y - 2} = 1, C(1, 2), F(1 + V2,2) e 
F(1- V2, 2), V2, 2) e V(0, 2); assíntotas: y- 2)= +x- 1) 


a (y-32 x 
67. Hipérbole: 6 “35 1, C(0, 3), F(0, 6) e F(0, 0), 


v(0, V6 + 3) e v(o, -V6 + 3); assíntotas: y= V/2x+3 
ouy= -V 2x+3 


69. b. 1:1 

73. Comprimento = 2V2, largura = V2, área = 4 

75. 247 

TT. x=0,y=0:y =—2x3x=0,y=2:y=2x+2x=4,y=0 
y=2x-8 
cia ca 00 

79. x=0, y= 3 

Secáo 11.7 

1. e= 3, F(+3, 0); as di- 5. e= e, F (0, + 1); as di- 
D 25 3 

retrizes são X = Ea retrizes são y = +3. 


3, e= a F(0, +1)asdi- 7. e= v F(+V3, 0); 
retrizes são y = +2. as diretrizes são x = +3V/3. 
y y 
A i E T NM 
| | = | Lor f i i y 
3 -3 3 1 
S | | 
APTA AA PARAR ' Ver ' 
2 2 
X y 
2 2 
X Yra 
11. 2851 * 2900 ~ | 
2 2 
x Y- e 
13. 9 + ao 1 
L y o 
15. 64 F 28 =1 
17. e= V2 F(+V20); 19 e= V2 F(0, +4); as 
as diretrizes são x = + des à diretrizes ios das 
v2 


21. e= V5; F(+10, 0); 
2 


as diretrizes são + 


39. 


x=-5 


41. 


pe 400 
16 +8 seng 


>x 
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23. e= V5; F(O, + v10); 
as diretrizes são y = kT 


ando E 1 Semi 
AS ET 

35. 1=3 — 

43. 


p= 8 
2-2 seng 


500 Cálculo 


53. y 75. b. 
Planeta Periélio Afélio 
r=4cos 6 
Mercúrio 0,3075 UA 0,4667 UA 
Vênus 0,7184 UA 0,7282 UA 
ii Terra 0,9833 UA 1,0167 UA 
Marte 1,3817 UA 1,6663 UA 
Raia'= 2 Júpiter 4,9512 UA 5,4548 UA 
55. E 67. y Saturno 9,0210 UA 10,0570 UA 
fi at r=4 sen 0 Urano 18,2977 UA 20,0623 UA 
Netuno 29,8135 UA 30,3065 UA 
r=-2 cos 6 
ns Exercícios práticos 
2 >x 
Raio =1 1. 5. 
57. r= 12 cos 0 
A 
(1-6 + y?=36 
r=12c0s0 
E i 
59. r= 10 sen 0 
A r= 10 seng 
x+ 0-5) =25 
© e x 
7. x=3 cos t, y =4 sen t, 0 < t < 2m 
61. r=-2 cos 0 _M3 LA 
y 9. y XFA 
=E | x| 3/2 
a+ +y =l — a. y= 8 = 1 
r=-2c0s 0 
£ 1- x? 
E) f ; i ! | E 
É 10 285 
13. 3 15. 8 17. 10 
Qr 76r 
1 Edda 1T 
r= 142 seno 13. 2 R. L 3 
63 23. y=Px-4 25. x=2 
y 
E A x=2 
x-V3y=4V3 
>x 2 
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A a 
m y=-3 33. r=—5 sen 0 A RR E E 
2 S er (y+5? 
y A 65. 3 25 1, C(-3, -5), F(-3, —1) e 


r= Ssen9 F( 3, 9), V( 3; 10) eví 3, 0). 
(y - 2V2)? (x— 2)2 


“e + 
> 7 67. A z = L C(2,2V2), 
a S F(2, 2V2 + 10), v(2, 4V2) e V(2, 0), as assíntotas são 
2 y =2x-4+2V2e y=-2x+ 4+ 2V2. 
69. Hipérbole: C(2, 0), V(0, 0) e V(4, 0), os focos são F(2 + V5, 0) 


ju 


29. x2+(y+2)=4 35.r =3 cos 0 e as assíntotas são y = + x > 2 
y y 
A ^ 71. Parábola: V(-3, 1), F(-7, 1) e a diretriz éx = 1. 
(2 73. Elipse: C(3,2), F(-3 + V7,2),V(1, 2) e V7, 2) 
75. Circunferência: C(1, 1) e raio = V2 
2 2 r=3 cos 
rateng | Arora =A ° S 77. V(1, 0) 79. V(2, 7) e V(6, 7) 
A A 
0 
2 "= TE cos 0 (2,7) j= RR 
E 2 2 — 37. x 
31. (x V2) +y =2 3 o] Jao á (6, m) id 
A A 5 
r= 2V2 cos 6 0O<r<6cos6 


Sy 5 E > x 4 2 
81. r= I 20050 83. r= 2+ n9 85. a. 247 b. 167 


- Exercícios adicionais e avançados 
(x -v2) + y =2 2 


3d 411 Bk 45i 4.27 49,2+7 a 
5L8 5.r-3 


55. O foco é (0, —1), a diretriz 59. e= 
éy=1. A 


la 
Sl 
1 
h 
H 


>x 


4 


57. O foco (3 0) a diretriz 61. e = 2; as assíntotas são 


y = +V3x 


> '< Alw 
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15. 


9x? +472-36=0 L 


N 3 , 


0 b. V5 feta 


17 a.r=e? 1) 


4 


19. [= 1720050 


21. = 27 seno 


23. x= (a+ bjcoso — beos(? b >), 
+ 


b 
2) 


a 


= (a + Dseng — bsen( 


nia x 


27. 


CAPÍTULO 12 
Secáo 12.1 


1. Areta passando pelo ponto (2, 3, 0) paralela ao eixo z. 


. Oeixox. 


. A circunferência x? + y? = 4 no plano xy. 


. A circunferência x? + z? = 4 no plano xz. 


© 1 UU Y 


. A circunferência y? + z2 = 1 no plano yz. 
J y: 
2 y 


11. A circunferência x? + y? = 16 no plano xy. 

13. A elipse formada pela intersecção do cilindro x? + y? = 4 e pelo 
plano z= y. 

15. A parábola y =x? no plano xy. 


17. a. O primeiro quadrante do plano xy. 


b. O quarto quadrante do plano xy. 
19. a. A bola de raio 1 centrada na origem. 
b. Todos os pontos a mais de 1 unidade da origem. 
21. a. A bola de raio 2 centrada na origem com o interior da bola 


de raio 1 centrada na origem removida. 


= 


. O hemisfério superior sólido de raio 1 centrado na origem. 
23. a. A região sobre ou dentro da parábola y = x? no plano xy e 
todos os pontos acima dessa regiáo. 
b. A regiáo sobre ou á esquerda da parábola x = y? no plano 
xy e todos os pontos acima desde que estáo a 2 unidades ou 
menos distantes do plano xy. 


25. a x=3 b.y=-1 ce. z=-2 
27. a. z=1 b.x=3 ec y=-l 
29. a. 12+(p-2)?=4,2=0 
b. (-2+2=4,x=0 e. 12+2=4 y=2 
31. a. y=3,z=-1 b.x=1l,z 1 e x=1,y=3 
33. 2 +y +z2=25,z=3 35. 0<z<l 37. z<0 
39. a. (x-1)?+(y-1?+(-1)?<1 
b. (x- D?+(-1?+(G-1?>1 
41.3 43.7 45. 2V3 47. C(—2,0, 2), a = 2V2 


49. C( V2, V2, -V2),a = V2 


51. œ-1}+0-2}+(z-3}=14 


2 2 
RE Nº. | 2Y 16 
53. (X+ 14 (y 3) (z H 3) 81 


z 1 1 Ty... EVA 

55. C(-2,0,2),a = V8 s7. Cl a à). a 
59, a Vy+zZ b Vx+z2 a Vx + y 

61. V1I7T+ V3+6  63.y=1 

65. a. (0,3,-3) b. (0, 5,-5) 
Secáo 12.2 

L a (9-6) b 3/13 3a (13) b vV10 

5. a (12-19 b. V55 Za E >) pS 
9. (1-4 IL (2-3 B (133 

15. (BA) 17. -3i+2-k 19, -3%+ 16 
2L 31+ 5j — 8k 


23. O vetor v é horizontal e tem 1 polegada de comprimento. Os 
vetores u e w têm 16 polegadas de comprimento; w é vertical 


e u forma um ángulo de 45º com a horizontal. Todos os veto- 


res devem ser desenhados em escala. 


= 
a 


> PO 
25. (21 E 3) = 2k) 27. 5(k) 
I1. 1, 1 
29. Val i j k) 
2V3 V3 v3 
3L a 2i b.-V3k ci +¿k d. &- 2j + 3k 
7 


33. G (2 — 5k) 

BEE cio 
O 5V2 5V2? v2 
mas ps Eo cdo b (315) 


k b. (1/2, 3, 5/2) 


Va Y NE 222 
=3p=d 
39. 4(4,-3,5) 41. a= > D => 
43. =(—338,095; 725,046) 
45. |Fil= A = 73205N, 
1 o 
IF| = A = 89,658N, 


F, = (—|F| cos 30°, |Fi| sen 30º) = (63,397: 36,603), 
F> = (|F>|cos45º,|F>| sen 45º) = (63,397: 63,397) 


a. w= DOSTS = 126008N, 
IF] = “OS. 106,933 N 


49. a. (5c0s60º, 5sen 60º) = G 5x3) 
b. (5cos60º + 10 cos 315º, 5 sen 60º + 10sen 315°) = 
5 + 10V2 5/3- 10V2 
2 í 2 
Ds Da Eu 
51. a 51+>3j)-3k b.i+j-2k c. (2,2,1) 
Seção 12.3 
La-25,55 b-1 c -5 d. -2+ 4j- V5k 
3 a 5,155 bi 03 d(10+1j-2) 
= o, 2 
5. a 2, V34, V3 b. G — = 
VIVA ` VA 
d 55- 3 T 
ali VO Vea lvl 
V 26 
+ pS 
DVI q 1º VI (5 + 5) 
V546 26 
9. 0,75 rad. 
11. 1,77 rad. 
13. Ángulo em A = cos”! (+=) = 63,435 graus, ângulo em 
v5 
B = cos”! (5) = 53,130 graus, ângulo em 
C= cos! (==) = 63,435 graus. 
v5 
23. Componente horizontal: ~ 1188 pés/s, componente vertical: 
= 167 pés/s 
25. a. Uma vez que jcos 0| < 1, temos |u - v| = luljvicos 0| < 
lullvG) = [uljvl. 

b. Teremos igualdade precisamente quando |cos 0| = 1 ou 
quando u ou v ou ambos forem 0. No caso de vetores não 
nulos, teremos igualdade quando 0 = 0 ou 7, ou seja, quan- 
do os vetores forem paralelos. 

27. a 
. x+2y=4 37. x+y=-l 


35. 


-2i+j 


-2x +y = -3 


>x 


Ai -2j 
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41. 53 45. q 49. 0,14 
43. 3464] 47. E 
Seção 12.4 
1. ju x v|=3, Ee Si + 3) + Zk |v X u| = 3, a direção 
2- 2 
e 31 jj 3K 
3. |u X v| = 0, sem direção; |v X u| = 0, sem direção 
5. |u X v| = 6, a direção é —k; |v X u| = 6, a D ék 
T: uxv|= 6V5, a direção é Lj — k; |v x uj = 6V5, 
v5 E 
a direção é — 


31. 
33. 


35. 


45. 
49. 


a. 2V6 b. +++) 
a. v2 b. + E =) 
2 Ra 

. 8 21.7  23.a. Nenhum b. uew 25. 10V3 pés-lb 
. a. Verdadeira e. Nem sempre verdadeira 

b. Nem sempre verdadeira f. Verdadeira 

c. Verdadeira g. Verdadeira 

d. Verdadeira h. Verdadeira 
. a. proj, u= YZ v d. (uX v): w| 

b. +uXv e. (uX y)X (uX w) 

c. +(UXv)Xw f. y 

a. Sim b. Não c. Sim d. Não 

Não, v não precisa ser igual a w. Por exemplo, i+ j #—i+ j, mas 


ix(i+D=ixitixj=0+k=ke 
ix(i+j=Aixi+ixj=0+k=k. 
2. 31713 39.VI 4% 42 
2 2 
2 yA 
2 o 2 
Se A =q i+ aje B= b i+ bj, então 
DS k la 
AxB=la a 0|=|" k 
; bi ba 


b bz 0 
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e a área do triangulo é 13. 23. 
1 _,lja a A é 
2AA B= E3 li bəl” E 
O sinal aplicável é (+) se o ângulo agudo de A até B vai em 
sentido anti-horário no plano xy, e (—) se ele vai no sentido 
horário. a 
Seção 12.5 5 F 
1. x=3+t,y=—+t,z=-l+t 7.x=1,y=1,z=1+t a 
3. x=-2+5t,y=5t,2=3-—S5t 9. x=ty=-7+21,z=2f 
5. x=0,y=21,2=1 11. x=ty=0,2=0 
13. x=ty=1t,2=531, 17. x=0,y=1-2tz=1, 25. 
2 15. 
0O<t<1 0O<t<l 


1% 
19. x=2- 2t, y=2t,z=2—2t, 
O<t<l 
Y 
Y 
Ei 
# 
(2,0,2)4 
I y 
| (0,2,0) 
i 
21. 3x-2y-z=-3 25. x+3y+4z= 34 
23. 7x-5y-4z=6 27. (1,2, 3), 20x + 12y+z=7 19. 29. 


41? +9y? +47 =36 z 


29. y+z=3  3l.x-y+z=0 33. 2V30 35.0 


9V 42 
7 


39.3 41.195 43.53 45. 9V41 


47. m/4 49. 138rad.  51.082rad. 53. (3-31 
TT, ra ra (> >: 


55. (1,1,0) 57. x=1-ty=1+tz=-1 

59. x=4,y=3+6t,z=1+3f 

61. Ll intersecta L2; L2 é paralela a L3; Lle L3 são inclinadas. 
63. x=2+2t,y=4-tz2=7+3t,x=-2-t, y =-—2 + (1/2), 


z=1- (3/2) 
21. 
6s. (0,-5,-3 ),(-1,0.-3), (1, -1,0) 
2 2 
69. Muitas respostas possíveis. Uma possibilidade: x + y = 3 e 
2y+z=7. 


71. (x/a) + (y/b) + (z/c) = 1 descreve todos os planos exceto aquele 
passando pela origem ou paralelo a um eixo coordenado. 


Seção 12.6 


1. (d), elipsoide 3. (a), cilindro 5. (1), paraboloide hiperbólico 
7. (b), cilindro 9. (k), paraboloide hiperbólico 11. (h), cone 


33. 


35. 


37. 


45. a. 


43. 


27(9 — c?) 
9 


b. 87 


Exercícios práticos 


5. 


7. 


9. 


11. 
13. 


15. 


17. 


19. 


a. (17,32) b. V1313 
a. (6-8) b. 10 
8 1 

2 , 
8 


2 


( 
CE VE) 


Comprimento = 2, a direção é 


v (7/2) = 2) 

Comprimento = 7, a direção é 
8 i 2 a 8 k 

v3 V33 V33 


Iv| = V2 |u| =3,v-u = u-v = 3,v x u= -2i + 2j — k, 


ux v= 2i- 2j + k,|vx ul = 30 = cos? ( 


a 
—=i+ 
V2 

2—3 
7 7 


4y? +z? -4x =4 


) assumindo sentido anti-horário] 


a, 
V2 
6 


j+3k 


jul cose = 


V2 
fai+j-K 


= provu = 3(i + j) 


21. 


23. 
31. 
35. 


39. 


43. 
45. 
47. 
49. 


53. 


57. 
59. 
6l. 
63. 
65. 


67. 


69. 
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Respostas selecionadas 


uxv=k 


ix(i+j=k 


2V7 25.a. VIA b.1  29.V78/3 
x=1-3t y=2 z=3+7%% 33. V2 
2x+y+z=5 37. -9x + y +7z=4 

(o 5 JK L0,-3)},(L-L0) 41. 7/3 
x=-5+ 5t, y=3-t,z=-3t 


b. x=-12t, y= 19/12 + 15t, z = 1/6 + 6t 
Sim; v é paralelo ao plano. 
3 51. -3j + 3k 


2 soos 1126 7 
vas (s Ss x) 55. (5 9 -3) 


(1, 2, -1)x=1-5t, y =-2 + 3t,=-—1 + 4t 
2x+7y+22+10=0 
a. Não b. Não c. Não d. Não e. Sim 


11/4107 


71. 


2,.2,.2 
xX+y+7=4 
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Exercícios adicionais e avançados 


1. (26,23,-1/3) 3. |F|=201b 
5. a |F¡| = 80lb, |F2|= 60lb, F, = (-48, 64), 


F2= (48,36), a=W, B-03 


b. Fr] = 252 ~ 1846151b, |F| = EO ~ 76,9231b, 
F, = — — = (—71,006; 170,414), 
F, = a, = (71,006; 29,586), 
aa poz 


9. a. 0=tg 1 V2= 54,74% b. 0=tg"2V2= 70,53" 


A. 
13. b. V4 c. 2x-y+2x=8 
d. x- 2y+z=3+ 5V6 e x- 2y +z=3- 5V6 


32. 23. B 

15. git gl ar 

17. a. 0,0 c. —4i—6j+ 2k, i—2j—4k 
b. —10i—2j+6k,-9i—2j+7k d. —10i— 10k, -12i-4j-8k 


19. A fórmula é sempre verdadeira. 


CAPÍTULO 13 

Seção 13.1 

L y=x*-2x v=i+2j a= 2 

3. y= 58 v=3+4, a=3i+ 8j 
A AA 

5. t gv 2 I 2 J, a 2 I 2 J; 

T v=i-j, a= -i 


r=(t-sen t)i + (1 -— cos t)j = ) 
1 


oj m 2m 
= É e : O PA 
9. v=i+2fj + 2k; a = 2j; velocidade: 3; direção: 31 + 3) + 
Dio saidas do. O 
3K M1) a(i i 33 2k) 
IL v= (-2sen t)i + (3cosbj + 4k; 
a= (—2 cos t)i — (3 sen t)j; módulo da velocidade: 2V5; 
direção: (—1/V5)i + (2/V5)k 
v(7/2) = 2V5|(-1/V5)i + (2/V5)k] 


-{_2 Naima _ = RT 
B. v (si +28 + tka (ais + 


módulo da velocidade: W6; direção: 1 i+ 2 j+ 1 k 
v6 6 6 
Las a 1 
sa va Y va) 
15. 7/2 19. x=t, yp=-l, z=1+t 
17. 7/2 21.x=t, y St z=t 
23. a. (i): Tem módulo da velocidade constante 1 (11): Sim 
(111): Sentido anti-horário (iv): Sim 
b. (1): Tem módulo da velocidade constante 2 (11): Sim 
(iii): Sentido anti-horário (iv): Sim 
c. (1): Tem módulo da velocidade constante 1 (11): Sim 
(iii): Sentido anti-horário 
(iv): Inicia em (0, —1) em vez de (1, 0) 
d. (1): Tem módulo da velocidade constante 1 (11): Sim 
(111): Sentido horário (iv): Sim 
e. (1): Tem módulo da velocidade variável (11): Não 
(111): Sentido anti-horário (iv): Sim 


25. v= 2V5i + V5j 
Seção 13.2 


1. (UNi+7+G/2)Kk 3 A 


lira 
5. (In 9i + (In 4)j + (In 2)k 

e-1, e-l, 

z its j+k 


r(t) = (+ 1)i ' (+ 2) (+ 3)k 


9. 
1L 
B. rt) = ((t+ 1) - Di + (et + Dj + (In(t+ 1) + Dk 
15. 
17 


r(t) = 8ti + 8tj + (-16t? + 100)k 


O ES Ao 1) (es t 2) 


1 2t Eo 
3 |k t? 4 Ja j+k 
) É vu 
19. 50 segundos 


21. a. 72,2 s;25.510m b. 4020m c. 6378m 
23. a.v% 9,9 m/s b. v=% 18,4° ou 71,6° 
25. 39,3º ou 50,7° 
31. b. v, bissectaria de Z AOR. 
33. a. (Assumindo que “x” seja zero no ponto de impacto) 

r( = (x(i + (Hj, onde x(t) = (35 cos 27º)t e 

IA = 4 + (35 sen 27%) — 162. 

b. Em t = 0,497 s, atinge sua altura máxima de cerca de 
7,945 pés. 
. Alcance = 37,45 pés; tempo de voo = 1,201 s 
d Emt=0,254 e t~ 0,740 s, quando é = 29,554 e ~ 14,396 
pés a partir de onde ela atingirá o solo. 


ES p2 ey 
2 val 
+(i+ 2j + 3k) 


e 


e Sim. Isso muda as coisas porque a bola não passará da rede. 
35. 4,00 pés, 7,80 pés/s 


43. a. r(t) = (Di + Aj; onde 
x = (abs) — 6 208)(152 cos 20º — 17,6) e 


yt = 34 (asa 


e 208 (sen 20º) 


e 9.08 


b. Em t = 1,527 s ela atinge a altura máxima de cerca de 
41,893 pés. 

c. Alcance = 351,734; tempo de voo ~ 3,181 s 

d. Em t= 0,877 e 2,190 s, quando ela está a cerca de 106,028 
e 251,530 pés do rebatedor. 


e. Náo 
Secáo 13.3 
E V5 
LT ( senti (3cost) F=3 k, 37 
ate Lj, M K 
vi+t vi+t 
5. T= costj + sentk 5 
_ (cost— tsent). sent + tcost). 
dl ( t+ 1 Ji ( t+ 1 J 
[NAN o, 
ANTI 
9. (0,5, 247) 11. s(9=5t, L= 


13. st) = V3e - V3, EE 
15. V2 + In(1+ V2) 
17. a. O cilindro é x? +y? = 1, o plano éx+z=1. 


b. e €, 


27 
= V1+ semtd e. L=7,64 
0 


Secáo 13.4 
1. T = (cos ñi — (sen £)j, = (=sen ĉi — (cos f)j, k = cos t 
1 E t S —t . 
3 T= i j, N= i 
V1i+t?  V1+t? v1 + t? 
a 1 
VI+” 2( V1 + t?) 
5. b. cosx 
—2e* 1 
7. b. N | 
V1+4e*  V1+4e* 
Lal 2: 
c N 5( 4- tĉi + tj) 


19. 


21. 
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Respostas selecionadas 


T- 3st; 2; | 5K N = (=senbi — (cost)j, 
ca a 
25 
P (St ai); (stent) 
V2 v2 
N= (man) i (m ast) 
V2 v2 ' 
EE 


o i tj 
ve +1 P+1 


T= vt? E e 


(ta $). 
v- (oi) (3) 


1/(2b) 


23. k(0)=2/(1 + 412)?" 


2 
(x = 3) +y2=1 25. k(x)=|senx|/(1 + cos? x)32 


Secáo 13.5 


1. 


7. 


23. 
29. 


31. 


. B=k7=0 


. Sim. Se o carro estiver se movendo sobre uma trajetória curva 


4 2v5 


a = |alN =3T + =3 N 5.a(0)=2N 
a V2,, M2) Tm. V2,, M, 
= T 2 J 4 = 2 + 2 j. 
di )- a Ys B(7) = k; plano osculador: 
5-1; bano normal: =x + y = 0; plano retificador: 


Loy 


_ (4 a 4 Lc 3 4 
B (Scost)i (sent) 5K 7 35 


13. B=-k,7=0 15. B=k,7=0 


(x % 0), então a, =x[v?40e2a%0. 


K= T 
Componentes de v: —1,8701; 0,7089; 1,0000 

Componentes de a: —1,6960; -2,0307; 0 

Velocidade: 2,2361; componentes de T: — 0,8364; 0,3170; 0,4472 
Componentes de N: — 0,4143; — 0,8998; -0,1369 
Componentes de B: 0,3590; — 0,2998; 0,8839; curvatura: 0,5060 


Torção: 0,2813; componente tangencial de aceleração: 0,7746 


p=t 


Componente normal de aceleração: 2,5298 

Componentes de v: 2,0000; 0; -0,1629 

Componentes de a: 0, —1,0000; — 0,0086; velocidade: 2,0066 
Componentes de T: 0,9967; 0; -0,0812 

Componentes de N: — 0,0007; —1,0000; — 0,0086 
Componentes de B: — 0,0812; 0,0086; 0,9967; 

Curvatura: 0,2484 


Torção: 0,0411; componente tangencial de aceleração: 0,0007 


Componente normal de aceleração: 1,0000 
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Seção 13.6 Ea gbt z 
1. v= (3a sen 0)u, + 3a(1 — cos 0)u, Va? + b? 
a = 9a(2 cos 0 — 1)u, + (18a sen OJu, dr _ bg T: ( bat y 
3. v=2ae%u, +2eu, at? Va? + b? a? + b? 
a = 4e% (a? — 1)u, + 8ae'u, Não existe componente na direção de B. 
5. v=(-8 sen 4Ju, + (4 cos 41)u, 5a a = tcos6 — rósno, Y = tseng + rôcoso 


a = (40 cos 4/)u, — (32 sen 4u, 


dr (o : 
b. Fi = Xcos6 + ysn, r dt xseng + y cosO 


Exercícios práticos 
P 7. a. a(1)=-9u,- 6u, v(l)=-u + 3u, b. 6,5 pol. 


1. 9. ec. v=tu + róu, + 2k a= (r — r0%u, + 
(rö + 2r0)u + żk 
CAPÍTULO 14 
Secáo 14.1 
l.a.0 b.0 c. 58 d. 33 
3. a. 4/5 b.8/5 c.3 d. 0 
5. Domínio: todos os pontos (x, y) sobre ou acima da reta y =x +2 
Em1=0: a, =0, ax = 4, k= 2; 
mo To 42 _4v2 
ES A Ao q oy 
3. Wian l 5. k=1/5 
7. dy/dt=-x; sentido horário 
11. O peso estará no chão, cerca de 66 pés e a 3 pol. da marca. 


. TT ar? T ar? 
15. Comprimento 4 14 16 ` In 47 14 16 7. Domínio: todos os pontos (x, y) fora do gráfico de y = x ou 
=a 
y=x 
2; Lal 1 Ds y 
17. T(0) =31-3j+35k  N(0) = —2i+ —-j; 4 ' 
(0) = 317 3) 3K (0) vã 3! A E 
1 1 4 v2.1 ves [0-0 
B(0) = a y a” q a 
3 3 3V2 E ZÉ AO J 
inn da mesa 
19. T(In2) = Em + A N(In2) = IA j; PEL 
Va vu Vi vu a 
8 ¿RN 
B(In2) = k k = :T=0 
17/17 


ON : 2_ 2 
21. a(0)=10T+6N 9. Domínio: todos os pontos (x, y) satisfazendo x*—1<y<x*+1 


z 
y y=x+1 


23. T = [East] — (sent) + (cost) 


V2 v2 
n= ( l mt) (cost)j — (Lane 
v2 V2 
1. 1 1 
B i K = ;7=0 
V2 V2 ss V2 7 11. Domínio: todos os pontos (x, y) para os quais 


(2 +2 -3)19+3) > 0 


25. 7/3 27. x=1+t, y=t,z=-t 31. k=1l/a Aen , poe 


Exercícios adicionais e avançados y=3 


do -72/7% 
0=271 a? + b? -2 


dt 
gbt? 7- gbt? 
Za? + b?)' 2(a? + b? 


la 


y=-3 


b. 0 = 


17. 


19. 


21. 


o porro 


23. 


25. 


27. 


»ogoroogçgeoregosrvma 


29. 


v a o F 


31. 


w 
a 
» 


errors 


Todos os pontos no plano xy d. Sem pontos de fronteira 


e. Tanto aberto quanto fechado 
f. Não limitada 


Todos os reais 
Aretay-x=c 


Todos os pontos no plano xy b.z>0 


. Para f(x, y) = 0, a origem; para f(x, y) 0, elipses com o 


centro (0, 0), e eixos maior e menor ao longo dos eixos x e 
y, respectivamente 


. Sem pontos de fronteira 


. Tanto aberto quanto fechado 


Náo limitada 


. Todos os pontos no plano xy b. Todos os reais 
. Para f(x, y) =0, os eixos x e y; para f(x, y) # 0, hipérboles 


com os eixos x e y como assíntotas. 


. Sem pontos de fronteira e. Tanto aberto quanto fechado 
. Não limitada 

. Todos (x, y) satisfazendo x? +y? < 16 b. z> 1/4 

. Circunferéncias centradas na origem com raios r < 4 
. A fronteira é a circunferência x? + y? = 16 

. Aberto f. Limitada 

. (x, y)# (0,0) b. Todos os reais 

. As circunferências com centro (0, 0) e raios r > 0 

. A fronteira é o ponto único (0, 0) 

. Aberto f. Não limitada 

. Todos (x, y) satisfazendo -1 < y- x < 1 

Tm) < z < 1/2 

. Linhas retas da forma y —- x = c, onde -1 < c < 1 

. A fronteira é duas linhas retas y = 1 +x ey =-l1 +x 
. Fechado f. Não limitada 


. Domínio: todos os pontos (x, y) fora da circunferência 


xX+y =l 


. Imagem: todos os reais 

. Circunferéncias centradas na origem com raios r > 1 
. Fronteira: x? +y? = 1 

. Aberto f. Não limitada 

(1) 


33. (a) 35. (d) 


e 
= 


mou 
-A 


NN 


nN 
H 
o 


Y 
E 


pm 


ae 
mon 
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Respostas selecionadas 


2,.2 
A z=x +y 


>y 


510 cálculo 


49. y? + y? =10 55. 
y 
A 
VIO 
-VTO 10 
> x 
fœ y z) =x+z=1 
-VIO 
51. x+y?=4 57. 
y A 
A 
Fc), sea +y=1 


53. 


foy3=dryr?2=1 


61. Vx- y- 


65. 


Inz=2 


Domínio: todos os 
pontos (x, y) satisfazendo 


xl < ly] 


>x 


59. 


67. 


E 


63.2 +y +272=4 


Domínio: todos os 
pontos (x, y) satisfazendo 
-lIsxsle-l<sy<sl 


y 
A 


N A 
Do >” 1 
4 id 
~ > 
~ > 
+ Y > x 
” > 
e Ma. a 1 
” Muy =x 
1 
A >, 
1 
Curva de nível: y = 2x Cuca 
sen? y — sen™! x= 5 
Secáo 14.2 
1.52 3. 2V6 5.1 7.12 9,1 11. 14 13.0 
15. —1 17.2 19. 1/4 21.1 23.3 25. 19/12 
27. 2 29. 3 31. a. Todo (x,y) b. Todo (x, y), exceto (0, 0) 


33. 
35. 


a. Todo (x, y), exceto onde x=00uy=0 b. Todo (x, y) 
a. Todo (x, y, z) 


b. Todo (x, y, z), exceto no interior do cilindro x? + y? = 


37. a. Todo (x, y,z)comz#0 b. Todo (x, y, z) com x? +z? # 1 
39. a. Todos os pontos (x, y) satisfazendo z > x? + y? + 1 
41. Considere os caminhos ao longo de y = x, x > 0, e ao longo de 
y=x,x <0. 
43. Considerar os caminhos y = kx?, k uma constante. 
45. Considerar os caminhos y = mx, m uma constante, m + —1. 
47. Considerar os caminhos y = kx?, k uma constante, k # 0. 
49. Considerar os caminhos x = 1 e y =x. 
51. a. 1 b. 0 c. Não existe 
55. O limite é 1. 57. O limite é 0. 
59. a. f(x, y) | -m = sen 20, onde tg O = m 61. 0 
63. Não existe 65. 7/2 67. f(0, 0) =1n 3 
69. ¿=0,1 71. 6 = 0,005 73.6 = 0,04 
75. = V 0,015 77. 6 = 0,005 
Seção 14.3 
of of of of > 
1. 3x AX Jy 3 3.5: 2y? 2), y =X 1 
É 1 T: 2X I 
5. 2 = YOY- D, ay (xy — 1) 
of x of y 
DO ty Y 
a f  -1 f__ -1 
0% (x+y)? y (x+y? 
f -y -1f 2-1 
11. E , E 
IX (y-D"%Y oy- 1? 
13. 1 mE E) = evil 15, as 1 f À 
ax x+y'ðy x+y 
ð 
17. j = 2%n (x — 3y) cos(x — 3y), 
of 
ay 7 —6sen (x — 3y) cos(x — 3y) 
of E 
ID = x 
19. = = X İnx 
l Y 
21. zx 7 T90. zy = 90) 
23. a , f,=2xy, f,=—4z 
25. f,=1, 20042) f, =-z0?+ 20 
27. f,= yz f= XZ Xy 
mi x , 
VI- xy Vi- xy? V1- xyz 
= 1 = = 3 
29. Íx x+ 2y + 3z fy x+ 2y + 3z fz Xx+ 2y + 3z 


—(x2 24522 —(w2 2132 
3L fx=—2xe a =-2ye (x HZI f,=— 


276 +y +z?) 


33. f = sech? (x+ 2y + 32), f,= 2 sech? (x + 2y + 32), 
£=3 sech? o 3z) 
of af 
35. 27 —2m sen(2mt — a), a sen (2rt — a) 
37. M- sen & C0sO,—, = p COS COSO, ah send sen Y 
` dp 5 DE do >? 
2 
39. WAP, V, O, V, E V, Mar y, Ô, V, g)= P + ES 
WAP, V, 8, v, g)= dj WAP, V, ô, v, g)= vav, 
AA A 


fo E af af 
aL > 14 Y ay 14 soe ET 0, 
af o afo 
ðyðx  əxəðy — 
43. dg — | — x2 jù 
JX 2xy + Y 005%, ¿y sen y + sen x, 
929 929 
sao 2y — ysenX —5 = —COSY, 
ag dg 
IYIX  əxəðy 2x + CoSX 
45 1 9r 1 aro -1 ər_ -1 
IX XFY0Y XEY ax (x+y ay?  (x+y? 
ər or _ -1 
oy ðX dXdy (x + y? 
47. Ml = xy seo (xy) + 2xtg (xy) ay = DÊ sec (xy 
w ðw 2 
ayax 5 əxəy 5 2x% sec? (xy) tg (xy) + 3x? sec? (xy) 
y = 4xy sec? (xy) + 2x y? sec? (xy) tg (xy) + 2 tg (xy) 
a = 2x sec? (xy) tg (xy) 
49. = = sen (xy) + 2x?y cos ( xy, SE = X? cos (xy), 
Pw ðw o 
DO BON 3x? cos (x?y) ae (xy) 
es = 6xy cos (xy) — 4x)y2 sen (xy) 
IW sente 
ay? xºsen (xy) 
sl W- 2 ów__3 w á əw_ -—6 
IX 2x+ 3y' dy 2x+ 3y'ðyðX dxdy (2x=+ 3y) 
53. = y? + Dy? ads y = Dy + 3x4? + 4x8, 
92 Wo 92W Dm 2 
ðyðx  9X0Y o a AY 
55. a. x primeiro c. x primeiro e. y primeiro 
b. y primeiro d. x primeiro f. y primeiro 
57. f.(1,2)=-13, f (1,2)=-2 
59. f 2, 3)= 1/2, f,(2, 3)=3/4 
6l. a. 3 b. 2 
A a ðA_ ccosÃ-b 
63. 12 65. — 67. Ja bcsenA' ab bcsenA 
= Inv 
% x= (nuno) — 1 
71. f,(x, y) =0 para todos os pontos (x, y), 
_ Y, y=0 
Í, y)= $, y) =0 para todos os pontos (x, y) 
89. Sim 
Secáo 14.4 
dw dw = 
1. a 20 b. dt (7) 0 
dw _ Wi 
3. a q 1, b. dt (3) 


Respostas selecionadas 


Mo 1 Min, 
q tgt+L ob (M=."+1 

. a Je = 4cosvIn(usenv) + 4cosv, 
OZ 4ucos? y 
dy ~ Uvis) + o 

b. E = V2(In2+ 2),% = -2V2(In2 - 2) 
ow IW__ 2 

a qo 2U+ 4uw, e = —2v + 2u 
w_¿0w__3 

b. ju = "gv 2 

a U_ ðu _ Z ou -Y 
oX CM iz yje dE (meo y)? 


ou nou du 
b. 3x y bz 2 


dz ozdx , əz Y 
“dt oxd əy dt 
ðw _ ðwəðx  ðwôY ðwəz 
+ Ju 9X Ju dy Ju dz ou! 
aw _IWIX | IWIY | qwaz 


aw _ IWIX , IWOY ow _ IWoX , 0w9Y 
"OU  ðxəðu 0ydU' dv  ¿dXdv oyov 

oz _ 0Z0X 0z0Y əz _ 0z0x , 0z0Y 
"ot oxot ` ayət’ əs ðy ds 
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ow  dwou ow _ dwou 
M. os” duos ot” du ðt 


w w 


| ja | mu 
ds ot 
ow owdx | əwdy _ ¿wdx dy 
23e ər oxd ` ôydr ox dr desde que q dr 4 
ow owax ow MY aque É - 0 


ds 


os 0xds dyds oyds 


25. 43 27-45 29. Ž= Py" -3 
e" -15 = -1 33,12 35. 
37. E=2%- 

39, Marena 


41. -0,00005 a 

47. (cos 1, sen 1, 1) e (cos (-2), sen (-2), -2) 

49. a. Máximo em 2.2 e 2" 2 
me V2 V2 V2 V2 

minimo em 2.2 e E 2 


, 


b. Máx. = 6, mín. o 


5L XVX + 4 a 
2V a +% 
Seção 14.5 
1. 5. 
4 X 


>x 


7. Vf =3i+ 2j- 4k 9. Vf = Hit Bj zik 
1 -4 AE 53 172 
l. 1, 

19. u=--Łi + E (Df) = VZ us j, 

V2 v2 ° va Y 

Pa 

La 1 

2L u i k, (Dif )p, = 3V3; 
3V3 VA 3v3, úl 
1 


k, (Da )p, = —3V'3 


5. 
3v3! A EE 


à E 
2. u= + j + K, (Do, = 2V3; 
u an ), (Daf )P 
E i +j + k, (Daf) = -2V3 
u a" j + k), (D-af )P 
25. 27. 


>x 


4. 
29. a u= 5i- 5j, Duf(1, 1)=5 
4. = 
b. u= =p! 4 Duf (1, 5 
As A . 
c& u=5i+5ju 5i- 5j 
. 24. 7 
d. u j u=>51- >5) 
a 7, , 24, 
eu Lu=ssi+ 5) 
31. u É i E j,-—u E A 2 j 
v53 v5 v53 v5 


33. Não, a taxa máxima de variação é V 185 < 14. 


35. -1/V5 


Secáo 14.6 
l. a x+y+2=3 b. x=1+2ty=1+2t,z=1+2t 
3. a. 2x-z-2=0 b.x=2-4,y=0,72=2+2t 
5. a. 2x+2y+z-4=0 b.x=2£fy=1+2,2=2+f 
T a. x+y+z-1=0 b.x=1t1y=1+£z=1 
9. 2x=z=2=0 11. x-y+2z-1=0 
B. x=1ly=1+2%z= 1-2 
15. x= 1 Ay=12=>3+2 
17. x= 1+ 90t, y= 1- 90t,z= 3 
Es a - 
19. df = 11.830 ~ 0.0008 2L dg = 0 
v3 o 
2. a Msn v3- 205 V3 = 0,935ºC/pé 


b. ana = Y = 1,87C/s 
25. a. L(x,y)=1 

b. L(x, y) =2x +2y-1 
27. a. L(x, y) =3x-4y+5 

b. L(x, y) =3x —4y +5 


29. a. L(x,y)=1+x b. Lg )=+5 
31. a. W(20,25)= 11°F, W(30,-10) =-39ºE W(15, 15) = 0°F 
b. W(10,-40)=-65,5ºF, W(50, -40)=-88ºE, W(60, 30) = 10,2ºF 
e. L(v, T) =-0,36(vu — 25) + 1,337(T— 5) — 17,4088 
d. i. L(24, 6) =-15,7%F 
ii. L(27, 2) =-22,1%F 
iii. L(5, -10) ~ -30,2°F 
33. L(x, y)=7+x-— 6y; 0,06 35. L(x, y)=x+y+ 1; 0,08 
37. L(x, y)= 1 + x; 0,0222 
39. a. L(x, y, z) =2x+2y+2z-3 e L(x, y,z)=0 
b. L(x, y, zZ) =y +z 
41. a. L(x, y,Z)=5x C. Lx, )=5X + 3y + 2z 
1 
b. L(x, y, 2) Ei + RA 
43. a. L(x, y, z) =2+x 
b. L(x, y, z) =x-y-Zz s 1 
c. L(x, y, z) =x-y-Zz 7 1 
45. L(x, y, zZ) =2x-— 6y — 2z + 6, 0,0024 
47. L(x, y,z)=x+y-z- 1, 0,00135 
49. Erro máximo (estimativa) < 0,31 em magnitude 
51. a. +5% b. +7% 
53. ~ +4,83% 
55. Preste mais atenção na menor das duas dimensões. Isso irá 
gerar a maior derivada parcial. 
57. a. 0,3% 
59. f é mais sensível a uma mudança em d. 
61. O é mais sensível a uma mudança em A. 
TT T T T 
65. RO em 0,0; em añ 
Secáo 14.7 
1. f(3,3)=-3, mínimo local 
3. f(2, 1), ponto de sela 
5. f (3 3) = E máximo local 
7. f(2,-1)=-—6, mínimo local 9. f(1,2), ponto de sela 
11. f (45 o) = -16, máximo local 
13. f(0, 0), ponto de sela; f (4 3) = >, máximo local 
15. f(0,0)=0, mínimo local; f(1, —1), ponto de sela 
17. f(0, +V5 , pontos de sela; f(-2, —1) = 30, máximo local; 
f(2, 1) = -30, mínimo local 
19. f(0, 0), ponto de sela; f(1, 1) = 2, f(-1, —1) = 2, máximos 
locais 
21. f(0,0) = —1, máximo local 
23. f(nm, 0), pontos de sela, para cada inteiro n 
25. f(2,0)= e, mínimo local 
27. f(0,0) = 0, mínimo local; f(0, 2), ponto de sela 
29. f G 1) = In (3) — 3, máximo local 
31. Máximo absoluto: 1 em (0, 0); mínimo absoluto: —5 em (1, 2) 
33. Máximo absoluto: 4 em (0, 2); mínimo absoluto: O em (0, 0) 


35. 


37. 


39. 
41. 


43. 


49. 
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Respostas selecionadas 


Máximo absoluto: 11 em (0, 3); mínimo absoluto: —10 em 
(4, -2) 


Máximo absoluto: 4 em (2, 0); mínimo absoluto: em 
TT T T T 
(2-5) (03) (1-3) e63) 
a=-3,b=2 
O mais quente é 2 Teih 1 V3 e 1_V3 ; o mais 
4 2 2 22 27) 


bo lS 1 
frio é —7 em G o) 


a. f(0, 0), ponto de sela b. f(1, 2), mínimo local 
c. f(1, 2), mínimo local; f(=1, —2), ponto de sela 


11 35 963 
G 3 E 51. (3 7 3) Pole RS PR 55. 12 


4 $ 4 se 4 i 
57. VEREV REVE 59. 2 pés X 2 pés X 1 pé 
61. a. No semicírculo, max f = 2V2emt= 71/4, min f=-2 em 
t= 11. No quarto de círculo, max f = 242 em t= 7/4, 
min f =2 em t= 0, 7/2. 
b. No semicírculo, max g = 2 em t= 7/4, min g=-2 em 
t= 37/4. No quarto de círculo, max g = 2 em t = 77/4, 
min g = 0 em żt = 0, 7/2. 
c. No semicírculo, max h = 8 em =0, m; min h = 4 em 
t= 7/2. No quarto de círculo, max h = 8 em t= 0, 
min h = 4 em żt = 7/2. 
63. i. min f =—1/2 em t=-1/2; sem max 
ii. max f = 0 em t =-—1, 0; min f=-1/2 em t= -1/2 
iii. max f = 4em t= 1; min f=0emt=0 
20 9 71 
67. Y= -Bt 13 y| x=4 = B 
Seção 14.8 
11 1 1 
1. 5), 3.39 5. (3, +3V2 
v2 a v2 3) ) 
7. a. 8 b. 64 


9. r=2cm,h=4cm 


11. Comprimento = 4V2, largura = 3V2 
13. f(0,0)= 0 é o mínimo, f(2, 4) = 20 é o máximo 
15. Mais baixo = 0º, mais alto = 125º 
17. G 2, 3) 19. 1 
21. (0, 0, 2), (0, 0, -2) 
23. f(1,-2,5)=30 é o máximo, f(-1, 2, -5) = -30 é o mínimo. 
25: 3,353 31. U(8, 14) = $128 
27. 2 por 2 por 2 unidades 33. f(2/3,4/3, 4/3) -5 
VB v3 V3 
29. (+4/3,-4/3,-4/3) 35. (2,4,4) 
37. O máximo é 1 + 6V3 em(+V6, V3, 1), o mínimo é 
1-6V3em(+V6, -V3,1). 
39. Omáximoé4em (0,0,+2), o mínimo é 2 em ( V2, V2, 0). 
Seção 14.9 
1. Quadrático: x + xy; cúbico: x + xy + >? 
3. Quadrático: xy; cúbico: xy 
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5. Quadrático: y + >(2y — y3; 
cúbico: y + $ (2y — y?) + AS 3xy? + 293) 


7. Quadrático: 52 + 2y?) = X? + y? cúbico: x? +y? 


9. Quadrático: 1+(x+y)+ v + y; 
cúbico: 1 + (œ +y) + (1 + yy + (1 + yy 


11. Quadrático: 1 — e = >: E(x,y) = 0,00134 


Seção 14.10 
1. a. 0 b. 1+2z e. 1+2 


du, Ju/v oU /nR\ , ðU 
sab a U (a) dE (QR) au 


Exercícios práticos 


1. Domínio: todos os pontos no plano xy; imagem: z > 0. Curvas 
de nível são elipses com eixo maior ao longo do eixo y e eixo 
menor ao longo do eixo x. 


3. Domínio: todo (x, y) de modo que x # 0 e y % 0; imagem: 
z*0. Curvas de nível são hipérboles com os eixos x e y como 
assíntotas. 


5. Domínio: todos os pontos no espaço xyz; imagem: todos os 
números reais. Curvas de superfície são paraboloides de revo- 
lução com o eixo z como eixo. 


x 


7. Domínio: todo (x, y, z) de modo que (x, y, z) # (0, 0, 0); ima- 
gem: números reais positivos. Curvas de superfície são esferas 
com centro (0, 0, 0) e raio r > 0. 


9. 
17. 


19, 


B E B N » RE 


pl 


39. 


41. 
43. 
45. 


1 


2 E] 2 =1 
xX+y+z 


E h(x,y, z) = 
A ou 


2,2,2 
x +y +z =1 


-2 11. 1/2 13. 1 15. Deixe y = kx’, k% 1 
Nào; lim, y0, 0) f(x, y) não existe. 


g | ag 
ar cos + seng, 20 — —rsenO + rcos6 
f 1% 1% 1 
Ri RIOR RARA R$ 
ðP RTOoP nToP nRoPoÕnmT 
aðan V'9R V'a? V'0OV.  y2 
dg ng 2x dg dg 1 
3x2 ý ay? y? dy IX dX0y y? 
Ff ML Sa OLE O > NN 
ax "(+ 1) ay? “oyox dxoy 
dw 
ra =-1 
d [t-o 
A = 2,08 =2-7 
Nlerg=m0) IS e, 92,0 
a = —(sen 1 + cos2)(sen 1) + (cos1 + cos2)(cos1) 
t=1 
— 2(sen 1 + cos1)(sen 2) 
dy 
e =-1 
dx (x y =(0, D 
: f PET 2: a 
. Aumenta mais rapidamente na direção u = 21 = 2) 
diminui mais rapidamente na direção —u = => i+ 2 ; 
v2 V2 7 v 
Dj z Daf 2 ; Du f 10 E 
; í O Es O 
Aumenta mais rapidamente na diregáo u = 7. E 7) + 7 k 
diminui mais rapidamente na direção —u = Si 3j Sk 
Duf = 7; D-uf = -7; Daf = 7, onde u = y 


m/N'2 


a f.(1,2)=f,(1,2)=2 b. 14/5 


N Vélo. 1.1) =j- 2k 


47. Tangente: 4x — y — 5z = 4; reta normal: x = 2 + 4t, y=-1 — t, 
z=1-S5t 

49. 2y-z-2=0 

51. Tangente: x + y= 11 + 1; retanormal:y=x-m+1 

y y=—x+7+1 
2 y=x—T+l 
1 y=1+senx 
> x 
o 1 2 | 

53. x=1-2,y=1,2=12+2% 

55. As respostas irão depender do limite superior utilizado para 
fab 1£,,) e Ifl Com M=W2/2, [E] < 0,0142. Com M= 1, [E] 
< 0, 02. 

57. L(x, y,2)=y-3z, L(x, y, 2)=x+y-—-z—1 

59. Seja mais cauteloso com o diámetro. 

61. di = 0,038, variação percentual em /= 15,83%, mais sensível 
a variação na voltagem 

63. a. 5% 65. Mínimo local de — 8 em (-2, -2) 

67. Ponto de sela em (0, 0), f(0, 0) = 0; máximo local de 1/4 em 
(1/2, -1/2) 

69. Ponto de sela em (0, 0), f(0, 0) = 0; mínimo local de —4 em 
(0, 2); máximo local de 4 em (22, 0); ponto de sela em (2, 2), 
fe, 2) =0 

71. Máximo absoluto: 28 em (0, 4); mínimo absoluto: —9/4 em 
(3/2, 0) 

73. Máximo absoluto: 18 em (2, 2); mínimo absoluto: —17/4 em 
(2, 1/2) 

75. Máximo absoluto: 8 em (2, 0); mínimo absoluto: —1 em (1, 0) 

77. Máximo absoluto: 4 em (1, 0); mínimo absoluto: —4 em (0, —1) 

79. Máximo absoluto: 1 em (0, +1) e (1, 0); mínimo absoluto: —1 
em (-1, 0) 

81. Máximo: 5 em (0, 1); mínimo: —1/3 em (0, -1/3) 

T -l : 
83. Máximo: Vãem( = 2) mínimo: /3 em 
V3 V3 V3 
- 1. 1 1 ) 
V3 V3 v3 
1/3 paN” an 3 
85. Largura= b)” profundidade= |] , altura= bE 
1 1 1 1 
87. Máximo:5em[ —=,—=, V2 | e | -= -= -V2 |; 
2 (a v2 V? v2 
an 1 1 1 1 1 
minimo: 5 em 3 7 va) e (2 A va) 
2 V? v2 vV? v2 
89. a. (2y+x12)e* b ley- 5) 
c. (1+xy) e” 
OW OW sen 0 ow ow OW í cos ðw 
e ax eb r a go 
97. (t, —t + 4, f), t um número real 
Exercícios adicionais e avançados 
1. LAO, 0) = =|, f, 0) =1 
a i 
7. e S=500+92+2) TE 


17. 
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Respostas selecionadas 


vix 
dh 


f(x y) = Z+ 4, g(x, Y) = 


19. y= 2n senal na 


21. 


23. 


(2i 98i — 127j + 58k) 


-1 
De va! 


w= e 7% sen mx 


CAPÍTULO 15 


Secáo 15.1 


1. 
3. 
5. 
7. 
25. 


24 9. (3/2) (5 — e) 
1 11. 3/2 

16 13. 14 

15.0 


17. 1/2 

19.2 In 2 
21. (In 2) 
2ini=i 23. 8/3 


1 27. V2 


Secáo 15.2 


11. 


13. 


15. 


17. 


19. 


la poo=====- 
Y 
x 


0<x<2, X2 Sy<8 
0<y<8, 0<x<y! 


0<x<3,12<y<3x 
, Y 


y 
0<y<9, 3<x< Vy 
0<x<9,0<x< Vx 
0<y<3,y<x<9 


0O<x<In3,e*<y<l 


1 
3Sys<1l,-Iny<x< ln 3 


3 

0O<x<l,x<y<3-2x 

3-y 
2 


21. 8ln8-16+e 


7 > p peppe gT p pp 


O<y<1l,0<x<yUl<y<3,0<x< 


(rr, T) 


>x 
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23. e-2 e-2 53. 1/(807) 
y ` 2 y 


0,0625 (0,5; 0,0625) 


>x 
0 0,5 
3 
25. 2 In 2 27. -1/10 
9 p(Va-yy2 51. 2 
29. 8 39, El 16x dx dy 
0 JO 
y 2VIn 3 
E >» i | 
j no _ o y=9-4x? 
v=p v=-p 3 
0 >x 
(-2,-2) Q2,-2) 
31. 27 
A u=sect 
(713, 2) 
57. 4/3 63. 20 
59. 625/12 65. 2(1+1n 2) 
t 6l. 16 
4 p(4-y/2 
33. f / dx dy 
2 JO 
4 
y=4-2x 
271,2) 
o] T ai 
35. 
(1,1) 
x 
e yl 
37. / dx dy 47. 2 
J1 Jiny 


79. R éo conjunto de pontos (x, y), tais que x? + 2y? < 4. 


di (l, e) i 


81. Não, pelo teorema de Fubini, as duas ordens de integração de- 
vem fornecer o mesmo resultado. 


85. 0,603 
87. 0,233 


> x 


Seção 15.3 


e 
dydx= 1 
0 


(In 2, 2) 


4,1) 


> x 


2 4% 
af] 1dxdy = 4 ou 
o Jy 
2 px 6 2 
bias [| ldydx= 4 
0 Jx/3 2 Jx3 


| ya 


(12, 6) 


0 12 
FORA DE ESCALA 


Respostas selecionadas 


>x 


2 
Q,-1) 


i 2 


19. a. 0 b. 4/7? 21. 8/3 
23. 40.000(1 — e2)ln (7/2) = 43.329 


Seção 15.4 

15<0=2Mm,0=r=9 

3. T = 0 = 3,0 = r = coso 

5. OsgsGl<rs2V3sc0; 

g legaler 200 

7. -3 59 5505r = 2050 25 
11. 27 15. 2-43 
13. 36 17. (1-1n2)7 


19. (21n2- 1) (7/2) 


2(1+ V2 
A = 
3 
23. 


1 y=31-x* ou x=V1-y2 


25. 
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2 px 2 12 
f [P+ yya ou [| Peray 
0 Jo OJy 
2a 


27. (m-—1) 33. 3 
29. 127 35. a 
31. (37/8)+ 1 
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37. 2r(2- Ve) 39. $+ = Va 


43. mln4,não 45. Ja + 2h?) 


Secáo 15.5 


1. 1/6 
1 2-2 p3-3x-3y2 2 f1-y/2 p3-33y2 
alho) conf | cetro 
o Jo 0 o Jo 0 
1 p3-3x /2-2-22/3 3 y123 p2-2-2/3 
LEL esfh h xe 
oJo Jo Jo Jo 0 
2 (3-2 p1-y2-23 
bh ho dee 
o Jo 0 
3 y2-223 p1-y/2-2/3 
O aye 
o Jo 0 


O valor de todas as seis integrais é 1. 
V4-x2 pB-xy 
sf. aho 1 
8-y V8-2-y? y? 
[Li [LS 
V8-z-y? 2) y? J-N'2-y? 
V8-z-y? 4 pVz pVz-y? 
Ro op 1w | f / 1 dx dy dz, 
V'B-2)-v'8-2-y? 0 J=vzJ-Vz-y? 
8-x2 pve-zx 2 r4 z-x? 
A a No 
V8-z-x? 2x2 IV? 
8-z-x? 


ma TECEN [O dx dz. 
V8-z)-v'8-2-x2 VzJ-V z- z! 


O valor de todas as seis integrais é 167. 


2 


y? 


1dxdzoy, 


Ta 1 15. 7/6 

9. 6 17. 0 

11. dad 19. 5- z 
13. 


2. a pd a. [PT az 
Mal o 2 ff eo 
id 


23. 29. 16/3 35. 47 41. 2sen4 
25. 20/3 31. a 37. 31/3 43. 4 
27. 1 33. 2 39. 1 


45. a=3 oua= 13/3 
47. O domínio é o conjunto de todos os pontos (x, y, z), tais que 
42 +42 +27) <4. 
Seção 15.6 
1. x=5/14,y=38/35 
. X= 64/35, Y= 5/7 
= Y= 4al(37) 
a a 47, 1,=87 
=-1, y=1/4 


ea 


CELL ac 


11. L= 64/105 
13. X=3/8, y=17/16 
15. x=11/3, y= 14/27, L= 432 
17. x=0, y= 13/31, 1, =7/5 
19. X=0, y=7/10; 1,=9/10, 1, =3/10, 1,=6/5 
21. Ix M (6? + cÊ, ly 3 (a? MS + b2) 
23. x= y =0, Z= 12/5, L 7904/105 = 75,28, 

L= 4832/63 ~ 76,70, L= 256/45 = 5,69 
25. a. X=y=0,2=8/3 b. c=2V2 
27. 1,=1386 
29. a. 4/3 b. X=4/5, Yy=Z=2/5 
31. a. 5/2 b.x=y=2=8/15 e 1,=1,=L=116 
33. 3 

abcía? + b?) al + b? 
37. a. lem 12 1 Rem. = 12 
abe(a? + 7b? 2 2 
bks ( ) R= a? + 7b 
3 3 
Secáo 15.7 
4r( V2- 1 
1. Lã 5. 7(6V2-8) 9. 7/3 
+ 7. E 


2r V4-r 
1L Y, E r dz dr do 
27 (V3 27 f2 Vez 
db / f [raros f A r dr dz do 
o Jo Jo o Jv3Jo 
1 ¡Var f2r 
el] f r d dz dr 
o Jo 0 
7/2 foso par? 
g | / / f(r, 0, 2) dzr dr de 
1/2 J0 0 
m fp2sn0 p4-r seno 
5 [| / f(r,0,2) dzr dr do 
0 
"m/2 fp 1+c080 
v. | f [ieor 
—n/2 


m/4 [seco [2-rsey 
19. f l / f(r,0,z) dzrdrdy 2L 7? 23 7/3 
u JO JO 


8- 5V2), 


25. Sr 27. 27 29. 


2 pm/6 f2 
3L a E g. p? send do dy do + 


27 [m/2 pcossech 
h bob p2 sen g dp dí do 
27 
b. | Tm TA E! 
J6 
2r 1/6 
Pl p? sen & de do de + 
Jo Jo Jo 
2m f1 pm/2 
f ff rsnóas dd 
o Jo J=/6 
27 p7/2 f2 
a [| : p? sen é dp de de = EEE 
0 0 cose 
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27 pr pl-cosp > 8r 7. 64/5 
a | [| Psou- E 
2m fm/2 p2cosp SAS y dudu = 8+ In e 
37. / E / p? sen dp de do = $ rab(a? + b?) 
7/ 11... 
38 JA 3 dna 4 
a. sen 
o dg a 13. 5(1+ 3) = 04687 15. L 
7/2 p2 (Var? 
b. 8 m r dz dr do 17. a |O” UY] L uov + usn? = u 
o JoJo smv  UCOSU 
2 4=x? pNV4-x2-y? 
c. ef | 1 dz dy dx b |O” Uv] Z usm? — uo = -u 
0 Jo 0 cosv —UsMu 
2m pm/3 f2 2h2-2 
4L a f n / p? sen & dp do de 21. 12 ye BES 
o Jo Jẹ 6 
k My Exercícios práticos 
1 


aa 


4-xº—y 
dz dy dx d. 57/3 
mn dy J 


4l/y=2x+4 
(242 — 1) ai 
43. 871/3 55. = TICS 67. X= Y=0, Z= 3/8 
45. 9/4 57. 167 69. (X y, 2)=(0,0,3/8) 
47. es 4 so. 57/2 71. X=Y=0, Z= 5/6 
3 8 - 3V3 
49. era 61. E 73. 1,=7/4 
atm i 9 
51. 57/3 63. 2/3 75. 3. 9/2 7. y dy dx = 5 
10 -3Jo 2 
53. 7/2 65. 3/4 A 
77. a (292 = (0,0,2),12= 2 
. . , rr 5 11Z 12 
SNS 5 T 
b. (X y, Z) = (o 0, à), lz == 14 
s. MY 
mR? 
85. A equação r = f(z) da superficie nos diz que o ponto (r, 0, z) 9. sen 4 21. 
= (f(z), 0, z) estará na superficie para todo 0. Em particular, 11. In17 23. 0 
(fZ), 0 + 7, z) estará na superfície sempre que (f(z), 0, z) es- 4 
: pa NS 13. 4/3 25. 8/35 
tiver na superfície, de modo que a superfície é simétrica com 
relação ao eixo z. 15. 4/3 27. 1/2 
17. 1/4 2(31 — 3%) 
29: — OR 
19. 3 
V4=x?-y? x? —y? 
3L a ps 3d dx dy 
-V2-y? J V x+y? 
2m p7/4 
b. f f [rms c 2m(8 — 4V2) 
o Jo Jo 
2m pm/4 Pse m 
33. / f / p? sen q do do de = 3 
~ 4- x— V4-x2-y2 
Seção 15.8 = [ [0 a Add 
1 x= Utv u= 2u V1-x? 
dia 3” 3 '3 V3 pV3x pvaxy? =y 
b. Região triangular com fronteiras u = 0, v= 0 eu +v=3 T / f I z? xy dz dy dx 
1 1 
1 1 — 
3. a. X= ¿(2U— v), y = Su u); 8r(4V2 z 5) 8r(4V2 = 5) 
5 10 10 3 E 
b. Região triangular com fronteiras 3v=u,v=2ue3u+v=10 a 3 3 
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8rro(b5 — a’) 
p=" 
aL ==> 43. lo = 104 45 |y=25 
47. M=4,M,=0,M,=0 æ. x-3Y3 y-0 
a ABRE 
5L a x= god O 
b. 


Exercícios adicionais e avançados 


2 p6-x* 2 p6-X px 
L ajf xdydx b. a, f dz dy dx 
-IJK -3J x Jo 


c. 125/4 
3. 27 5. 37/2 


7. a. Raio do buraco = 1, raio da esfera = 2 


b. 4V 3r 


17. Massa= a? cos! 5) = bya — b?, 


ca afb 3 bo (ny 
lo > cos (3 2 Va b 6 (a b^) 
19. tew =D) 2.b1 e0 


25. h= V20pol., h=V60pol. 27. 27|} — 053 


CAPÍTULO 16 

Secáo 16.1 
1. Gráfico (c) 3. Gráfico (g) 5. Gráfico (d) 7. Gráfico (f) 
92 V2 u? m3vu m(5v5+9) 


17. V3ln (3) 19,2. 4V5 b (1-1) 
ID 16. a6 Dany 1332 
3 (e en B 57 (40 137) 


LEE rá 


2L 
25. 4 (5 + 7V2- 1) 27. 

3L ¿(17?- 1) 3. 2V2- 1 

35. a 4V2-2 bV2+In(1+ V2) 
37. |, = 2m6aº 

32 a l,=2rV25 b. 

4L i= 2r — 2 


lz = 4r V28 


Seção 16.2 
L Vf = (A + yj + K(x? + y? + 22) 9? 


x O. MY. 

+ O (= + a) (= + a) MER 
- kx E 

> F (e dE 3! pe + yaya 

7. a. 92 b. 133 e. 92 

9. a. 13 b.-1/5 c. 0 


qualquer k > O 


l1l.a2 b.32 ce. 12 
13. -15/2 15. 36 17. a. -S/6 b. 0 ce. 7/12 
19. 1/2 21. -r 23. 69/4 25. -39/2 27. 25/6 


29. a. Circ, =0, circ, = 27, fluxo, =27r, fluxo, = 0 
b. Circ, =0, circ, = 877, fluxo, = 877, fluxo, = 0 
31. Circ=0, fluxo=a?m 33. Circ =a°r, fluxo = 0 
35. a b.0 c. 1 37. a. 32 b. 32 c. 32 
39, a 
A 


>x 


4L a G= -yi+ x% b. G= Vx + yF 


43. F AY ras 00.7 510 sal 
“> ==> = TT = 

Vx + y? 2 
Secáo 16.3 


3. Não conservativo 5. Não conservativo 


3y? 
2 


1. Conservativo 


7. f(xy, J) = X 4 +22 + C 
9 f(xyz) = xo 2 + C 


11. f(x,y, )=xInx x+tg(+9)+5 2 +72) +C 


13. 49 15. -16 17. 1 19. 91n2 21.0 23. 3 


2 
e) 29.a.1 b.1 cl 


31. a. 2 b. 2 33. a. c=b=2a b. c=b=2 

35. Náo importa qual caminho vocé utiliza. O trabalho será o mes- 
mo em qualquer caminho porque o campo é conservativo. 

37. A força F é conservativa porque todas as derivadas parciais de 
M, N e P são zero. f(x, y, z) = ax + by + cz + C; A = (xa, ya, 
za) e B = (xb, yb, zb). Sendo assim, Jr «dr = f(B) - 4) = 
a(xb — xa) + b(yb — ya) + c(zb— za) = F «AB 


Secáo 16.4 
1. Fluxo=0, circ = 2ra? 9. Fluxo =-11/60, circ = —7/60 


3. Fluxo =-11a?, circ=0 11. Fluxo = 64/9, circ = 0 
13. Fluxo = 1/2, circ = 1/2 
7. Fluxo=-9, circ = 9 15. Fluxo = 1/5, circ = —1/12 
17. 0 19.233 21.0 23. -167 25. ma? 27.3m/8 
29. a. 0 se C for percorrido em sentido anti-horário 
b. (A — k)(área da região) 39. a. 0 


5. Fluxo = 2, circ = 0 


Seção 16.5 
1. r(r, 0) = (r cos O)i + (r sen 0) +7°k, 0 < r < 2, 0 < 0 < 27 
3. r(r, 0) = (r cos 0)i + (r sen 0)j + (r/2)k, 0 < r < 6, 0 < 0 < 7/2 
5. r(r,0)=(rcos 0i + (r sen 0)j + V9 — r2k 0 <r < 3V2/2, 0 
< 0 < 2%; Ainda: r(ġ, 0) = (3 sen & cos 0)i+ (3 sen q sen 0)j 
+ (3 cos ġ)k, 0 < p< 7/4, 0 < 0 < 2r 
7. r(ġ,0) = (V3sn¢ coso)i + (V'3seng seno)j + 
(V3cosg)k 7/3 = $ = 27/3,0 = 0 = 27 
9. rx, y)=xi+yj+(4-y?)k,0<x<2,2<y<2 
11. r(u, v) =ui+( cos v)j + (3 sen v)k, 0 < u < 3,0 < v < 27 


13. a. r(r, 0) = (r cos 0)i + (r sen 0)j + (1 — r cos O — r sen 0)k, 
0<r<3,0<0<27 


b. r(u, v)= (1 —u cos v — u sen v)i + (u cos v)j + (u sen v)k, 
0<u<3,0<vu<2rT 


15. r(u, v) = (4 cos? v)i + uj + (4 cos v sen v)k, 0 < u < 3, 
(7/2) < v < (7/2); outra forma: r(u, v)=(2+2 cos v)i + uj + 
(2 sen v)k, 0 < u < 3,0 < v < 2m 


2r f1 
n [Frea = Y 
o Jo 
2r [3 
19. / [sed = 8v5 
o Ji 
27 r4 
2 | | 1dido = 6r 
0 1 
de pá 5V5- 1 
z f [vrs LA, 
o Jo 
27 fr 
» f [ 2s8m6 do do = (4+ 2V2) 
0 Jm/4 


27. 29. 


TS 
(V2V2, 2) No x+y-V2=0 


27 fr 
33. b. a= f I [a?b? sen? p co? p + bc? cos! o coste + 
0 0 


a?c? cos! & sen? 914? dp de 
35. XX + yoy = 235 37. 137/3 39.4 4L 6V6- 2V2 
3rV0+1 as G(17V17-5V5) 47. 3+ 2in2 
æ. T(13VB-1) 5L5rV2 58 5(5V5-1) 


Seção 16.6 
3/2 AA 
1 [Pixar | h uvat Tao = ENIO 
de o Jo 
5 


3 fear ["[ escoa- g 
S 
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s ffe- [ [ a-u- Vwa- 3v3 


(parax= u,y = v) 
7. ESE ff “cow: VAZ + 1- 
0 Jo 
5 
1/27 
uv du? + 1dvdu= | f u?(4u?+ 1) cos? v de du = H 
0 JO 


9. 9 1 abrac+b) 13.2 


15. (v2 + 6V6) 17.630 

19. -32 25. 277/3 31. ze. 37. -32 
21. ma 27. -737/6 33. a 39, 4 
23. 130%/6 29. 18 35. a 41. 3a* 


aaa dr 
48. (3.3.3) 45. (X, y, Z) (o 0, 9 


a. a Tas b. Lat 
3 3 

Seção 16.7 

1. 47 50 9.274 15. 7/4 25. 16/,+161, 
3. -5/6 7. 6r 13.127  17.-157 
Seção 16.8 

1.0 5. -16 9. 37 13. 457 

3.0 7.87 11.403 15. 12m(4V2-1) 


21. O valor da integral nunca excede a área da superfície de $. 


Exercícios práticos 


1. Caminho 1: 243; caminho 2: 1 + 3V2 
3. 4a? 1 
Ei 13. 2m(1 3) 
7. 87 sen (1) 15. be a | 7 | a 
9.0 a b C 
11. 7V3 17. 50 
19. r(ġ, 0) = (6 sen & cos O)i + (6 sen & sen 0)j + (6 cos ġ)k, 


Tegs 0S0< 2 


21. r(r,0)=(r cos 0)i+(rsen0)j+(1+r)k,0<r<2,0<0<271 
23. r(u, v)= (u cos v)i + 2u?j + (u sen v)k,0<u<1,0<vu<r 
25 V6 27.5 V2+ In(1+ V2)] 

29 Conservativo 

31. Náo conservativo 

33. f(x,y,2)=y?+y2+2x+2 

35. Caminho 1: 2; caminho 2: 8/3 


37. a. 1-e27 b. 1-e? 

39.0 4La 4V2-2 b V2+In(1+ V2) 
cem ta 16 2 232 64 56 

1042 (183): as'lv= 1512" 9 
3; 3 

45. Z= >) => 


47. (x, y, 2) = (0, 0, 49/12), 1, = 64077 
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49. Fluxo 3/2; circ = —1/2 93.3 7. a x=-1 b. y=4/3 
55. & (7 - 8V2) 9. 7 
57. 0 59. 7 11. y==774*t6 
Exercícios adicionais e avançados IRA 
=X 
1.67 328 di gi qa 
5. a. F(x, y, 2) =zi+ xj + yk 17. intercepto x = V2 intercepto y = /3 
b. F(x, y, 2) =zi + yk A 
e. F, y,z)=zi E 
167R? 
Ta 3 
9. a=2,b=1.0 fluxo mínimo é -4. 
11. b. ES g 
Trabalho = 0s)y=9/ xy? = £ cho di 
e. Trabalho AY y I 39 21. 2+(y-22=4 27. 
13. e. f TW 4 
19. Falso se F = yi + xj 
APÊNDICES 
Apêndice 1 
1. 0,1; 0,2 0,3; 0,8; 0,9 ou 1 
3. x<-2 5. x< 3 
a A O 23. (+ VI +(p+2Y=4 29. 
7. 3,3 9. 7/6, 25/6 La 
11. 2<1<4 15. (-00,-2]U [2, 00) 
2 4 j 2 2 j 
> x 
13. 0<z<10 17. (=, -3] U [1,00) 
0 w 3 1 í 
19. (3,-2)U (2,3) 21. (0,1) 23. (=, 1] 25. x? +(y- 3/2} = 25/4 wä 
27. O gráfico de |x| + |y| < 1 é o interior e a fronteira da região em A 
“formato de diamante”. 
> x 
31. Pontos exteriores de uma circunferência de raio VI, centrada 
EMT, na origem 
Apêndice 3 33. O anel entre as circunferências x? +y? = 1 e x? + y? = 4 (pontos 
1. 2,4; 2V5 com distância da origem entre 1 e 2) 
3. Circunferência unitária 35. (x+ 2)? + (y- 1? < 6 
5. m, =-5 a (22), ( e 2) 
y v5 v5 v5 v5 
1 1 1 1 
a (ra) (73) 
v3 3 Iy3 3 
41. a. =-2,5 graus/polegadas c. =-8,3 graus/polegadas 


b. =-16,1 graus/polegadas 
43. 5,97 atm 


45. Sim: C=F=-40º 


51. k=-8,k=1/2 


Apêndice 7 


1. a. (14,8) b. (71,8) e. (0,-5) 
3. a. Refletindo z em torno do eixo real 
b. Refletindo z em torno do eixo imaginário 


q a 


a. 
b. 
c. 
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. Refletindo z no eixo real e, em seguida, multiplicando o 


comprimento do vetor por 1/|z|? 


Pontos sobre a circunferência x? + y? = 4 


Pontos dentro da circunferência x? + y? = 4 


Pontos fora da circunferência x? + y? = 4 


Pontos sobre uma circunferência de raio 1, centro (-1, 0) 


Pontos sobre a reta y = —x 


MS 


. 2i, -V3 - i, V3- i 


1. va. 


2a 


. A4e2mil3 13. ] e27i/3 


. cost 9 — 6 cos? 0 sen? 0 + sent 0 


V 
2 


6 V2, 
a 


EVA, La 


v6 
>: 


E Va 


V2, 
2 l 
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de superfície lisa, 406 
de superfícies de revolução, 91 
delimitada por hipocicloide (astroide), 
87 
em coordenadas polares, 101, 
123,316 
pelo Teorema de Green, 402 
por integração dupla, 311 
superfícies e, 404, 406 
Áreas planas para coordenadas polares, 
101-103 
Argumento, 479 
Assintotas, da hipérbole, 109-110 


B 
Braquistócrona, 83-85 
C 


Campo elétrico, 381 
Campo gravitacional, 381 
vetores em, 369 
Campo vetorial contínuo, 377 
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Carga, elétrica, 414 
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Círculo de curvatura, para curvas planas, 
194 
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condicional, 37, 39 
de sequência, 72 
de série de potências, 44 
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integrais em, polares, 314-315 
Corpo ordenado completo, 472-473 
Corpo ordenado, 472-473 
Cossenos diretores, 144 
Cossenos, lei dos, 118, 139 
Cubo, integral sobre a superfície do, 416 
Curva de contorno, 212 
Curva fechada, 376 
Curva paramétrica, 77-80 
cálculo com, 85-91 
comprimento do arco de, 87-89, 90-91, 
187-189 
derivável, 85 
gráficos de, 100 
Curva(s) 
de contorno, 212 
de nível, 212 
definida parametricamente, 
comprimento de, 87,89 
determinação do coeficiente angular da, 
98-99 
fechadas, 376 
geradora para o cilindro, 159 
Hipóteses para cálculo vetorial integral, 
382,383 
lisa, 87 
curvatura de, 191-192 
comprimento de, 187 


rapidez em, 189 
torção de, 199 
lisas por partes, 382 
no espaço, 170-176 
comprimento de arco ao longo de, 
187-189 
vetor binormal de, 197 
fórmulas de computação para, 200 
normais a, 193 
equações paramétricas para, 77 
equações vetoriais para. Ver Funções 
vetoriais 
orientadas negativamente, 399 
orientadas positivamente, 397 
paramétricas, 77 
parametrizadas, 91-92 
plana, curvatura de uma, 191-194 
fluxo através de, 376 
comprimentos de, 201 
parametrizações de, 77-83, 170 
polar, gráfico de, 90 
comprimento de, 103-104 
ponto final de, 77 
ponto inicial de, 77, 130 
tangentes à, 189, 249-251 
trabalho realizado por uma força sobre 
uma, 373-375 
Curvas de nível, de funções de duas 
variáveis, 211 
Curvas lisas, 173 
Curvas planas, círculo de curvatura para, 
194 
parametrizações de, 77-83 
Curvas suaves (lisas) por partes, 173, 382 
Curvatura, cálculo da, 192, 200 
centro de, 194 
de uma curva plana, 191 
no espaço, 195 
raio de, 194 


D 


Dedekind, Richard, 19, 474 
Definições recursivas, 8 
Densidade de circulação, 392, 395-397 
fluxo de, 393 
Densidade de circulação, 395 
Densidade de fluxo (divergência), de 
campo vetorial, 394 
Derivação termo a termo, 99 
Derivação 
implícita, 229, 241-242 
para funções vetoriais, regras de, 174- 
176 
termo a termo para série de potências, 
49 
Derivadas de ordem superior, 54, 67 
Derivadas direcionais, 245 
cálculo de, 247 
como produto escalar, 248 
definição de, 246 
e gradientes, 247-248 
estimando a variação com, 255-256 
interpretação das, 247 


no plano, 246 
propriedades das, 249 
Derivadas parciais de segunda ordem, 
231-232 
Derivadas parciais, 209-296 
cálculos de, 228-230 
com variáveis condicionadas, 285-289 
contínuas, identidade para função com, 
430 
da função de duas variáveis, 226-228 
da função de várias variáveis, 209-214 
de ordem superior, 233 
definições de, 227 
e continuidade, 231 
notações para as, 227 
segunda ordem, 231-232 
Derivadas 
como velocidade, 174 
de função vetorial, 172-174 
de série de potências, 49 
de vetor tangente, 193 
direcionais. Ver Derivadas direcionais 
Regra do produto escalar, 175 
parciais. Ver derivadas parciais 
Regra do produto vetorial, 175 
Descartes, René, 459 
Desigualdade do triângulo, 454 
Desigualdades, regras para, 450 
resolvendo, 452-453 
Determinante (s), cálculo do produto 
vetorial, 148 
Jacobiano, 350 
Determinante jacobiano, 348, 353 
Diagrama (s) de árvore(s), para regras da 
cadeia em várias variáveis, 238, 239, 
240, 241, 242, 243 
Diagrama de setas para uma função, 288 
Diagramas de Argand, 478-479 
Diferença de operações com vetores, 132- 
133 
Diferenciabilidade, 226, 231, 233-234 
Diferenciação implícita, 229, 241 
fórmula para, 242 
Diferenciais, 255 
da área de superfície, para superfície 
parametrizada, 407 
totais, 258,259 
Diferencial da área, 407 
Diferencial do comprimento de arco, 90-91 
Diferencial total, 259, 260 
Direção (sentido), ao longo de um 
caminho, 381, 397 
de vetores, 132, 133 
estimando uma variação em uma, 
255-256 
Diretriz (es), da elipse, 114 
da hipérbole, 114 
da parábola, 114, 117 
Discriminante (Hessiano) da função, 266 
Distância, no plano, 462-464 
e esferas no espaço, 127-128 
em coordenadas cartesianas 
tridimensionais, entre ponto e reta, 154 
entre ponto e plano, 154-155, 156-157 


entre ponto e ponto, 127 
Divergência 
de campo vetorial, 392-395, 433 
de sequência, 2-4 
ao infinito, 4 
ao menos infinito, 4 
de séries, 14, 17 
teste do n-ésimo termo para, 17 
testes para, 41-42 
Dominação, integrais duplas e, 307 
Domínio de parâmetro, 77, 404 
Domínio, conexo, 386, 389 
conexo, 382 
de campo vetorial, 369, 382 
de função, 209, 210 
simplesmente conexo, 382 


E 


e, definição do número, como série, 44 
Efeito redemoinho, 397 
Eixo (s), coordenados, 459 
de elipse, 107, 108 
giro em torno de, 395-397 
momentos de inércia em torno de, 331 
Eixos coordenados, 459 
momentos de inércia em torno dos, 331 
Elemento de área curvo, 406 
Elementos do conjunto, 451 
Eletromagnetismo (Lei de Gauss), 439 
Elipse(s), centro da, 107 
distância entre centro e foco, 108 
eixo focal da, 107 
eixo maior de, 108 
eixo menor de, 108 
equações polares de, 115 
excentricidade de, 114 
vértices de, 107 
Elipsoides, 160 
de revolução, 160 
Equação da continuidade da 
hidrodinâmica, 433, 439 
Equação da onda, 236 
Equação de Laplace, 236 
Equação do calor, 236 
Equação fundamental da reta, 461 
Equação geral da reta, 462 
Equação geral, para o plano, 154 
Equação(ões) 
de foco-diretriz, 114 
e coordenadas cilíndricas, 340 
fundamental da reta, 461 
identidade de Euler, 69 
linear, AP-13 
movimento de projétil ideal, 180-181 
para elipses, 109, 117 
para hipérboles, 110 
para um plano no espaço, 154-155 
paramétricas. Ver equações paramétricas 
polar para círculos, 117 
polar para retas, 117 
relacionando coordenadas esféricas a 
coordenadas cartesianas 
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relacionando coordenadas polares e 
cartesianas, 95 
relacionando coordenadas retangulares e 
cilíndricas, 337 
Equações lineares, 462 
Equações paramétricas, 77-80 
da cicloide, 81 
de hipérboles, 80, 86 
de retas, 152-153 
do círculo, 78, 88-89 
para curvas no espaço, 170 
para movimento de um projétil, 180-182 
Equações polares, de círculos, 118 
de retas, 117 
e gráficos, 94-95 
para seções cônicas, 115-117 
Equações vetoriais 
do plano, 154-155 
para as curvas no espaço, 170 
para movimento de um projétil, 180-182 
para retas, 152, 153 
Escalares, definição de, 132 
Escoamento em cisalhamento, 394 
Escrevendo vetores em termos de 
características, 134 
Esferas, concéntricas 
área da superfície da, 407-408 
em campo vetorial, 437-438 
equação padrão para as, 127 
no espaço, distância e, 127-128 
parametrização de, 404-405 
Espaço, trabalho realizado por uma força 
sobre uma curva no, 373-375 
Estimativa de erro, para teste com integral, 
24-25 
Euler, Leonhard, 485 
Excentricidade, 113-114 
da elipse, 114 
da hipérbole, 114 
da parábola, 114 
equação polar para cônica com, 116 
Expansão, uniforme, para um gás, 394 
Extremo, determinação de, local (relativo), 
264-265 


F 


Faixa de Móbius, 417 

Fluxo 
através de curva plana, 376, 378 
através de fronteira retangular, 393 
cálculo de, 397, 418-419 
definição de, 377, 417 
integral de superfície para, 417-419 
versus circulagáo, 377 

Focos, 107 

Forca constante, trabalho realizado por 
uma, 138 

Forca variável, ao longo de uma curva, 
373-375 

Forças do fluido, e centroides, 347 
trabalho e, 374 

Forças, adição de, 132-133 
campo de, 371 
por deslocamento, 143 
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trabalho realizado por, sobre uma curva 
no espaço, 373 


Forma de componente, de vetores, 130-131 


Formas diferenciais exatas, 389 
Formas diferenciais, 389-390 
Formas indeterminadas de limites, 67 
Fórmula de comprimento de arco, 187 
Fórmula de distância, 127, 463 
Fórmula de erro, para aproximações 
lineares, 257, 282-283 
Fórmula de Euler, 479 
Fórmula de Leibniz, 67 
Fórmula de recursáo, 8 
Fórmula de Taylor, 58 
para duas variáveis, 281-284 
Fórmulas computacionais, para a torção, 
200 
Fórmulas de conversão de coordenadas, 
344 
Fórmulas paramétricas, para derivadas, 86 
Frenet, Jean-Frédéric, 197 
Fubini, Guido, 300 
Função exponencial natural, 
série de potências para, 52-53, 54, 58 
Função identidade, 430 
Função logaritmo natural, propriedades 
algébricas de, 
série de potências para, 50-51, 67-68 
Função potencial, 382 
Função(ões) 
a valores reais, 171, 209 
componentes, 170 
composta. Ver Funções compostas 
contínua no ponto, 221 
continuamente diferenciável, 444 
contínuas. Ver Funções contínuas 
continuidade de, 222 
de duas variáveis, 210-211, 214, 233, 
Regra(s) da cadeia para, 237-238 
Teorema do incremento de, 233 
limites para 217-221 
linearização de, 256-258 
derivadas parciais de, 209-214 
fórmula de Taylor para, 281-284 


de mais de duas variáveis, 223, 230-231, 


260 
de três variáveis, 212-214, 239, 251-252 
de várias variáveis, 209-214 
de várias variáveis, 243 
definidas em superfícies, 239-241 
derivada de, 173 
descontinuidade de , 221 
diagrama de seta de, 210, 288 
diferenciáveis, 226, 234 
domínio de, 209, 210 
escalares, 171 
gradiente de, 248 
gráficos de, 212 
Hessiano de função de duas variáveis, 
266 
identidade, 430 
imagem de, 209, 210 
implicitamente definidas, 241 
integrável, 179, 298, 320 
limite de, 217 


linearização de, 256-258 
lisas por partes, 382 
ponto crítico de, 265 
potencial, 382 
representação como série de potências, 
52-53 
simétrica, 97-98 
valor médio de, no espaço, 325-326 
valores extremos (locais) de, 246-267, 
275-278 
valores máximos e mínimos de, 268-270 
variáveis de entrada de, 209 
variáveis independentes de, 209 
variável de saída de, 209 
variável dependente de, 209 
velocidade, 174 
vetor. Ver Funções vetoriais 
Funções a valores reais, 14-15, 209 
Funções a valores vetoriais. Ver Funções 
vetoriais 
Funções componentes, 170 
Funções compostas, 223 
continuidade de, 222 
Funções contínuas 
definição de, 221 
extremos absolutos de, 264 
valor médio de, 312-313, 325-326 
valores extremos de, em conjuntos 
fechados e limitados, 223 
Funções integráveis, 298 
Funções vetoriais, 170-176 
antiderivadas de, 178 
continuidade de, 171-172 
de comprimento constante, 176 
derivada de, definição de, 173 
derivável, 173 
integrais de, 178-183 
integral definida de, 179 
integral indefinida de, 178 
limites de, 171-172 
regras de diferenciação para, 174-176 
Funções, deriváveis, 228 
continuamente, 87 
regras para, 239, 242 
Fórmula de Taylor para, 54 


G 


Gauss, Carl Friedrich, 141 
Gibbs, Josiah Willard, 189 
Giro em torno de um eixo, 395-397 
Gradiente de campos vetoriais, 370-371 
campos conservativos como, 383 
Gradientes, vetores, 245 
às curvas de nível, 249-251 
comprimento de, 103 
definição de, 248 
em coordenadas polares, área delimitada 
por, 105 
Gráfico de cardioide, 99 
regras algébricas para, 251 
rotacional de, 430 
Gráfico(s) 
área de superfície de, 411 


de curvas polares, 100 
de equação, 459 
de equações paramétricas, 85 
de funções com duas variáveis, 77 
de funções com três variáveis, 212 
de funções com várias variáveis, 209- 
214 
de sequência, 2 
em coordenadas polares, 94-95, 97-100 
técnica para desenhar, 100 
testes de simetria para, 97-98 
simétrica em torno do eixo x, 98 
simétrica em torno do eixo y, 98 
simétrico em torno da origem, 98 
Grassmann, Hermann, 134 
Gráficos de computador, 214 
de funções de duas variáveis, 214 
Gravitação, Lei de Newton da, 203 


H 


Hélice, 171 

Hessiano da função, 266 

Hidrodinâmica, equação da continuidade 
da, 433 

Hipérbole(s), 109 
centro de, 109 
definição de, 109 
diretrizes para, 114 
eixo focal de, 109 
equação de, em coordenadas cartesianas, 

114-115 

equação polar de, 115, 118 
equações de forma padrão para, 110 
excentricidade de, 113-114 
focos de, 109-110 
ramos de, 106 
vértices de, 109 

Hiperboloides, 160 

Hipocicloide (astroide), 84, 87 
comprimento de, 89 

Huygens, Christian, 82 


I 


Identidade de Euler, 69, 71 
Imagem, 348 
Imagem, da função, 209, 210, 
em movimento de projétil, 182, 183 
Inclinação da curva 
da reta não vertical, 460 
em coordenadas polares, 98 
parametrizada, 78-79 
Incrementos, 459-462 
Independência do caminho, 381-382 
Indução matemática, 455-458 
Indução, matemática, 455-458 
Inércia, momentos de, 331 
Infinitésimos, 474 
Infinito, divergência de sequência ao, 4 
Integração 
da função vetorial, 179-180 
em campos vetoriais, 362-449 
em coordenadas cilíndricas, 336-344 
em coordenadas esféricas, 345-346 
limites de. Ver Limites, de integração 


termo a termo de série de potências, 72 
Integração dupla, área por, 311-313 
Integração termo a termo, 50 
Integrais cartesianas, transformação em 

integrais polares, 316-318 
Integrais de caminho. Ver integrais de linha 
Integrais de fluxo, 403, 438 
Integrais de linha, 362 

aditividade e, 364 

cálculo de, 363, 372 

pelo Teorema de Green, 399-400 

cálculos de massa e momento e, 364 

campos vetoriais e, 368-378 

coordenadas xyz e, 372 

definição de, 362 

interpretação de, 366 

no plano, 366 

teorema fundamental das, 383 
Integrais de superfície, 414-421, 426 

cálculo de, 416-417 

fórmulas para, 415 

para fluxo, 417-419 
Integrais definidas, 179 

de função vetorial, 179 
Integrais duplas 

Teorema de Fubini para calcular, 299-300 

como volumes, 303 

na forma polar, 314-316 

propriedades das, 307-308 

sobre regiões não retangulares limitadas, 

302 

sobre retângulos, 297, 300 

substituições em, 348-352 
Integrais múltiplas. Ver Integrais duplas; 

integrais triplas 
Integrais não elementares, 64, 66 
Integrais triplas 

em coordenadas cilíndricas, 336-340 

em coordenadas esféricas, 340-344 

em coordenadas retangulares, 320-326 

propriedades de, 320-321, 326 

substituições em, 352-355 
Integrais, aproximação de 

de campos vetoriais, 371 

de funções vetoriais, 179 

de linha. Ver integrais de linha 

de superfície, 414-421, 426 

de trabalho, 376, 381, 389, 392 

definidas. Ver Integrais definidas 

duplas. Ver Integrais duplas 
em coordenadas polares, 314 
múltipla, 297 
não elementar, 64, 66, 73 
substituição em, 348 

polar, mudando integrais cartesianas 
para, 316 

repetida, 299 

tabela de, T1-T-6 
Integral iterada, 299 
Inteiros positivos, 475 
Inteiros, 475 

iniciais, 457 
Intercepto do eixo x, 462 
Intercepto do eixo y, 462 


Interseção de conjuntos, 451 
Interseção, retas de, 155 
Intervalo de convergência, 48 
Intervalo do parâmetro, 77-78 
Intervalos finitos (limitados), 452 
Intervalos infinitos (ilimitados), 211, 452 
Intervalos, 452 
de parâmetro, 79 
tipos de, 452 


J 
Jacobi, Carl Gustav Jacob, 348 
K 
Kepler, Johannes, 203 
L 


Laço, 376 
Lagrange, Joseph-Louis, 272 
Laplace, Pierre-Simon, 232 
Lei da elipse (primeira lei de Kepler), 303 
Lei da gravidade de Newton, 203 
Lei da transitividade dos números reais, 
472 
Lei das áreas iguais (segunda lei de 
Kepler), 203 
Lei de Gauss, 439 
Lei distributiva, 472 
prova da, 484-485 
para produtos vetoriais, 146 
Lei do gás ideal, 285 
Lei do tempo-distância (Terceira Lei de 
Kepler), 204 
Lei dos cossenos, 118, 139 
Leibniz, Gottfried, 474 
Leis associativas, 472 
Leis comutativas, 472 
Leis do limite, 218 
Limitante superior, 472 
Limites bilaterais, prova para, 470 
Limites de integração de r, 315, 339 
Limites de integração de x, 323-325 
Limites de integração de y, 322, 324 
Limites de integração de z, 322, 323, 324, 
338 
Limites de integração de p, determinação 
de, 342-343 
Limites de integração de h, determinação 
de, 342 
Limites de integração em 0, encontrando, 
315-316, 343 
Limites 
à esquerda, prova de, 470 
de funções a valores vetoriais, 171-172 
de integração, para coordenadas 
cilíndricas, 338-340 
encontrando, para integrais múltiplas, 
306-307, 315-316, 321-323, 338- 
339, 342-343 
para coordenadas esféricas, 
342-343 
para coordenadas polares, 
315-316 
para coordenadas retangulares, 315 
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de sequéncias, 4 
inexisténcia de, teste dos dois caminhos 
para funções de duas variáveis, 222 à 
direita, prova de, 469 
para coordenadas cilíndricas, 338 
para funções de duas variáveis, 217, 219 
que ocorrem frequentemente, 7-8, 470- 
471 
Linearização, 54 
de funções de duas variáveis, 257 
Líquidos, incompressíveis, 395 
In x, equação inversa de, 473 
inverso de, e o número e, 472 


M 


Maclaurin, Colin, 53 
Magnitude (comprimento) do vetor, 130, 
131, 132-133 
Massa(s) Ver também Centro de massa 

cálculos de, e momento, 364-366 

de cascas finas, 419-421 

de fio ou haste fina, 364-365 

fórmulas de, 330, 365 

integrais múltiplas e, 330, 333 

por integral de linha, 365, 
Máximo absoluto (global), 223, 268 
Máximo global (absoluto), 268-270 
Máximo local (relativo), 264, 270 
Máximo, absoluto (global), 268-270 
condicionado, 272-275 
local (relativo), 264, 266, 270 
Máximos condicionados, 272-279 
Menor limitante superior, 12, 472-473 
Mínimo absoluto (global), 223, 268 
Mínimo global (absoluto), 268-270 
Mínimo local (relativo), 264, 270 
Mínimo, absoluto (global), 268-270 
condicionado, 272-275 
local (relativo), 264, 266, 270 
Mínimos condicionados, 272-279 
Módulo da velocidade, 174, 198, 370 
em uma curva suave, 189 
de partículas no espaço, 174 
Módulo de velocidade inicial do projétil, 
181 
Molas, cálculos de massa, 364-365 
Momento de inércia, 331-333, 419 
Momentos, e centros de massa, 329-334, 

365, 419 

de cascas finas, 419-421 

de fio ou haste fina, 364-365 

de inércia, 331-334, 419 

de sólidos e placas, 333 

e cálculos de massa, 364-366 

primeiros, 329-331, 419 
Movimento de projétil, equações vetoriais 

e paramétricas para, 180-182 

com rajadas de vento, 182-183 
Movimento planetário, Primeira Lei de 

Kepler (Lei da elipse) de, 203 

em planos, 203 

segunda Lei de Kepler (Lei das áreas 

iguais) de, 203-204 
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terceira Lei de Kepler (Lei do tempo- 
distância) de, 204 
Movimento, ao longo da curva no espaço, 
172-173, 197 
direção e sentido de, 174 
em coordenadas polares e cilíndricas, 
202 
funções vetoriais e, 170, 172-174 
Multiplicação por escalar de vetores, 132- 
133 
Multiplicação, de funções, 
de séries de potências, 48 
escalar, de vetores, 132-133 
Multiplicador (da Lagrange), 269, 272-279 
Multiplicadores de Lagrange, 272 
com duas restrições, 278 
método de, 275 


N 


Nabla (), 248, 423 
n-ésima soma parcial, 13-14 
Newton, Sir Isaac, 474 
Norma da partição, 88, 101, 298, 302-303, 
337 
Notação de Leibniz, 88 
Notação fatorial, 8 
Notações, para derivada, 227-228 
Números complexos, 474-483 
parte imaginária de, 477 
parte real de, 477 
Números de Fibonacci, 8 
Números irracionais, 451 
Números naturais, 451 
Números racionais, 451, 475 
Números reais, construção dos reais e, 
473-474 
a reta real, 450 
desenvolvimento dos, 475-476 
propriedades algébricas de, 450, 472 
completude, 450, 472 
ordem, 450, 472 
teoria dos, 472-474 


O 


Octantes, 125 

Operações algébricas com vetores, 132 

Oresme, Nicole, 3 

Origem, de sistema de coordenadas, 459 
em coordenadas polares, 93-94 


P 


Par coordenado, 459 
Par de coordenadas polares, 93-94 
para integrais de linha, 383 
Parábola (s), 78, 464-465 
comprimento focal de, 106 
definição de, 105 
diretriz de, 105, 107, 116 
eixo da, 106, 464 
excentricidade de, 113-115 
foco de, 105, 107 
parametrização de, 78-79 
vértice de, 106, 464 
Paraboloide hiperbólico, 160-161 


Paraboloides elípticos, 160 
Paraboloides, 160 
elípticos, 162 
hiperbólicos 161, 162 
volume da região delimitada por, 323- 
324 
Paralelogramo, área do, 147 
lei do, de adição, 132, 139 
Parametrização, do cone, 404 
da esfera, 404-405 
da reta, 152-153 
de curvas, 77-83, 170 
de superfícies, 404-409 
do cilindro, 405 
e área da superfície, 405-409 
Parâmetro de comprimento de arco, 188 
Parâmetros, 77, 404 
Partições, 297 
norma de, 298, 302-303 
Pascal, Blaise, 14 
Período orbital, 204 
Placa bidimensional, 330, 333 
Placa plana, centro de massa de, 156 
Plano normal, 199 
Plano osculador, 199 
Plano retificador, 199 
Plano tangente à superfície, 254, 255 
Plano xy, 125 
Plano xz, 125 
Plano yz, 125 
Plano(s), ângulos entre, 157 
coordenadas cartesianas no, 459 
derivadas direcionais no, 246-247 
distáncia e circunferéncias no, 462-464 
equação para, 155 
integrais de linha no, 366 
no espaco, 151-157 
normal, 199 
osculador, 199 
paralelos, 155 
planetas se movem em, 203 
retas de intersegáo de, 155-156 
retificador, 199 
tangente horizontal à superfície, 264, 
265 
Teorema de Green no, 392-401 
Planos coordenados, 125 
primeiros momentos em relação aos, 
365, 419 
Planos paralelos, 155 
Planos tangentes 
a uma superfície parametrizada, 406 
e retas normais, 253-255 
horizontal, 264-265 
Poisson, Siméon-Denis, 264 
Polinômios de Taylor, 54-56, 61, 61-62 
Polinômios de Taylor, 54-56, 61 
Ponto crítico, 265 
Ponto final 
de uma curva, 77-78 
do vetor, 130 
Ponto inicial, da curva, 77 
do vetor, 131 
Ponto interior, 211, 452 


para regiões no espaço, 213 
para regiões no plano, 210 
Ponto médio de segmento de reta no 
espaço, determinação com vetores, 135 
Ponto(s), de fronteira, 213 
interior, 213 
em sistema de coordenadas cartesianas 
tridimensional, distância até o plano, 
157-157 
Pontos de fronteira, 210-211, 452 
para regiões no plano, 211 
para regiões no espaço, 213 
Pontos de sela, 161, 264-270 
Posição de partícula, no espaço ao longo 
do tempo, 170 
Potenciais, para campos conservativos, 
386-389 
Potências, 481 
séries binomiais para, 64-65 
Pré-imagem, 348 
Primeira Lei de Kepler (Lei da elipse), 203 
Primeiros momentos, 329-331 
sobre eixos coordenados, 359, 365 
sobre planos coordenados, 419 
Produto escalar triplo (produto misto), 
149-150 
Produto escalar, 138 
de vetores ortogonais, 141 
definição do, 138-139 
derivada direcional como, 248 
propriedades do, 141 
Produto misto, 149 
Produto vetorial, com determinantes, 146 
prova da lei distributiva para, 
484-485 
de dois vetores no espaço, 146 
propriedades do, 146 
regra da mão direita, 146 
Produtos internos. Ver Produto escalar 
Produtos, de números complexos, 479-480 
Projeções, ortogonais, 141-143 
Propriedade de completude dos números 
reais, 472 


Q 


Quadrantes, de sistema de coordenadas, 
459 
Quocientes, 480 


R 


Raio inicial em coordenadas polares, 93 
Raio, do círculo (circunferência), 463 
de convergência, 48 
de série de potências, 47-48 
de curvatura, para curvas planas, 194 
Raízes, 481-482 
séries binomiais para, 64-65 
Razão, em série geométrica, 15 
Reais, construção dos, 473-474 
Região aberta, 211,213 
Região conexa, 384 
Região em forma de leque em coordenadas 
polares, área de, 101 
Região fechada, 211 


Região não limitada, 211 
Região simplesmente conexa, 383 
Regiões limitadas, 311 
áreas de, no plano, 311-312 
máximos e mínimos absolutos em, 223, 
268 
Regiões planas, ponto interior, 211 
Regiões 
abertas, 211, 213, 431 
conexas, 383 
especiais, teorema da divergéncia para, 
436-436 
Teorema de Green para, 400-401 
fechadas, 211, 213 
genéricas, integrais duplas sobre, 302- 
308 
limitadas, 211 
náo limitada, 211 
no espaço, ponto interior, 213 
volume de, 321 
plano, ponto interior, 211 
simplesmente conexa, 382-383 
sólido, volume de, 303-306 
Regra da cadeia, 85, 175, 237 
para duas variáveis independentes e três 
variáveis intermediárias, 240 
para funções de duas variáveis, 237 
para funções de três variáveis, 239 
para funções vetoriais, 175-176 
Regra da derivada do quociente, 86 
Regra da função constante, 175 
Regra da multiplicação por constante, 18, 
219,251 
e série divergente, 18 
para gradientes, 251 
para integrais, 178 
para limites de funções de duas 
variáveis, 219 
para limites de sequências, 4 
para séries, 18 
Regra da potência, para limites de funções 
de duas variáveis, 219 
Regra da raiz, para limites de funções de 
duas variáveis, 219 
Regra da soma 
combinando séries, 18-19 
de séries geométricas, 14-16 
para funções vetoriais, 175 
para gradientes, 251 
para limites 
de funções de duas variáveis, 219 
de sequências, 3 
Regra da soma para derivadas, 457 
Regra do produto de limites, prova da, 
467-468 
Regra do produto escalar para funções 
vetoriais,175 
Regra do produto vetorial para derivadas 
de funções vetoriais, 175 
Regra do produto, para limites de funções 
de duas variáveis, 219 
para séries de potências, 48 
para sequências, 4 


Regra do quociente de limites, prova da, 
468-469 
Regra do quociente, para gradientes, 251 
de limites de funções de duas variáveis, 
219 
prova da, 468-469 
para sequências, 4 
Regras algébricas para gradientes, 251 
Regras da diferença 
para combinação de séries, 18 
para funções vetoriais, 175 
para gradiente, 251 
para limites de funções de duas 
variáveis, 219 
para limites de sequências, 4 
Regras da multiplicação por escalar para 
funções vetoriais, 175 
Reindexação de série infinita, 19 
Relógio de pêndulo, 81 
Representação da função, em série de 
potências, 52-53 
Resto 
de ordem n, definição para a fórmula de 
Taylor, 58 
estimativa do, no Teorema de Taylor, 58, 
59-60 
no teste da integral, 24-25 
Reta normal, 254 
Reta(s), de intersecção, de planos, 155 
e planos no espaço, 151-157 
equação polar para, 117 
equações de, 152 
equações paramétricas para, 152 
equações vetoriais para, 152-154 
paralelas, 462 
perpendiculares, 462 
planos tangentes e, normais, 
253-255 
Retângulos, integrais duplas sobre, 297- 
301 
Retas paralelas, 155, 462 
Retas perpendiculares, 462 
Revolução, em torno do eixo y 
áreas de superfícies de, 91 
elipsoide de, 160 
Roda de pás, 427-429 
Rotação uniforme, 394 
Rotacional, componente k do, 395 


S 


Seções transversais, 161 
horizontais, limites de integração e, 306 
verticais, limites de integração e, 306 
Segmentos de reta orientados, 130 
Segmentos de reta, orientado, 131 
no espaço, 151 
ponto médio de, determinação com 
vetores, 135 
Segunda Lei de Kepler (Lei das áreas 
iguais), 203 
Sequência divergente, 5 
Sequência ilimitada, 8 
Sequência infinita, 1, 13. Ver também 
Sequências 
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Sequéncias crescentes, 9 
Sequéncias limitadas, 9 
Sequéncias monotónicas, 8-10 
Sequéncias, 1-10 
cálculo de, 4-6 
convergéncia de, 2-4 
das somas parciais, 14 
decrescente, 9 
definidas recursivamente, 8 
divergéncia de, 2-4 
ao infinito, 4 
ao menos infinito, 4 
índice de, 1 
infinitas, 1-2 
limitada, 8-9 
limites de, 4-6 
pela regra de 1»Hópital, 6-7 
pelo Teorema da funcáo contínua, 5 
pelo Teorema do confronto, 5 
monotónicas, 9 
Série alternada, 37 
harmónica, 37 
Série de Maclaurin, 53-54, 55 
Série divergente, 17-18 
Série geométrica, 27 
convergéncia de, 27 
Série harmónica, 22, 24 
alternada, 38-39 
Série infinita, 13-14 
Série p, 24 
Série 
absolutamente convergente, 39 
adicionar ou retirar termos, 19 
alternada, 37-39 
harmónica, 37-38 
binomial, 64-65 
combinando, 18-19 
condicionalmente convergente, 39 
convergência de, testes de comparação 
para, 27-29 
convergente, 14 
de potência, 44-51 
divergente, 14, 17 
geométrica, 14-16 
harmônica, 22, 24 
infinita, 13-19 
Maclaurin, 53-54 
rearranjo de, 41 
reindexação de, 19 
representações, de funções de potência, 
52-53 
série p, 24 
soma de, 13-14 
soma parcial de, 13-14 
Taylor, 53-54, 57-58, 60-61 
teste da convergência absoluta, 40 
alternada, 37 
comparação no limite, 29-30 
comparação, 28 
convergência, 27-29 
integral, 22-24 
raiz, 34-35 
razão, 32-34 
resumo de, 41-42 
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teste da integral, 23 
estimativa de erro no, 24-25 
Série(s) de potências, 44-51 
derivação termo a termo de, 49 
e convergência, 44-47 
raio da convergência de, 47-48 
teste de, 47-48 
integração termo a termo de, 50 
multiplicação de, 48 
recíprocas, 44-45 
Séries binomiais, 64-69 
Séries de Taylor, 53-54 
aplicações das, 60-61, 64-69 
cartesianas, 125 
cilíndricas, 338-340 
com orientação da mão direita, 125 
como representações de funções, 53 
convergência de, 57-62 
esféricas, 342-344 
frequentemente utilizadas, 69 
planos coordenados, 125 
Sistema de coordenadas 
tridimensionais, 125-128 
Sistema de coordenadas com orientação da 
mão direita, 125 
Sistema de coordenadas negativo, 125 
Sistema de coordenadas, da regra da mão 
esquerda ou orientado negativamente, 
397 
da regra da mão direita ou orientado 
positivamente, 146, 397 
Sistemas de coordenadas cartesianas, 
125-128 
Sólido tridimensional, 330, 333 
Sólidos, o princípio de Cavalieri de 
tridimensional, massas e momentos, 
330, 333 
volume de, cálculo de 
por integrais duplas, 298-299, 303-306 
por integrais triplas, 320-321 
Soma e diferenca, de integrais duplas, 307 
finitas, 41 
parciais, sequéncia de, 14 
Somas parciais náo decrescentes, 14 
Somas parciais, crescentes, 22 
n-ésima da série, 13-14 
sequéncia de, 14 
St. Vincent, Gregory, 89 
Substituigáo 
em integrais duplas, 348-352 
coordenadas retangulares para 
coordenadas polares, 872 
em integrais múltiplas, 348-355 
em integrais triplas, 352-355 
coordenadas retangulares para 
coordenadas cilíndricas, 337 
coordenadas retangulares para 
coordenadas esféricas, 341 
Superfície de nível de funções de três 
variáveis, 212 
Superfície lisa por partes, 414, 424 
Superfície lisa, 405-406, 409 
Superfície orientada (com dois lados), 417 
Superfície orientável, 417 


Superfícies implícitas, 409 
Superfícies poliédricas, 429-430 
Superfícies quádricas, 159-162 
Superfícies, e área, 91, 404-414 
funções definidas em, 239-240 


T 


Teorema de Stokes, 386, 423-431, 432 
campos conservativos e, 431 
comparação com o Teorema de Green, 

423, 424, 425 
integral de superfície em, 426 
para superfícies com furos, 430 
para superfícies poliédricas, 
429-430 
Teorema de Taylor, 57 
prova do, 61-62 
Teorema do confronto 
para as sequéncias, 5 
prova do, 469 
Funções escalares, 171 
Teorema do gradiente ortogonal, 275 
Teorema do Gradiente, ortogonal, para 
extremos condicionados, 275 
Teorema do incremento para funções de 
duas variáveis, 233, 487-489 
Teorema do rearranjo, para série 
absolutamente convergente, 41 
Teorema do valor extremo, 223, 473 
Teorema do valor intermediário, 473 
Teorema Fundamental da Álgebra, 482 
Teorema fundamental das integrais de 
linha, 383 
Teorema fundamental do cálculo, 90, 179, 
186, 189, 362-363, 383 
Teorema 
ángulo entre dois vetores, 139 
campos conservativos e campos 
gradientes, 384 

convergéncia, para série de poténcias, 
raio da, 47 

da derivacáo termo a termo, 49 

da divergéncia, 435 

da estimativa de séries alternadas, 39, 61 

da estimativa do resto, 59, 59-60 

da funcáo contínua para sequéncias, 6 

da função implícita, 242, 409 

da integração termo a termo, 50 

da multiplicação para séries de 
potências, 48 

da sequência monotônica, 9, 22 

da(s) derivada(s) mista(s), 232-233, 485 

de Fubini, 299-301 

de Green, 398 

de Moivre, 481 

de Stokes, 424 

de Taylor, 57, 61-62 

diferenciabilidade implica em 
continuidade, 234 

do confronto, 5, 469 

do gradiente ortogonal, 275 

do valor médio, 87-88 

dos limites, provas dos, 467-470 


exatidão das formas diferenciais, 389- 
390 
fórmula para diferenciação implícita, 
242 
fundamental das integrais de linha, 383 
de integrais de linha, 383 
Fundamentalda Álgebra, 482-483 
incremento, para funções de duas 
variáveis, 233, 487-489 
propriedade do laço fechado de campos 
conservativos, 385 
propriedades dos limites de funções de 
duas variáveis, 219 
rearranjo, para séries absolutamente 
convergentes, 41 
regra da cadeia 
para duas variáveis independentes e 
três variáveis intermediárias, 240 
para funções de duas variáveis, 237 
para funções de três variáveis, 239 
regra de l'Hôpital, 6-7 
rot F = 0 relacionada com a propriedade 
do laço fechado, 431 
sequência decrescente, 9 
teste da comparação direta, 29 
teste da comparação, 28 
teste da convergência absoluta, 40 
teste da derivada de primeira ordem para 
valores extremos locais, 265 
teste da derivada de segunda segunda 
ordem para extremos locais, 266 
teste da integral, 23 
teste da raiz, 34-35 
teste da razão, 32 
teste de comparação no limite, 29-30 
teste de Leibniz, 37 
valor extremo, 473 
valor intermediário, 473 
Teoremas do valor médio, 87, 485-489 
Teoremas dos limites, provas dos, 467-470 
Teoremas integrais, para campos vetoriais, 
441-442 
Teoremas unificados, 441-442 
Terceira Lei de Kepler (Lei do tempo- 
distância), 204 
Termo de uma série, 14 
Termo do erro, na fórmula de Taylor, 58 
Termos da sequência, 1 
Teste da comparação, do limite, 28, 29 
Teste da convergência absoluta, 40 
Teste da derivada de primeira ordem, 265, 
274 
Teste da derivada segunda, 269-270 
derivação de, função de duas variáveis, 
281-282 
Teste da divergência, do n-ésimo termo, 17 
Teste da integral, 42 
estimativa do erro, 24-25 
resto no, 24-25 
Teste da raiz, 34-35, 48 
Teste da razão, 32-34, 44-45, 48, 64 
Teste da série alternada, 37 
Teste das componentes, para campos 
conservativos, 383, 386 


para forma diferencial exata, 392 
Teste dos dois caminhos para a não 
existência de um limite, 222 
Testes de comparação, de convergência de 
integrais impróprias, 27 
para convergência de séries, 39 
Testes de derivada, para valores extremos 
locais, 264 
Testes de max-min, 264, 266, 270 
Testes de simetria, para gráficos em 
coordenadas polares, 98 
Torção, 199-201 
Toro, 412 
Torque, 149 
Trabalho 
pela força através de deslocamento, 143 
por uma força variável ao longo da 
curva, 374-375 
por uma força, sobre uma curva no 
espaço, 373-375 
Trajetória da partícula, 170 
Transformações lineares, 349 
Transformações 
jacobiano das, 350, 351 
lineares, 349 
Triedro de Frenet, 197 
fórmulas computacionais, 200 
torção em, 199 
Triedro TNB, 197 


U 
União de conjunto, 451 
vV 


Valor absoluto, 453-455, 479 
propriedades de, 454 
Valor médio, 312 
de funções de várias variáveis, 312-313 
Valor(es) 
absoluto(s), 453-455, 479 
de uma função, 325-326 
extremos, 264- 270 
máximo local, 264 
mínimo local, 264 
Valores extremos locais, definições, 264 
teorema da derivada primeira para, 265 
testes de derivada para , 264-267 
Valores extremos, condicionados, por 
multiplicadores de Lagrange, 272 
de funções, 264-265 
para várias variáveis, 264, 266 
Valores nas extremidades de um intervalo, 
46 
Variação horizontal, 460 
Variação vertical, 460 
Variação 
estimativa, em direção especial, 261 
Variáveis condicionadas, 285 
Variáveis, condicionadas 
de entrada, 209 
de saída, 209 


dependentes, 285-286 
derivadas parciais com, 285-289 
duas, funções de, 210-211, 214, 233 
derivadas parciais de, 226-228 
fórmula de Taylor para, 281-284 
independentes, e três 
intermediárias,240 
limites para, 217-221 
linearização de, 256-260 
regra da cadeia para, 239 
funções de várias, 209-214, 223, 230- 
231, 243 
independentes, 237, 239, 285-286 
intermediárias, 238, 239, 240 
três, funções de, 212-214, 251-252 
regra da cadeia para, 237-243 
Variável de entrada da função, 209 
Variável de saída da função, 209 
Variável dependente da função, 209 
Variável independente da função, 209, 
285-286 
Variável intermediária, 241 
Velocidade angular da rotação, 428 
Velocidade 
angular da rotação, 428 
ao longo da curva no espaço, 174 
em coordenadas polares, 202-204 
Vetor binormal unitário, 197 
Vetor binormal, 197 
Vetor normal unitário principal, 195, 200 
para gradiente, 251 
Vetor normal unitário, 193, 195 
Vetor normal, 195 
Vetor nulo, 131 
Vetor posição, 130 
Vetor resultante, 132 
Vetor rotacional, 423 
Vetor tangente unitário, 189-190, 200 
Vetor tangente, 173 
Vetor(es), 129-136 
aceleração, 174, 197 
adição de, 132, 139 
ângulo entre, 138-140 
aplicações de, 135-136 
bidimensional, 130, 139, 140 
binormal de uma curva, 197 
binormal unitário, 197 
componente i de, 133-134 
componente j de, 133-134 
componente k de, 133-134 
comprimento (magnitude) de, 130, 131, 
132-133 
coplanares, 133 
definição de, 130 
direção do, 134 
e geometria no espaço, 125-162 
em campo gravitacional, 369 
em fisica e engenharia, 135-136 
em posição padrão, para um ponto, 130 
forma de componente, 130-131 
gradiente, 248 
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igualdade de, 130 
multiplicação por escalar de, 132 
na navegação, 135 
na posição, padrão, 130 
normal unitário principal, 193, 200 
normal unitário, 195 
normal, da curva, 195 
notação para, 130 
nulo, 131 
operações algébricas com, 132-133 
paralelos, 146 
perpendicular (ortogonal), 140-141 
ponto final de, 130 
ponto inicial de, 130 
produto escalar triplo de, 149-150 
produto escalar, definição de, 139 
produto vetorial, como área de 
paralelogramo, 147 
como determinante, 147-148 
de dois vetores no espaço, 146-147 
definição de, 146 
em forma componente, 147-148 
regra da mão direita para, 146 
projeção de, 141-143 
resultante, 132 
rotacionais, 423-424 
subtração (diferença) de, 132-133 
tangente à curva, 173 
tangente unitário, 189-190 
torque, 149 
tridimensional, 130 
unitário, definição de, 133-134 
derivada na direção de, 246 
escrever vetores em termos de, 134 
unitários padrão, 133 
velocidade, 130, 174 
Vetores bidimensionais, forma componente 
de, 130 
Vetores coplanares, 133 
Vetores ortogonais, 140-141 
Vetores paralelos, produto vetorial de, 146 
Vetores perpendiculares (ortogonais), 
140-141 
Vetores tridimensionais, forma de 
componente de, 131 
Vetores unitários padrão, 133 
Vetores unitários, definição de, 133 
Volume 
diferencial de, em coordenadas 
cilíndricas, 337 
em coordenadas esféricas, 341 
integrais duplas como, 298-299 
por integrais iteradas, 303-304 
de uma região no espaço, 321 
de região sólida, 303-306 
integrais triplas como, 320-321 


Y 


y=f(x), gráficos de comprimento de uma 
curva, 89-90 
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n+1 n+1 


s f a Vea" | dx 


Vx — a (2 — na? (n- 28?) (452 - a)? dido 
158 — a n+2 
a [Ave] ao! a +C, nz-2 


4 
57. pere a? dx = aê = a) Vx? — a? — GInkx+ Vx - al + C 


+C 


3 


a A E e VR - as 


a (YE = Inlx+ Vx — a 2r C 


xX 
2 
X - a 2 2 Xx 42 2 
os > In|x + Vx a| + 5 VM = 22 + 
dx A 12 / dx x? — a? 
6L = 3 SC PC = I cos! +C 62 = +C 
F L-a °? a a XV-a ax 
Formas trigonométricas 
E 2 
63. f senaxdx =- ¿cosax + C 5 | saxi > E TC 
64 f cosaxdx = &senax + C ES 


n-1 


67. f sera æn axsa, N t [ser axe 


ET o 
63. SS sie axsa nO ES 


cosa + b)x coga — b)x 2 2 
69. a. | snaxcostrs Xa + b) Xa = b) +C, a+b 


_ sela- bx sen(a+ b)x 2 5 
b. | senaxsenbxak Xa D a + D) +C, a+b 


= sela- bx sen(a+ b)x E 2 
c Jcosaxcosbrax Za—b) + Xa+ D) +C, a+b 


T. | senaxcosaxde- - 4 c MESS dx = ¿In |senax] +C 

n setax _ —  Costtax | E 
71 Js axcos ax dx = (n+ Da +C, n# -1 73. [sarna (n + Da C, nz -1 
74. a dx = — lIn |cosax| +C 


n-1 +1 _ 
7. Jasa dy =- 2 Te aX z + y f set Zan cost ar dx, n # -m  (reduzsen" ax) 


sent lax cos” tax ¿Mel 
a(m + n) “man 


16 | sanar cos ax dx = Js ax cos""2ax dx, m # —n (reduz cos" ax) 


538 Cálculo 


n [Ea a e (5 -2)]+c pe 
lots”; == p" C+ L aa ln b? cos ax vê ca 

A | sã so(3 3)+0 a E senax > dt9(7 + 3) +c 
O j preca" an + b? > c? 

af. Ro = id do +C, b?<c? 


ax 
al 5037 +C 

1 ax 
a |ia -actgs +C 


5 | xsnaxck = <a max — à cosax + C 


1 x 
=> C0sax + ¿senax + C 


86. [rosaa e 


n 
87. Jesna = -F cosax+ g fx cosaxa 
n = x’ n n-1 
88 |x'cosaxdx= 5 senax— ¿| x” * sen ax dx 
æ. Jtgaxc— ¿in seca +C 


90. f comarca Lin |sen ax +C 


sec" 2 axtgax y ME 


9L | oaa- ltgax - x+ € 


92 | com axa = -Í cotg ax — x+C 


n = to” E tax _ n—2 
a [ty = 01) fis axdx, n# 1 
o. | coger Sm e 1) - | cof axax, n+1 


95. [ex āln|secax + tgax| + C 
96. Josea- = bii |cossec ax + cotgax| + C 
7. | saxo- ¿tax C 


98. | osea- - 1 cotgax + C 


n 
99. | seaxdk = anm- 1) n=: sec” 2axdx n+ 1 
n cossec" 2 axcotgax , n— 2 dá 
100. | cossectax dr anm= 1) + 054 cos axdx, n#1 
101. | sectaxtgaxd = A C, nz0 102. | cossectaxcomaxdr = — Se AS O pd 


Formas trigonométricas inversas 


103. / sen laxax = xsen tax + Ava = ax? +C 


105. faxa = xtg lax— ana +ax) + C 


104. Justa xcos + ax — Eua = ax? +C 


106. / x” sen *axdx = a sen tax a 0 dx n*-1 
n+ 1 n+ 1 Vi- ax? 
ica AA a a And 
107. [cos axdx= cos ax+ nã 22 na -1 
ed E xn+1 E a j xl dx 
108. fx'tg xd = 7! ax Us 1 


Breve tabela de integrais 


Formas exponenciais e logarítmicas 


ax 
109, fear Fer +c mL frd Gia — 1) + 
no fora E +, b>0bx*1 12 [reno = Fre — g frena 
nb a a 
113. [xo ax = XP NM fm, b>0,b%1 
alnb  alnb f : 


114, fso = pl senbx — bcosbx) + C 


ax 
115. Jer coso dx = a 


y pa (2 cosbx + b senbx) + C 116, fimaxéx = xinax -x+ C 


nao)” 
117. Jena dx = a O z m 7 martes, n*-1 
E (Inax)™ +t dx 
1 m = — = 
us. fx (Inax)” dx = m41 C, mz-1 xira Inllnax| +C 


Formas envolvendo V 2ax — x, a>0 


dx x(x-a 
m. [2% - sw ( )+c 
V 2ax — x? a 


= 2 = 
12 [vz = 58 22x é + Boal (A a) +c 


a 


- a(V 2x - 
12 | ax)" = É aña dl + ( 2ax — x°)" “ox 


dx aa Va" n-3 dx 
af: 2 Ji 


ax 8)" (n— 2a? (n= 2a?) (/2ax— 3)? 
— 397 V2Zax — x2 3 = 
m fiva x ENE rt (53) +C 


/ — x = 
vs | E X = Va + asa! (X5 8) +c 


pz E = 
ms [12 Ego ai Pa - x sent (232) +c 


= asm! ($32) - Vax- + C ve | O 
xV Zax — x? 


a X 


dx 
V 2ax — x? 


Formas hiperbólicas 


129. [serhaxek = 4coshax + C 130. | coshaxok = Iserhar+ C 
2 _ semh2ax x _ semh2ax , x 
13L | setè axo = E 3 +€ 12 | costa a +7 


1 ES o 
138. | serra Li AR En al senh"-2axdx n=O 


539 


540 Cálculo 


n-1 = 
134. J oax- sen a y "5 1 cosh""*axdx, n0 


135. | xsehaxck = žcoshax Lomax + C 139. tha = Gin(coshao + C 
136. | xcoshaxax = Š shax - Š coshax + C 140. | cotghaxóx = Gn senh axi +C 
n 
137. | £ emh axx = X coshax — o osha w | tgh?axdx = x — ltghax + C 
n 
138. | x coshaxax = X senhax — 3 [De senhas 142. Jour x= Icotghax + E 
n => tgh" t ax n-2 
143. | tr axe a + [toh axdx n*1 


3 -1 
wa | cotoh" ax dx = ai | contr 2axax, n41 


15. | sech ax dx = Ls (tgh ax +C w. | sech? ax dx = ltghax + C 


146. J ona- lin 


th% + C 148. | catar —dcotghax + C 


ñ _ sem 2axtgnax |, n-— 2 n2 
140, | sech axe m- Da +p1/ 380" “axdx n*1 
ñ cœosech?axcotghax n- 2 E 
150. cossch ax dx (n= Da n- 1/ “osseh" “axdx nz1 
n OSSEC 
151 | sech" axtgh ax dx = ES +C, n#0 152. | oaxaca -R c, n#0 
a x ex ex ex > > 
153. fe senh rd SE a-b tC af#b 
z o ex ex ex 2 2 
154 fe cosh bx dx > st | + O tro 
Algumas integrais definidas 
155, | xe*dx=T(n)=(n-D, n>0 156 | ea LS, a>0 
0 0 


pra = 1) 

a 7/2 : a 7/2 P de 2-:4.6--...n Pi 
/ sen x = COS“ XAK = -4-6 (n= 1) 
3.5 a 4 


sen for um inteiro par = 2 


senfor um inteiro ímpar = 3 


N 


FÓRMULAS ALGÉBRICAS BÁSICAS 


Operações aritméticas 


= ac a 
a(b + c) = ab + ac, b d” bd 
a, c_ad+ bc ab ad 
b d bd ”’ cqd be 


Lei dos sinais 


= “dl: a a 
Ca-a >>> 


Zero A divisão por zero não é definida. 


0 


Sea 0:3-0 a =1, 0”= 


Para qualquer número a: a:0=0:a=0 

Lei dos expoentes 

ama" = gm, (ab) = arb", (amp = aM, amn = am = (Nam 
Se a £ 0, 


a” = am a=Ll qts 
a” A ' ms 
Teorema binomial Para qualquer inteiro positivo n, 
n(n — 1) 
1.2 
nn — Dn — 2) 
1.2:3 


(a + b" = a" + na™ tb + an2p? 


+ ar3p3 + -.. + nab™t + b”, 


Por exemplo, 
(a + b? = a? + 2ab + b?, (a — b}? = a? — 2ab + b? 
(a + b)? = a? + 3a% + 3ab?+b? (a - b)? = a? — 3a%b+ 3ab? — b? 
Fatorando a diferença de potências semelhantes a inteiros, n > 1 
a"-b'=(a-blar!+rarb+rarp +... + ab™? + pri) 
Por exemplo, 
a? — b? = (a — b)(a + b), 
a? — b? = (a - b(a? + ab + b?, 
a* — bf = (a - b)(a? + ab + ab? + b?). 


Completando o quadrado Sea = 0, 


2 
ax + bx + c= au? + C (u= x+ 2a, =c- $) 


Fórmula quadrática Se a = 0 e ax? + bx + c = 0, então 


_ —b+ Vb? -— 4ac 


X 2a 


FÓRMULAS GEOMÉTRICAS 


A = área, B = área da base, C = circunferência, S = área lateral ou área da superfície, 
V = volume 


Triângulo Triângulos similares Teorema de Pitágoras 


a +b =e 
Paralelogramo Trapezoide Círculo 
a 
VATA A= qr, 
C=2ar 
b b 
A = bh A= ala + bh 
Qualquer cilindro ou prisma com bases paralelas Cilindro circular reto 
h h | 
h 
/ V=Bh , 
B 7 
B 


V= mr?h 
S = 21rrh = Área da lateral 


Qualquer cone ou pirámide Cone circular reto Esfera 


7 


12 
zmr h E S 2 
=1 Bh y 3 V=3 Tr, S = 4mr 


S = mrs = Área da lateral 


LIMITES 


Leis gerais 

Se L, M, ce k forem números reais e 
limf0o9 =L e lim g(x) =M, então 
X=>C *x—C 

Regra da soma: limf 0) + 9009) =L +M 

x= 

lim( o = g(x) = L =M 

lim( 09-909) = L-M 


lim(k-$ 00) = K+L 


Regra da diferenca: 
Regra do produto: 


Regra do múltiplo constante: 


Regra do quociente: 


Teorema do confronto 


Se g(x) < f(x) < h(x) em um intervalo aberto contendo c, 
exceto possivelmente em x = c, e se 


lim 909 = lim h69 = L, 
x=>C x=C 


então lim, , Ax) = L. 


Desigualdades 


Se f(x) < g(x) em um intervalo aberto contendo c, exceto 
possivelmente em x = c, e ambos os limites existem, então 


li mi (xX = lim g(x). 


Continuidade 


Se g é contínuo em L e lim___ Ax) =L£, então 


x—C 


lim ($09) = qL). 


Fórmulas específicas 


Se PŒ) = ax + ax”! +... + a, então 
lim P(X =PM)-=ad+acl+..+a. 
x— 
Se P(x) e Q(x) forem polinômios e O(c) X 0, então 
a PO) P(o) 
xc cQ% Ao): 
Se f(x) é contínuo em x = c, então 
lim f = f(O. 
x=>C 
.  senx „n l = C05X 
= e pp =o 
Regra de l'Hôpital 


Se f(a) = g(a) = 0, tanto f' quanto g' existem em um intervalo 
aberto 7 contendo a e g'(x) 4 0 em T se x + a, então 


ÍN n f 
Jim g(x) im g'(x)’ 


assumindo que o limite do lado direito existe. 


REGRAS DA DIFERENCIAÇÃO 


Fórmulas gerais Funções trigonométricas inversas 
Considere que u e v sejam funções diferenciáveis de x. d 1 d 1 
d ax (sen) “AA ax (COS x) Teas R 
Constante: xo = l1-x sx 
di 1 d E 1 
. d = du du — (t ly = sec lx — SR ~ 
Soma: dx (Y + v) rra gx Lay de ) BE 
d du dv d 2 1 d E 1 
Diferença: (u — v) == — (cotg 1x) = — — (cossec 1x) = - —— = 
É ka dx de g x 1+x2 dx |x[Vx2 — 1 
Múltiplo constante: dx (cu) =c dx 
Funções hiperbólicas 
Produto: d (uv) = u dv | , du 
i dx dx dx d d 
„du ud ax Sh» = coshx glen” = senh x 
: d fu dx dx 
Cocina: dx (e) E vê Stoh x) = sech? x E (sec) = — sech x tghx 
Anria: d Mz m-i 
posia: dx* dá (coto = — osd x cosecha) = — cossechx cotghx 
Regra da cadeia: EC) = F'(909) -90 


Funções trigonométricas 


d a 

ax (SEN) = COSX 
d a aa 
ax (19X) = sec x 
d 

dx 


d e 
ax (COS) = —senx 


d a 
ax (SE x) = secxtgx 


“o (cotgx) = — cossec? x A (cosse) = — COSSEC X COtgx 


Funções exponenciais e logarítmicas 


d d 1 
KE = e nx =X 
La = a*Ina E (10953) = m3 


Funções hiperbólicas inversas 


Equacóes paramétricas 


d q 1 d q 1 

= (sh ix) = == (co ixy = ——— 

dx v1+x & Vx-1 

d aort = 1 d O 
aN SSe E VE: 

d E 1 d E 1 

— (cotgh tx) = O (cosse! xX) =- 
ear = dx |x VW 1+x? 


Se x = f(t) e y = g(t) forem diferenciáveis, então 


_ 4 dyd 
Y = ko dyd 


dy dy/d 
da dyd 


REGRAS DE INTEGRAÇÃO 


Fórmulas gerais 
Zero: Ja (x) dx = 0 
a b 
Ordem de integração: fiw dx = E. f (x) dx 
b b 
M últiplos constantes: f kf (x) dx = gi f (x) dx (qualquer número k) 
b b 
Proa = - f fox (k = —1) 
b b b 
Somas e diferenças: / (f(x) + g(x)) dx = fiw dx + / g(x) dx 
b c c 
Aditividade: [iw dx + [500 dx = fiw dx 
a b a 


Desigualdade max.-min.: Se max. f e min. f são os valores máximo e mínimo de f em [a, b], então 


b 
minf-(b= a) = [10 max f (b — a). 


b b 
Dominação: f(x)=g(x) em [a, b] implica em f fO dx = ES dx 


b 
f0)=0 em [a, b] implica em f f(x% dx= 0 


Teorema fundamental do cálculo 


Parte 1 Se f for continua em [a, b], então F(X) = LI é contínua em 
[a, b] e diferenciável em (a, b), e sua derivada é f(x); 


Fo = 4 TO= 500, 


Parte 2 Se f for contínua em todos os pontos de [a, b] e F for qualquer an- 
tiderivada de f em [a, b], então 


b 
ES F(b) — F(a). 


Substituição em integrais definidas Integração por partes 


b a(b) b b 
[tanga [ ru du f Fg x= foda] - [509900 
a gía a a 


FÓRMULAS TRIGONOMÉTRICAS 


1. Definições e identidades fundamentais pe 
(A + B) = E 
y 1 1 _ a - tgB 
Seno: senó = T = Tossa g Ñ y tg(A B) 1+ tg Atg B 
q y 
. -X l ol sen - 2) - cosa cos (A — 3 )= sena 
Cosseno: COSO = F ES A a > ; >) 
y 1 w= T N c 
Tangente: tg0 = x= cotgd Yr sen (a + z) cosA, cos(a + z) sen A 


senAsenB = 3cos(A — B) — Scos(A + B) 
2. Identidades 1 1 
an0 =- dd) = a cosA cosB = > COS (A B) + 3 COS (A + B) 
sen? 9 + cos?0 = 1, sec? =1 +tg? 0, cossec? 0 = 1 + coto? senAcosB = 5 n(A B) + Ssen(A + B) 
sen 20 =2seng cos6, cos 20 = cos?6 — sen? 6 1 1 
coto = 14052, sen?o = 195% senA + senB = 2sen5 (A + B) cos5(A — B) 
sen(A + B) = senAcosB + cosAsenB senA — sB = 20057 (A + B) sm3 (A — B) 
sen(A — B) = senAcosB — cosA sen B 


cosA + cosB = 2cosL (A + B) cos (A — B) 
cos(A + B) = cosAcosB — sen AsenB 


cos(A — B) = cosAcosB + sen AsenB cosA — cosB = 25m4 (A + B) n5 Tin B) 


FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Medida do radiano (Ena Radianos 
45 
2 1 v2 1 
45 90 


Domínio: (—%, 0) 
Variação: [-1, 1] 


Domínio: (—00, %) 
Variação: [-1, 1] 


AO 
Cunrero 
Units? 


Os ángulos de dois triángulos comuns, 
em graus e radianos. 


3 Ea 


Domínio: todos os números reais, 
exceto múltiplos inteiros ímpares 
de 7/2 

Variação: (-00,00) 


y = cossec x 


1 >x 


y y 
y =tgx y = secx 
/ i i | Ú 
>X l l >X 
“3m-m Ñ | co ua 
1 NA O 


Domínio: todos os números reais, 
exceto múltiplos inteiros ímpares 
de 7/2 

Variação: (-o%,-1]U[I, 0) 


y = cotg x 


1 


A 


Domínio: x% 0, +T, +27,... 
Variação: (—%,-—1] U [1, 00) 


E 
2 


YE 


>X 
3m 
2 


Domínio: x# 0, +T, +27,... 
Variação: (oo, 00) 


SÉRIES 


Testes para convergência de séries infinitas 


1. Teste do n-ésimo termo: A menos que a, — 0, a série série conhecida com o teste da comparação ou o teste da 
diverge. comparação do limite. 
2. Série geométrica: Xar” converge se |r| < 1; caso contrário, 5. Série com alguns termos negativos: 2|a,| converge? Em 
ela diverge. caso positivo, também ocorre com 2a,,, uma vez que a con- 
3. p-série: D1/nº converge se p > 1; caso contrário, ela diverge. vergência absoluta implica convergência. 
4. Série com termos não negativos: tente o teste da integral, 6- Série alternada: Za, converge se a série satisfaz as condi- 
teste da razão ou teste da raiz. Tente compará-los a uma ções do teste da série alternada. 
Séries de Taylor 
l =1+x+X+ e nte Sa ix] < 1 
1-x o 
1 =1-x+x- (Me Ena ix] < 1 
1+x E á 
2 n o M 
X X X 
=1+x+ 5t e +5 < 00 
e 2! n! 2 nt” |x| 
3 5 2n+1 o (]pnyen+1 
e x x (= Dx 
senx= x + ss $ (=1)" ho = ; x| < 00 
3 5 (=g (2n + 1)! 2 (2n + 1)! [x 
2 4 2n o (=x 
X X X 
cosx = 1 + IA +e SET x <o 
2! 4 (2n)! = (2n)! dl 
2 3 n 00 pi 
E xx e: o: 
In(1+ xX =x 2+3 e A aos 2 ñ , l<x<l 
1+x mn x x x2m+1 29 xen+1 
z = AR a NS ao vo E a O A ES < 
Inf = 2tgh"*x a 5 +$ + Tr 2220 + 1: jd 
3 5 2n+1 00 —1)x2™1 
E XxX n X _=Í( 
+ RR e EE ag < 
AA q CD2n+1 a oa + RSA 


Séries binomiais 


= 2 = = 3 o = Die = k 
(rom = 14 m + 207 DE, MM bm 2x? mm 1)(m e (m k+ Dx 
-1+ 5 (Ut x| <1, 
onde 


m\ m\ mm- m mím — 1)---(m -k + 1) 
o =M, (5) = 910» (7) = K fork = 3. 


FÓRMULAS DO OPERADOR VETORIAL (FORMA CARTESIANA) 


Fórmulas para gradiente, divergência, 
rotacional e laplaciano Teorema fundamental das integrais de linha 


Cartesiano (x, y, z) i, j e 1. Seja F = Mi + Nj + Pk um vetor cujas componentes são contínuas pas- 
k são vetores unitários nas sando por uma região D conectada aberta no espaço. Então, existe uma 
direções de x, y e z crescentes. função diferenciável f de modo que 


M, Ne P são os componentes of 
dz k 


escalares de F(x, y, z) nessas F= Vi = AX 
direções. 


of. 
+ ¿yd + 


se, e somente se, para todos os pontos 4 e B em D, o valor de fe F-dr 


2 9 A 
for independente da trajetória unindo 4 e B em D. 
Gradiente r o : . iia ; 
vo Tk 2. Se a integral for independente da trajetória entre 4 e B, seu valor é 
Ma A 


Teorema de Green e sua generalizacáo para trés dimensóes 


Rotacional 


Forma normal do teorema de Green: Pr «nds = Jfr- F dA 
č Ř 


2 
2 1 af 
IS 5 + 2* oz? Teorema da divergência: |fe-nar - ff V-F dy 
S D 


Produtos triplos vetoriais Forma tangencial do teorema de Green: Pr-dr = J| V x F-kdA 
(uxvw:w=(vxw)u=(wXu):v € R 
uX (vXx w) = (u + w) v— (u + v)w 
Teorema de Stokes: Pr-dr = J| VxF-ndo 
É S 


Identidades vetoriais 


Nas identidades aqui, f e g são funções escalares diferenciáveis, F, F, e F, são campos vetoriais diferenciáveis, e a e b são 
constantes reais. 


Vx(Vf)=0 V-(F¡ x F) = FV x Fr — FeV xF 


V =fV V 
do V x (Fx F2) = (Fo V)F; — (F1: V)F2 + 
V: (9F) = gV-F + Vg: F (V: Foi — (V-FyF> 


V x (gF) = gV x F + Vg x F 
ii ; Vx (Vx F) = V(V-F) — (V-V)F = V(V- F) — VF 


V-(aF; + bF) = aV- Fi + bV- F2 (V x F) x F = (F: V)F — IVF- F) 
V x (aFı + bF2) = aV x Fı + bV x F2 


V(F¡ + F2) = (F¡ + V)F2 + (F2: V)Fi + 
Fix (V xF) + Fx(V xF) 
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promovendo o raciocínio e a construção do conhecimento, em vez de memorização 
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